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РАЗНОСТНАЯ СХЕМА С ОПТИМАЛЬНЫМ ВЕСОМ

ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ДИФФУЗИИ–КОНВЕКЦИИ

А. И. Сухинов1, А. Е. Чистяков2, В.В. Сидорякина3, С. В. Проценко4

Исследована разностная схема с весами для однородного пространственно-одномерного уравне-
ния диффузии–конвекции. Выполнено исследование погрешности аппроксимации разностной
схемы в зависимости от шага по времени на основе разложения функции решения и погреш-
ности аппроксимации по тригонометрическому базису. Разработан алгоритм нахождения опти-
мального значения веса, обеспечивающий минимум погрешности аппроксимации решения ис-
ходной начально-краевой задачи для заданных значений шагов временно́й сетки. Улучшенная
точность построенной схемы с оптимальным весом по сравнению с явной схемой и эффектив-
ность алгоритма поиска оптимального значения весового параметра продемонстрированы на
примере тестовой задачи.

Ключевые слова: уравнение диффузии–конвекции, разностная схема с весами, оптимальное значе-
ние весового параметра, погрешность аппроксимации, точность решения.

Введение. Модели диффузии-конвекции описывают многие процессы в сплошных средах [1–3] и
находят широкое практическое применение в гидро- и газовой динамике, динамике популяций, транспор-
те загрязнений в водной и воздушной средах и др. [4–6]. В работах [7–8] показано преимущество явной
схемы над неявной для численного решения задачи переноса взвеси. При решении задач гидродинамики
мелководных водоемов явно-неявные разностные схемы, предполагающие явную аппроксимацию по гори-
зонтальным направлениям и неявную аппроксимацию с весами по вертикальному направлению, требуют
меньших временны́х затрат на решение задачи диффузии–конвекции по сравнению с явными схемами
при сохранении допустимой точности решения. В этой связи целесообразным представляется рассмотре-
ние вопроса о нахождении оптимального весового параметра схемы с весами.

В настоящей статье предложен алгоритм нахождения оптимального значения веса, обеспечивающе-
го минимум погрешности аппроксимации на решении исходной начально-краевой задачи для заданных
значений шагов временно́й сетки. Для поиска значения оптимального параметра схемы с весами выпол-
нено разложение функции решения и погрешности аппроксимации в зависимости от шага по времени по
тригонометрическому базису. На основе численной минимизации относительной величины погрешности
аппроксимации получено значение оптимального весового параметра, которое в зависимости от шага вре-
менно́й сетки находится в диапазоне 0.5–0.6. Эффективность работы алгоритма продемонстрирована на
примере тестовой задачи.

1. Постановка задачи. Рассмотрим следующую начально-краевую задачу для уравнения парабо-
лического типа [9–11]:

q′t + uq′x = µq′′xx, u = const, µ = const, 0 < x < L, t > 0 (1)

с начальным условием

q(x, 0) = q0(x) (2)

и граничными условиями

q(0, t) = 0, q(L, t) = 0, t > 0. (3)
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Требуется найти решение задачи (1)–(3), принадлежащее классу

q(x, t) ∈ C2(0 < x < L) ∩ C(0 6 x 6 L) ∩ C1(0 < t < +∞) ∩C(0 6 t < +∞).

Конечную сумму ряда Фурье в комплексной форме для функции q(x, t) представим в виде суммы
гармонических составляющих разных частот:

q(x, t) =

N
∑

m=−N

Cm(t) exp(jωmx). (4)

Здесь ω =
π

L
, m — номер гармоники, Cm(t) =

2

L

∫ L

0

q(x, t) exp(jωmx), dx — комплексная амплитуда m-й

гармоники, j — мнимая единица [12].
Используя представление функции q(x, t) вида (4), запишем уравнение (1) в форме

(

N
∑

m=−N

Cm(t) exp(jωmx)

)

′

t

+ u

(

N
∑

m=−N

Cm(t) exp(jωmx)

)

′

x

= µ

(

N
∑

m=−N

Cm(t) exp(jωmx)

)

′′

xx

.

Осуществив замену последовательности операций дифференцирования и суммирования ряда и вы-
числив производную по пространству, получим

N
∑

m=−N

(

Cm(t)
)
′

t
exp(jωmx) + juωm

N
∑

m=−N

Cm(t) exp(jωmx) = −µω2m2

N
∑

m=−N

Cm(t) exp(jωmx).

Принимая во внимание линейную независимость функций exp(jωmx), находим

(

Cm(t)
)
′

t
= −

(

µω2m2 + juωm
)

Cm(t). (5)

Решение уравнения (5) имеет вид

Cm(t) = Cm(0) exp
(

−
(

µω2m2 + juωm
)

t
)

.

После проделанных преобразований и вычислений с учетом заданных начальных и граничных условий
находим функцию

q(x, t) =

N
∑

m=−N

Cm(0) exp
(

−
(

µω2m2 + juωm
)

t
)

exp(jωmx).

Заметим, что при записи уравнения (1) в операторном виде

q′t = −Lq,

где L = −µ
∂2

∂x2
+ u

∂

∂x
— оператор диффузии–конвекции, выражения µω2m2 + juωm и exp(jωmx) опре-

деляют собственные значения и собственные векторы данного оператора соответственно.
В частности, из работы [13] следует, что для задачи, исходным уравнением которой является уравне-

ние вида
q′t = µq′′xx,

а начальные и граничные условия совпадают с условиями (2), (3), аналитическое решение определяется
по формуле

q(x, t) =

N
∑

m=1

C∗

m(0) exp(−µω2m2t) sin(ωmx),

где sin(ωmx) — собственные векторы оператора L = −µ
∂2

∂x2
, C∗

m(0) = 2jCm(0) [14].

2. Точность численного решения задачи диффузии–конвекции. Определим ряды Фурье для
сеточной функции. С этой целью покроем расчетную область равномерной пространственной сеткой wx =
{

xi = ih; i = 0, N ; Nh = L
}

, где h — шаг по пространству и N — количество узлов по пространству.
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Дискретный аналог уравнения (1) запишем в виде

q′t,i + uq◦

x,i
= µqxx,i, (6)

где

qi = 2

N
∑

m=1

(

Re (Cm) cos

(

πmi

N

)

− Im (Cm) sin

(

πmi

N

)

)

,

или

qi =

N
∑

m=−N

Cm exp

(

jπmi

N

)

, (7)

q◦

x,i
=
qi+1 + qi−1

2h
, qxx,i =

qi+1 − 2qi + qi−1

h2
. (8)

При этом для амплитуды “гармоники нулевой частоты” (постоянной при m = 0) имеем C0 = 0.
Подставляем выражения (7), (8) в уравнение (6) и получим

N
∑

m=−N

(Cm)
′

t exp

(

jπmi

N

)

+ u

N
∑

m=−N

Cm

exp

(

jπm(i + 1)

N

)

− exp

(

jπm(i − 1)

N

)

2h
=

= µ
N
∑

m=−N

Cm

exp

(

jπm(i+ 1)

N

)

− 2 exp

(

jπmi

N

)

+ exp

(

jπm(i − 1)

N

)

h2
.

(9)

Выполняя несложные преобразования выражения (9), получаем

N
∑

m=−N

(Cm)
′

t exp

(

jπmi

N

)

+ u

N
∑

m=−N

Cm

exp

(

jπm

N

)

− exp

(

−jπm

N

)

2h
exp

(

jπmi

N

)

=

= µ
N
∑

m=−N

Cm

exp

(

jπm

N

)

− 2 + exp

(

−
jπm

N

)

h2
exp

(

jπmi

N

)

.

(10)

В силу линейной независимости функций exp

(

jπmi

N

)

из (10) находим

(Cm)
′

t = −









2µ

1− cos

(

πm

N

)

h2
+ ju

sin

(

πm

N

)

h









Cm. (11)

При замене уравнения (6) на равносильное уравнение вида q′t = −Λq с учетом (11) получим, что

собственным функциям exp

(

jπmi

N

)

оператора Λq =
qi+1 + qi−1

2h
−
qi+1 − 2qi + qi−1

h2
соответствуют соб-

ственные значения

λm = 2µ

1− cos

(

πm

N

)

h2
+ ju

sin

(

πm

N

)

h
. (12)

Рассмотрим пространственно-временну́ю сетку w = wx × wτ , введя дополнительно сетку по времени
wτ =

{

tn = nτ ;n = 0, Nt, Ntτ = T
}

, где τ — шаг по времени и Nt — количество узлов по времени.
Для аппроксимации уравнения (1) по временно́й переменной используются схемы с весами

Cn+1
m − Cn

m

τ
= −λm

(

σCn+1
m + (1 − σ)Cn

m

)

, (13)

где Cn+σ
m = σCn+1

m + (1− σ)Cn
m, σ ∈ [0, 1] — вес схемы.
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Введем обозначения
λmax = max

m
|λm|, t0 = λmaxt, τ0 = λmaxτ. (14)

С учетом (14) производная (Cm)
′

t запишется в виде

(Cm)
′

t = (Cm)
′

t0
(t0)

′

t. (15)

Подставим (15) в уравнение (13):

(Cm)
′

t0
= −

λm
λmax

Cm. (16)

Таким образом, получим, что решение уравнения (6) сводится к решению задачи (16). Запишем точное
решение задачи (16) с учетом обозначений (14):

Cm

(

tn+1
)

= Cm

(

tn
)

exp

(

−
λm
λmax

τ0

)

. (17)

Аппроксимация данного уравнения с учетом схем с весами в тех же обозначениях принимает вид

Cn+1
m − Cn

m

τ0
= −

λm
λmax

(

σCn+1
m + (1− σ)Cn

m

)

. (18)

Следует отметить, что явная схема (σ = 0) монотонна при τ0 6 1 и устойчива при τ0 6 2.
Выражение (18) может быть записано в следующей форме:

Cn+1
m =









1−

λm
λmax

τ0

1 +
λm
λmax

τ0σ









Cn
m, (19)

где Cn+1
m — приближенное значение функции Cm(x, t) на текущем временно́м слое и Cn

m — на предыдущем.
3. Погрешность численного решение уравнения диффузии. Значение погрешности на n-м

временно́м слое через точное значение Cm

(

tn
)

и приближенное значение функции Cn
m может быть выра-

жено следующей функцией:
ψn
m = Cn

m − Cm

(

tn
)

. (20)

Погрешность аппроксимации по временно́й переменной на n-м слое будет меньше либо равна max
m

∣

∣ψn
m

∣

∣.

Введем обозначение

χm =
λm
λmax

τ0, χm ∈ [0, τ0]. (21)

Запишем (19) в обозначениях (21):

Cn
m =

(

1−
χm

1 + χmσ

)

Cn−1
m . (22)

Подставим (20) в выражение (22) и получим

ψn
m =

(

1−
χm

1 + χmσ

)

ψn−1
m + Cm

(

tn−1
)

(

1−
χm

1 + χmσ

)

− Cm

(

tn
)

. (23)

Полученное выражение (23) с учетом (17) примет вид

ψn
m =

(

1−
χm

1 + χmσ

)

ψn−1
m + Cm

(

tn−1
)

(

1−
χm

1 + χmσ
− exp(−χm)

)

.

Находим погрешность на n-м временно́м слое

ψn
m =

(

1−
χm

1 + χmσ

)

(

(

1−
χm

1 + χmσ

)

ψn−2
m + Cm

(

tn−2
)

(

1−
χm

1 + χmσ
− exp(−χm)

)

)

+

+ Cm

(

tn−1
)

(

1−
χm

(1 + χmσ)
− exp(−χm)

)

= . . . =

(

Cm(0)

(

1−
χm

1 + χmσ

)n−1

+ . . .+

+ Cm

(

tn−2
)

(

1−
χm

1 + χmσ

)

+ Cm

(

tn−1
)

)

(

1−
χm

1 + χmσ
− exp(−χm)

)

.
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Получим оценку погрешности численного решения исходной задачи

∣

∣ψn
m

∣

∣ 6 max
k=0,n−1

∣

∣

∣Cm

(

tk
)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(

1− exp(−χm)
)

σ +
1− exp(−χm)− χm

χm

∣

∣

∣

∣

. (24)

Данная оценка имеет место в случае

∣

∣

∣

∣

1−
τ0

1 + τ0σ

∣

∣

∣

∣

< 1, откуда следует ограничение τ0 < 2/(1− 2σ).

Относительно переменной χm погрешность может быть записана так:

∣

∣ψn
m

∣

∣ 6 max
k=0,n−1

∣

∣

∣
Cm

(

tk
)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(

1− exp(−χm)
)

σ +
1− exp(−χm)− χm

χm

∣

∣

∣

∣

. (25)

Значение относительной погрешности φm определяется по формуле

φm =

∣

∣ψn
m

∣

∣

max
k=0,n−1

∣

∣

∣Cm

(

tk
)

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

(

1− exp(−χm)
)

σ +
1− exp(−χm)− χm

χm

∣

∣

∣

∣

.

4. Оптимизация веса схемы. Найдем параметр σ, при котором погрешность минимальна [13–14].
Введем обозначение

z1,m = 1− exp(−χm), z2,m =
1− exp (−χm)− χm

χm

(26)

и, используя теорему Парсеваля [15], из выражения (24) находим

∥

∥Ψn
∥

∥

2
=

2

N

N
∑

m=1

max
k=0,n−1

∣

∣

∣Cm

(

tk
)

∣

∣

∣

2[
(

(Re z1,m)2 + (Im z1,m)2
)

σ2 +

+ 2(Re z1,mRe z2,m + Im z1,m Im z2,m)σ + (Re z2,m)2 + (Im z2,m)2
]

.

Рассмотрим функцию

sm (χm, σ) =

N
∑

m=1

max
k=0,n−1

∣

∣

∣Cm

(

tk
)

∣

∣

∣

2[
(

(Re z1,m)2 + (Im z1,m)2
)

σ2 +

+ 2(Re z1,m Re z2,m + Im z1,m Im z2,m)σ + (Re z2,m)2 + (Im z2,m)2
]

.

(27)

Необходимо определить точку, в которой функция (27), взятая по модулю, достигает минимального
значения по переменной σ. С этой целью найдем точки экстремума функции (27) по переменной σ:

(

sm(χ, σ)
)
′

σ
= 2

N
∑

m=1

max
k=0,n−1

∣

∣

∣Cm

(

tk
)

∣

∣

∣

2[
(

(Re z1,m)2 + (Im z1,m)2
)

σ +

+ (Re z1,mRe z2,m + Im z1,m Im z2,m)
]

= 0.

(28)

Из (28) получаем

σ = −

N
∑

m=1

max
k=0,n−1

∣

∣

∣Cm

(

tk
)

∣

∣

∣

2

(Re z1,mRe z2,m + Im z1,m Im z2,m)

N
∑

m=1

max
k=0,n−1

∣

∣

∣Cm

(

tk
)

∣

∣

∣

2
(

(Re z1,m)2 + (Im z1,m)2
)

. (29)

Существующий результат можно расширить на многомерный случай, в частности на двумерные и
трехмерные начально-краевые задачи, при этом аналогом уравнения (14) будет служить многомерное
преобразование Фурье.

Опишем алгоритм решения задачи диффузии–конвекции на основе разностной схемы с оптимальны-
ми весами [16–17].
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1. Формулируется начально-краевая задача вида (1)–(3).

2. Вычисляются коэффициенты ряда Фурье с использованием выражения

Cm(0) =
2

L

L
∫

0

q(x, 0) exp(jωmx) dx,

которые участвуют в разложении по тригонометрическому базису начального условия задачи по
формуле (4):

q(x, 0) =

N
∑

m=−N

Cm(0) exp(jωmx).

3. Определяем собственные значения λm по формуле (12):

λm = −









2µ

1− cos

(

πm

N

)

h2
+ ju

sin

(

πm

N

)

h









и значение λmax из формул (14): λmax = max
m
|λm|.

4. Для определения погрешности на каждом временно́м слое вычисляем значение χm по формуле (21):

χm =
λm
λmax

τ0.

5. Находим числа z1,m, z2,m, используя формулы (26):

z1,m = 1− exp(−χm), z2,m =
1− exp(−χm)− χm

χm

.

6. Для текущего временно́го слоя вычисляются коэффициенты Фурье с использованием выражения

Cm

(

tn
)

=
2

L

L
∫

0

q
(

x, tn
)

exp(jωmx) dx.

7. Определяем весовой параметр σ ≡ σn+1, при котором относительная погрешность минимальна, по
формуле (29):

σ = −

N
∑

m=1

max
k=0,n

∣

∣

∣Cm

(

tk
)

∣

∣

∣

2

(Re z1,m Re z2,m + Im z1,m Im z2,m)

N
∑

m=1

max
k=0,n

∣

∣

∣Cm

(

tk
)

∣

∣

∣

2
(

(Re z1,m)2 + (Im z1,m)2
)

.

8. На основе разностной схемы с весами выражаем значение функции q(x, t) на текущем временно́м
слое qn+1 через значения qn на предыдущем слое с начальным условием

q0i = q0(xi), xi = ih, i = 0, 1, . . .N, Nh = L

, и граничными условиями

qn0 = 0, qnN = 0, n = 1, 2, . . .Nt − 1.

9. Наращивание индекса по времени n← n+ 1.

10. Если не рассчитан последний слой по времени n < Nt, то возврат на шаг 6.
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Рис. 1. Значение спектра поля концентрации в начальный момент времени (a), графики зависимостей

относительной погрешности φm от значений |χm| для различных значений аргумента функции (b)

Рис. 2. График зависимости погрешности ψm от значений |χm| (a), графики функций решения тестовой задачи,

полученных при использовании явной схемы и схемы с оптимальным весом (b)

5. Тестовая задача. Требуется найти решение уравнения (1) с начальными и граничными услови-
ями (2), (3), для которого u = 0.4 м/с, µ = const, 0 < x < L, t > 0 и q(0, t) = q(L, t) = 0, с начальными
условиями q0(x) = h(20 − x) − h(10 − x) — функция Хэвисайда. В приведенных выше условиях данные
записаны в системе измерений СИ, а функции q0(x), q(x, t) и граничные условия считаем безразмерными.

На рис. 1b представлены графики зависимостей относительной погрешности φm от значений |χm|,
полученные для разных значений аргумента функции χm (1 — argχm = 0; 2 — argχm = π/12; 3 —
argχm = π/6; 4 — argχm = π/4). Рисунок показывает, что с увеличением значения аргумента функции χm

относительная погрешность численного решения задачи возрастает.
Оптимизация веса схемы выполнена из соображений минимизации погрешности (25). На рис. 2a при-

ведена зависимость погрешности ψm от значений |χm| численного решения задачи диффузии–конвекции
на основе схемы с оптимальным весом, описывающая погрешности определения коэффициентов при соб-
ственных функциях. Значение оптимального весового параметра находится в диапазоне 0.5–0.6. На рис. 2b
показаны графики функции решения: 1 — график функции решения, полученный с использованием явной
схемы (N = 10000, τ = 1/100 сек.), 2 — график функции решения, полученный с использованием схемы
с оптимальным весом (13) (N = 100, τ = 1 сек.).

На рис. 2b видим, что указанные графики практически совпадают. Таким образом, для достижения
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заданной точности явной схемы потребуется сделать в 100 раз больше шагов, чем для схемы с оптималь-
ным весом.

Заключение. В настоящей статье рассматривается задача нахождения оптимального параметра схе-
мы с весами для одномерного уравнения диффузии–конвекции. Получена оценка погрешности аппрок-
симации уравнения по временно́й переменной. Получены зависимости оптимального веса и шага схемы
от величины относительной погрешности. На примере решения тестовой задачи показана эффективность
использования схемы с оптимальным весом вида (21) в сравнении с явной схемой. Результаты данной ра-
боты путем несложных преобразований могут быть обобщены на случай неоднородного или многомерного
уравнения диффузии–конвекции [16–18].

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект № 19–01–00701).
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Abstract: A difference scheme with weights for a homogeneous spatially one-dimensional diffusion–convec-
tion equation is studied. An analysis of the approximation error for the difference scheme as a time step function
is performed on the basis of the expansion of the solution and approximation error in a trigonometric basis.
An algorithm is proposed to find the optimal weight value that ensures the minimum approximation error of
the solution to an initial boundary value problem for given values of the time grid steps. A better accuracy of
the constructed scheme with the optimal weight compared to the explicit scheme as well as the efficiency of the
algorithm for finding the optimal weight value is shown using a test problem.
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