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ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЙ АЛГОРИТМ ДЛЯ РЕШЕНИЯ

ЗАДАЧИ УПАКОВКИ ШАРОВ ДВУХ РАЗЛИЧНЫХ ТИПОВ

В ТРЕХМЕРНОЕ МНОЖЕСТВО С НЕЕВКЛИДОВОЙ МЕТРИКОЙ

А.Л. Казаков1, А. А. Лемперт2, Ч.Т. Та3

Рассматривается задача упаковки шаров двух типов в замкнутое ограниченное множество в
трехмерном пространстве как с евклидовой, так и со специальной неевклидовой метрикой.
Требуется максимизировать радиус шаров при известном количестве шаров каждого типа и
заданном отношении между радиусами. Предложен вычислительный алгоритм, основанный на
комбинации метода бильярдного моделирования и оптико-геометрического подхода, базирую-
щегося на фундаментальных физических принципах Ферма и Гюйгенса. Приведены результаты
вычислительного эксперимента.

Ключевые слова: оптимальная упаковка шаров разных радиусов, вычислительный алгоритм, би-
льярдное моделирование, оптико-геометрический метод, программный комплекс.

1. Введение. Проблема упаковки шаров является классической задачей математической оптими-
зации и находит приложения в различных областях: в пищевой промышленности, логистике и задачах
безопасности, материаловедении, медицине и др. [1]. Так, в материаловедении проблема упаковки шаров
используется для моделирования некоторых процессов поглощения молекул [2], в радиохирургии упаков-
ка неравных шаров используется в планировании автоматизированного радиохирургического лечения [3],
в задачах безопасности — при организации охраны территории, воздушного и водного пространства.

Задачи упаковки, как определено в работе [4], состоят в расположении набора геометрических объ-
ектов фиксированных размеров и/или формы в заданной области. При этом, как правило, либо мак-
симизируется число упаковываемых объектов при фиксированном размере, либо их размеры (площадь
поверхности, объем, радиус и др.) при заданном количестве, также можно рассматривать задачу мини-
мизации объема контейнера. В настоящей статье мы рассматриваем объекты, имеющие вид шаров.

Хотя проблема упаковки равных шаров в бесконечное пространство решена — показано, что плот-
нейшими упаковками являются гранецентрированная кубическая (ГЦК) и гексагональная плотная (ГП)
с плотностью π/(3

√
2), однако для случая ограниченного контейнера эта проблема остается открытой [5].

Следует отметить, что в большинстве работ в качестве контейнеров выступают множества простой формы:
сфера, куб, тетраэдр и др. Приведем краткий обзор известных научных результатов по данной тематике.

В работах [6, 7] рассмотрена задача упаковки одинаковых шаров заданного радиуса в параллелепипед
минимальной высоты (длина и ширина известны) и в цилиндр с известным радиусом и минимальной высо-
той, предложена стратегия ее решения, которая включает в себя построение специального дерева поиска,
модификацию метода возможных направлений для вычисления локальных минимумов и модификацию
метода сужающихся окрестностей для поиска приближения к глобальному минимуму.

Для решения задачи упаковки равных шаров в [8] предложен алгоритм последовательного симмет-
ричного перемещения, представлены плотные упаковки до 200 шаров в сферу и до 150 шаров в куб. В [9]
решается задача упаковки шаров в бесконечно длинный цилиндр с заданным радиусом с использованием
метода имитации отжига. Проблема нахождения плотнейшей упаковки шаров в цилиндр рассматрива-
ется и в [10], где она решается с помощью адаптивно-сжимающейся ячейки и метода последовательного
линейного программирования.

В работах [11] и [12] рассматриваются задачи упаковки неравных шаров в различные контейнеры с
помощью модификации алгоритма JA (jump-алгоритм), реализующей плавный переход от одного локаль-
ного минимума к другому, при этом минимизируется размер контейнера. Алгоритм JA также используется
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в работе [13] для решения задачи упаковки неравных сфер в круговой контейнер минимального размера,
результаты демонстрируют работоспособность алгоритма даже в случае, когда упакованные объекты и
контейнер являются сфероидами.

В работах [14, 15] предложен параллельный жадный алгоритм (алгоритм B1.6_3DSPP) для задачи
упаковки разных шаров в куб или в прямоугольный параллелепипед (кубоид). Этот алгоритм является
результатом некоторых важных усовершенствований алгоритмов B1.0 и В1.5 в [16]. На основе жадных ал-
горитмов в работе [17] представлены методы широколучевого поиска (width-beam search) и рассмотрены
задачи упаковки различных шаров в прямоугольный параллелепипед минимальной длины при фиксиро-
ванной ширине и высоте.

Задача упаковки шаров двух разных типов в различные контейнеры также рассматривалась в [18],
здесь размер больших шаров во много раз больше размера маленьких. Для получения наибольшей плот-
ности предложена формула вычисления размера больших шаров при заданном размере маленьких.

Следует отметить, что в большинстве известных работ решаются задачи упаковки шаров в выпуклые
контейнеры с использованием евклидового расстояния.

В настоящей работе авторы рассматривают задачу упаковки шаров двух разных типов в замкнутое
множество произвольной формы в трехмерном пространстве как с евклидовой, так и со специальной
неевклидовой метрикой. Для ее решения предлагается вычислительный алгоритм, который основан на
методе бильярдного моделирования и на фундаментальных физических принципах Ферма и Гюйгенса.
Применение этих физических принципов при решении задач оптимального размещения логистических
объектов представлено в работах [19–22], а для решения задач упаковки кругов в двумерные контейнеры —
в статьях [23, 24].

2. Постановка задачи. Пусть в трехмерном метрическом пространстве задано замкнутое огра-
ниченное множество P ⊂ R3 с непрерывной границей. Расстояние между двумя точками пространства
задается следующим образом:

ρ(a, b) = min
G∈G(a,b)

∫

G

dG

f(x, y, z)
.

Здесь G(a, b) — множество всех непрерывных кривых, лежащих в P и соединяющих точки a и b;
0 < α 6 f(x, y, z) 6 β — непрерывная функция, задающая мгновенную скорость движения в каждой точке
множества P . В частном случае, когда f(x, y, z) ≡ 1, получаем обычное евклидово расстояние.

Как и в классической задаче об упаковке, нам необходимо расположить известное количество шаров
двух различных типов внутри заданного множества P так, чтобы они не пересекались друг с другом
нигде кроме, быть может, граничных точек, а их радиусы были максимальными.

Пусть имеется m шаров Si с центрами si(xi, yi, zi) и радиусом R1, n шаров Sj с центрами sj(xj , yj, zj)

и радиусом R2, где i = 1,m, j = m+ 1,m+ n и R2 =
1

k
R1, k ∈ Q+. Необходимо найти такое расположение

s = (s1, s2, . . . , sm+n) ∈ P , чтобы значение радиуса R1 (и, следовательно, R2) достигло максимума. Шары
с радиусом R1 будем называть базовыми или шарами первого типа. Шары с радиусом R2 — шары второго
типа. Тогда задача примет следующий вид:

R1 → max,

R2 =
1

k
R1, k ∈ Q+, (1)

ρ(si, ∂P ) > R1 ∀i = 1,m, (2)

ρ(si, sj) > 2R1 ∀i, j = 1,m, i 6= j, (3)

ρ(sj , ∂P ) >
R1

k
∀i = m+ 1,m+ n, (4)

ρ(si, sj) >
2R1

k
∀i, j = m+ 1,m+ n, i 6= j, (5)

ρ(si, sj) > R1 +
R1

k
∀i, j = m+ 1,m+ n, i 6= j, (6)

si ∈ P ∀i = 1,m+ n, (7)

где ρ(si, ∂P ) — расстояние от точки si до границы множества P .
Отметим, что при k = 1 все шары имеют одинаковый радиус (задача упаковки равных шаров); при

k < 1 радиус шаров первого типа меньше радиуса шаров второго типа; при k > 1 радиус шаров первого
типа больше радиуса шаров второго типа.
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3. О методе решения. Для решения задачи упаковки равных шаров авторы предложили алго-
ритмы, основанные на физических аналогиях: в [25] — на принципах распространения света Ферма и
Гюйгенса, в [26] — на методе бильярдного моделирования.

Рис. 1. Процесс разбиения замкнутого множества

на подмножества

Результаты вычислительных экспе-
риментов показывают, что при исполь-
зовании метода бильярдного моделирова-
ния относительная погрешность оказыва-
ется меньше, чем при использовании ал-
горитма распространения света, однако
время вычислений быстро увеличивает-
ся с увеличением количества шаров. При
этом время работы бильярдного алго-
ритма моделирования можно существен-
но сократить, если начальное положение
центров шаров выбрать в окрестности оп-
тимального решения.

В настоящей работе авторы пред-
ставляют новый метод, который, во-
первых, объединяет указанные подходы:
сначала используется алгоритм распро-
странения света для нахождения прибли-
женного решения, затем алгоритм бильярдного моделирования — для улучшения полученных результа-
тов; во-вторых, дает возможность работать с шарами разных радиусов. Кроме того, используется тради-
ционная процедура мультистарта для отыскания наилучшего (best of known) решения.

Таким образом, стратегия решения поставленной задачи следующая.

1. Задается максимальное количество случайных генераций начальных точек, значение счетчика ите-
рации полагается равным единице.

2. Выполняется упаковка шаров методом волнового спуска (алгоритм 1).

3. Производится улучшение упаковки методом бильярдного моделирования (алгоритм 2).

Если полученный результат лучше рекордного, то он сохраняется в качестве рекордного решения.

4. Значение счетчика количества итерации увеличивается на единицу. Если значение достигло заданной
величины, то работа алгоритма завершается, в противном случае осуществляется переход к шагу 2.

Далее опишем алгоритмы 1 и 2 более подробно.
3.1. Алгоритм упаковки шаров с помощью волнового спуска (алгоритм 1). Предлагаемый

алгоритм является обобщением алгоритма из [25], одним из базовых элементов которого является постро-
ение диаграммы Вороного–Дирихле [27]. В основе модификации лежит естественное утверждение: если
одна волна движется со скоростью в k раз большей другой, выпущенной из той же точки, то ее фронт
через одинаковый промежуток времени окажется в k раз дальше от исходной точки. Таким образом,
задавая скорость движения волны, мы можем обеспечить выполнение соотношений (1).

Процесс построения обобщенной диаграммы Вороного–Дирихле для наглядности показан в двумер-
ном случае (рис. 1). Здесь скорость волн отличается в два раза. Можно видеть, что, в отличие от случая
одинаковых волн, границы подмножеств даже в случае евклидовой метрики образованы не отрезками
прямых, а элементами дуг окружностей. Более того, здесь подмножества — зоны Дирихле — могут быть
неодносвязными.

Для работы с нижеследующим алгоритмом введем равномерную сетку и аппроксимируем множе-
ство P с помощью алгоритма, описанного в [25]. Далее, говоря о множестве P , мы подразумеваем его
сеточную аппроксимацию.

Алгоритм 1.

Шаг 1. Генерируется случайное начальное расположение центров кругов si, из них m для кругов первого
типа, n — для второго. Радиус R1 полагается равным нулю.

Шаг 2. Осуществляется построение обобщенной диаграммы Вороного–Дирихле: из n центров выпускаются
“медленные” световые волны, из m — “быстрые” — со скоростью в k раз больше скорости “мед-
ленных”; для каждой точки A ∈ P вычисляется время ее достижения всеми световыми волнами
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tA =
{

t1A, . . . , t
m+n
A

}

; минимальная компонента вектора tA дает номер зоны Дирихле, которой при-
надлежит точка A, а равенство (с точностью до ε) компонент определяет границу между зонами.

Таким образом, получаем разбиение множества P на (m+ n) подмножеств Pi, i = 1,m+ n.

Шаг 3. Для каждого Pi находится вписанный шар максимального радиуса Ri: с границы ∂Pi выпускается
волна и строятся волновые фронты внутрь множества, процесс продолжается до вырождения фронта
в точку, которая и будет центром искомого шара s̄i, i = 1,m+ n.

Шаг 4. Определяется значение радиуса R̄1 = min
{

Ri, kRj

∣

∣i = 1,m, j = m+ 1,m+ n
}

.

Шаг 5. Если R̄1 > R1, то осуществляется переход к шагу 2 с si = s̄i и R1 = R̄1. В противном случае работа
алгоритма завершается.

Найденное решение будем пытаться улучшить с помощью алгоритма бильярдного моделирования.
3.2. Алгоритм упаковки шаров методом бильярдного моделирования (алгоритм 2). Ниже-

следующие алгоритмы построены на основе метода бильярдного моделирования [28]. Идея метода заклю-
чается в том, что шары могут двигаться внутри замкнутого множества P , отталкиваясь друг от друга.
Во время движения радиусы шаров постепенно увеличиваются после каждого шага, при этом условия
(2)–(7) не должны нарушаться.

Пусть имеются m+n шаров с центрами si. Необходимо определить направление сдвига шаров, чтобы
радиусы шаров не уменьшались после каждого шага сдвига. Нетрудно видеть, что в найденной упаковке
всегда найдется по крайней мере один шар, касающийся либо другого шара, либо границы множества P .
Если нам удастся оттолкнуть этот шар от точки (или точек) касания, то его радиус можно увеличить.

Радиус базовых шаров R0 вычисляется по формуле

R0 = min

{

ρ(si, ∂P ),
ρ(si, sl)

2
, kρ(sj , ∂P ),

kρ(st, sj)

2
,
kρ(si, sj)

1 + k

}

, (8)

где i, l = 1,m и i 6= l; ∀j, t = (m+ 1), (m+ n), j 6= t. В этой формуле si, sl — центры шаров первого типа,
sj, st — центры шаров второго типа.

Отметим, что, если точки si получены с помощью алгоритма 1, то R0 = R1.
Осуществляются построения шаров Si c центром в si и радиусом ri, где ri = R0, если i = 1,m, и

ri = R0/k, если i = m+ 1,m+ n. Для каждого i-го шара определяются граница ∂Si и множество точек
касания Mi:

Mi = {p : p ∈ ∂Si, p ∈ ∂P}
⋃

{p : p ∈ ∂Si, p ∈ ∂Sj} , i, j = 1,m+ n, i 6= j. (9)

Для определения направления движения шаров авторы предлагают два метода, первым из которых
является следующий алгоритм.

Алгоритм сдвига шаров по заданному направлению.

Шаг 1. Находится множество шаров S∗, имеющих непустое множество точек касания:

S∗ =
{

Si

∣

∣Mi 6= ∅, i = 1, n∗
}

.

Шаг 2. Множество S∗ сортируется по убыванию значения радиуса.

Шаг 3. Для первого (самого большого) шара из множества S∗ строятся векторы с началом в точке s1 и

концами в точках q ∈ M1. Определяется суммарный вектор −→c1 =
∑

q∈M1

−→s1q.

Шаг 4. Производится сдвиг центра s1 ∈ S∗ на расстояние h — шаг сетки — в направлении, противоположном
вектору −→ci . Полученная точка s′1 после полагается новым временным центром первого шара.

Шаг 5. Находится радиус базовых шаров R̄0 по формуле (8). Если R̄0 < R0, то переходим к шагу 3 с
множеством S̄∗ = S∗ \ s1; если R̄0 > R0, то находим множества точек касания M̄i по формуле (9) и
переходим к шагу 1.
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Шаги 1–5 повторяются до тех пор, пока S̄∗ 6= ∅. В результате работы алгоритма решение, найденное
с помощью волнового спуска, не может быть ухудшено.

По построению равномерной сетки для каждой точки, кроме точек на границах множества P , су-
ществуют 26 соседних точек. Во втором алгоритме шар может двигаться в любую точку из них. Этот
алгоритм имеет следующие шаги.

Aлгоритм сдвига шаров в произвольном направлении.

Шаг 1. Задается максимальное число итераций, значение счетчика количества итерации равно 1.

Шаг 2. Аналогично предыдущему алгоритму, определяется множество S∗ из шаров, имеющих непустое мно-
жество точек касания S∗ =

{

Si

∣

∣Mi 6= ∅, i = 1, n∗
}

, которое сортируется по убыванию значения ра-
диуса.

Шаг 3. Для центра s1 первого (самого большого) шара из множества S∗ найдем множество C, состоящее
26 соседних точек сетки; случайным образом выберем одну из них ci ∈ C и переместим в нее центр
шара s̄1.

Шаг 4. Вычисляется значение dmin = min {ρ(s̄1, ∂P ), ρ(s̄1, sj)− rj}, j = 2, n+m.

Если dmin > Ri, то временный центр s̄1 сохраняется в качестве нового центра текущего шара и
выполняется переход к шагу 3 с множеством S̄∗ = S∗ \ s1.
Если dmin < Ri, то осуществляется переход к шагу 3 с множеством C̄ = C \ ci. Если C̄ = ∅, т.е. все
26 точек были рассмотрены, то производится переход к шагу 3 с множеством S̄∗ = S∗ \s1. Исходный
центр шара s1 сохраняется. Шаги 3 и 4 выполняются до тех пор, пока S̄∗ 6= ∅.

Шаг 5. Определяется радиус базовых шаров R̄0 по формуле (8).

Таблица 1
Упаковка шаров в единичный шар

m n R1 D(%) t (сек.)

1 0.2910 27.9356 54
2 0.2827 28.7858 172

1 3 0.2786 32.6655 209
4 0.2699 34.3833 296
5 0.2615 35.5128 375

1 0.2492 28.4975 111
2 0.2492 32.1746 190

2 3 0.2492 35.8517 305
4 0.2492 39.5288 627
5 0.2492 43.2059 885

1 0.2245 29.8375 222
2 0.2245 32.5195 434

3 3 0.2245 35.2015 613
4 0.2209 36.0939 684
5 0.2163 36.2978 804

1 0.2154 34.3527 818
2 0.2154 36.7219 1532

4 3 0.2130 37.7804 2054
4 0.2105 38.4160 2974
5 0.2084 39.6617 3118

1 0.2010 34.4016 1248
2 0.2010 36.3309 1836

5 3 0.2005 37.6889 2058
4 0.1990 39.0061 2775
5 0.1944 38.1066 3245

Если R̄0 > R0, то значение R̄0 и новые координаты всех ша-
ров сохраняются в качестве приближения к решению задачи. Осу-
ществляется переход к шагу 2.

Если R̄0 < R0, то значение счетчика количества итерации уве-
личивается на единицу. Если значение счетчика количества ите-
рации достигло наперед заданной величины, то работа алгоритма
завершается, в противном случае осуществляется переход к ша-
гу 2.

Aлгоритм 2 для решения задачи упаковки шаров в трехмер-
ном пространстве имеет следующий вид.

Алгоритм бильярдного моделирования.

Шаг 1. Вычисляется значение радиуса базовых шаров. Для каждо-
го шара определяется множество точек касания с другими
шарами и с границами множества P .

Шаг 2. Осуществляется сдвиг центров шаров по заданному направ-
лению.

Шаг 3. Осуществляется сдвиг центров шаров в случайном направ-
лении.

Шаги 1–3 повторяются до тех пор, пока радиус базовых шаров
не ухудшается (не изменяется либо увеличивается). Если значение
радиуса текущей итерации меньше, чем значение предыдущей, то
в качестве результатов сохраняется значение предыдущей итера-
ции.

Перейдем к описанию вычислительного эксперимента.
4. Численные эксперименты. Алгоритмы реализованы на языке программирования C# с помо-

щью пакета Visual Studio 2012. Расчеты выполнены с использованием ПК следующей конфигурации:
Intel(R) Core(TM) i5-3570K (частота 3.4 ГГц, 8 Гб ОЗУ) и операционная система Windows 7.

Пример 1. Рассмотрим задачу упаковки шаров двух типов в единичный шар. Пусть f(x, y, z) ≡ 1
(евклидово расстояние) и коэффициент отношения радиусов k = 1.5 (рис. 2). Результаты вычисления
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представлены в табл. 1, где m и n — количество шаров первого и второго типов соответственно, R1 —
радиус шаров первого типа, D — плотность упаковки, t — время работы алгоритма.

Результаты расчетов показывают, что при использовании предложенного алгоритма время вычисле-
ния увеличивается с увеличением количества шаров не так быстро, как при использовании только алго-
ритма бильярдного моделирования (по сравнению с результатами из [26]). В этом примере максимальная
плотность получается в случае m = 2 и n = 5. Отметим, что при m = 2 радиус шаров первого типа
практически достигает максимального возможного значения — 0.25. Кроме того, плотность упаковки,
за исключением нескольких случаев, превосходит 25%, что является хорошим показателем при решении
трехмерных задач.

Рис. 2. Пример 1. Упаковка шаров в единичный шар

Пример 2. В задаче из примера 1 в качестве контейнера вместо единичной сферы возьмем единич-
ный куб. Коэффициент отношения между радиусами k > 1, т.е. шары первого типа больше шаров второго
типа. Результаты расчетов представлены в табл. 2 и на рис. 3.

Таблица 2
Упаковка шаров в единичный куб

k = 1.05 k = 1.1 k = 1.2 k = 1.5

m n R1 D(%) R1 D(%) R1 D(%) R1 D(%)

1 0.3098 26.873 0.3020 26.894 0.2882 27.354 0.2542 30.102
1 2 0.2855 30.780 0.2780 29.978 0.267 29.723 0.2441 32.747

3 0.2850 40.315 0.278 38.977 0.267 37.696 0.2361 35.145
4 0.2555 35.823 0.255 37.027 0.2515 38.169 0.2361 40.657

1 0.28 30.485 0.268 29.527 0.2482 28.539 0.208 29.213
2 2 0.2800 39.680 0.267 37.170 0.2482 34.944 0.208 32.983

3 0.2535 36.270 0.251 37.504 0.243 38.804 0.208 36.752
4 0.2510 41.831 0.250 43.603 0.243 44.814 0.2074 40.195

1 0.2785 40.471 0.266 39.364 0.2437 37.482 0.1953 34.693
3 2 0.256 38.461 0.2465 37.600 0.2322 37.674 0.1953 37.812

3 0.25 42.365 0.240 40.494 0.2305 41.982 0.1953 40.930
4 0.2438 45.361 0.238 45.137 0.228 45.596 0.1953 44.048

1 0.246 35.111 0.242 37.543 0.231 40.852 0.1951 45.105
4 2 0.244 40.346 0.238 41.359 0.228 44.245 0.1951 48.216

3 0.2381 43.090 0.238 47.006 0.227 48.566 0.1951 51.327
4 0.2381 48.795 0.238 52.653 0.227 53.465 0.1951 54.438

Из табл. 2 можно видеть, что с увеличением количества шаров одного типа плотность упаковки, как
правило, монотонно возрастает, однако в ряде случаев (например, при k = 1.1, m = 1, n = 3 и m = 2,
n = 3) добавление шара может ухудшить конфигурацию. Это объясняется ограничением на отношение
радиусов, поскольку, если новый шар невозможно поместить контейнер без существенного уменьшения
радиуса, то это приводит к мультипликативному эффекту для плотности.
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Рис. 3. Пример 2. Результаты вычисления при k = 1.5

Рис. 4. Пример 3. Упаковка шаров в невыпуклое множество

Отметим интересные случаи при k = 1.5, m = 3 и m = 4. Здесь добавление второго, третьего и
четвертого маленьких шаров не приводит к уменьшению радиуса упаковки. Подобный эффект можно
наблюдать, когда большие шары располагаются в ГЦК- или ГП-упаковках, а маленькие помещаются в
свободное пространство (рис. 3, правый нижний) и имеют схожую структуру (рис. 3, левый нижний).
В рассматриваемом примере максимальная плотность упаковки достигается в случае, когда k = 1.5 и
m = n = 4.
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Таблица 3
Упаковка шаров в

невыпуклое множество

k R1 R2 D(%) t

0.50 0.1210 0.2420 37.76 514

0.74 0.1791 0.2420 41.79 531

0.90 0.2061 0.2291 39.36 483

0.95 0.2175 0.2290 40.92 463

0.98 0.2224 0.2269 40.86 524

1.00 0.2256 0.2256 40.79 447

1.02 0.2287 0.2242 40.74 452

1.05 0.2331 0.2220 40.63 479

1.10 0.2398 0.2183 40.29 473

1.20 0.2496 0.2084 38.62 481

1.50 0.2838 0.1892 40.39 526

1.70 0.2992 0.1760 41.02 497

2.00 0.2992 0.1496 35.68 608

Таблица 4
Упаковка шаров в множество с

неевклидовой метрикой

m n R1 R2 D(%) t

4 1 0.1515 0.1001 33.11 374

4 2 0.1515 0.1001 37.34 270

4 3 0.1475 0.0983 37.23 420

4 4 0.1455 0.0970 40.28 726

4 5 0.1415 0.0943 37.07 988

4 6 0.1404 0.0936 39.59 1247

Рис. 5. Пример 4. Упаковка шаров в множество с неевклидовой метрикой

Пример 3. Рассмотрим задачу упаковки в невыпуклое множество P : P = D \B, где

P =
{

(x, y, z) ∈ R3 : x+ y + z 6 2; 0 6 x, y, z 6 1
}

,

B =
{

(x, y, z) ∈ R3 : 0 6 x, y, z 6 0.2
}

.
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Имеются m = 2 шаров с радиусом R1 и n = 5 шаров с радиусом R2. Исследуем влияние коэффициента
k = R1/R2 на плотность упаковки. Полученные результаты представлены в табл. 3 и на рис. 4. Из этой
таблицы можно видеть, что плотность упаковки достигает максимума при k = 0.74.

Пример 4. Рассмотрим задачу упаковки разных шаров в единичный куб в неевклидовой метрике.
Метрика задается линейной функцией f(x, y, z) = x + y + 1. Это означает, что радиус шаров растет с
ростом координат x и y. В этом примере рассмотрим случай, когда отношение между радиусами имеет
значение k = 1.5. Результаты расчетов представлены в табл. 4 и на рис. 5.

Из табл. 4 видно, что, как и в случае евклидова расстояния, с ростом числа шаров плотность упаковки
растет немонотонно. Тем не менее, можно утверждать, что плотность упаковки достигает приемлемых по-
казателей (> 35%). Рис. 5 иллюстрирует тот факт, что в заданной метрике упаковываемые объекты имеют
форму шара со смещенным центром. Шары, расположенные по осям x и y ближе к началу координат,
визуально выглядят меньше, однако их радиусы в заданной метрике равны.

5. Заключение. В настоящей статье предложен алгоритм решения задачи упаковки шаров двух
типов в замкнутое ограниченное множество в трехмерном пространстве при евклидовом и неевклидо-
вом расстоянии. Во втором случае используется специальная функция расстояния, особенность которой
заключается в следующем: физическое расстояние заменяется временем, необходимым для достижения
одной точки из другой, что позволяет авторам применять подход, основанный на физических принципах
распространения световых волн. Подобные постановки возникают, в частности, в задачах оптимизации
логистической инфраструктуры и безопасности. Преимущество разработанного алгоритма заключается
в возможности решения задачи упаковки шаров для широкого класса метрических пространств. Кроме
того, алгоритм практически нечувствителен к форме контейнера, что позволяет работать с невыпуклыми
множествами. Алгоритм имеет высокую вычислительную сложность, однако он все же требует меньше
времени для решения задачи, чем алгоритм бильярдного моделирования, и дает более точные результаты
по сравнению с алгоритмом волнового спуска.

В дальнейшем предложенный подход авторы планируют распространить на задачу покрытия равны-
ми шарами.

Работа выполнена при частичной поддержке Российского фонда фундаментальных исследований
(проекты № 18–07–00604 и 20–010–00724).
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Abstract: The problem of packing balls of two types into a closed bounded set in three-dimensional space
with the Euclidean metric and a special non-Euclidean metric. It is required to maximize the radius of the balls
for a given number of balls of each type and a known ratio of radii. We propose a computational algorithm
based on a combination of the billiard modeling method and the optical-geometric approach employing the
fundamental physical principles of Fermat and Huygens. The results of numerical experiments are discussed.

Keywords: optimal packing of unequal balls, numerical algorithm, billiard modeling, optical-geometric
method, software package.
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