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РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ

НА КЛАСТЕРНЫХ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫХ СИСТЕМАХ

И. М. Соколинская1, Л. Б. Соколинский2

Статья посвящена исследованию нового метода решения сверхбольших задач линейного про-
граммирования. Указанный метод получил название “апекс-метод”. Апекс-метод работает по
схеме предиктор-корректор. На фазе предиктор находится точка, лежащая на границе 𝑛-
мерного многогранника, задающего допустимую область задачи линейного программирования.
На фазе корректор организуется итерационный процесс, в результате которого строится после-
довательность точек, сходящаяся к точному решению задачи линейного программирования. В
статье дается формальное описание апекс-метода и приводятся сведения о его параллельной
реализации на языке C++ с использованием библиотеки MPI. Приводятся результаты масштаб-
ных вычислительных экспериментов на кластерной вычислительной системе по исследованию
масштабируемости апекс-метода.
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1. Введение. Быстрое развитие технологий накопления и обработки больших данных [1, 2] привело
к появлению оптимизационных математических моделей в виде сверхбольших задач линейного програм-
мирования (ЛП) [3]. Такие задачи возникают в индустрии, экономике, логистике, статистике, квантовой
физике и других областях [4–7]. Классическое программное обеспечение во многих случаях не позволяет
решить подобные масштабные задачи линейного программирования за приемлемое время [8]. Вместе с тем
в ближайшие 2–3 года появятся вычислительные системы экзафлопсного уровня производительности [9],
потенциально способные решать подобные задачи. В соответствии с этим актуальной является задача
разработки новых эффективных методов для решения сверхбольших задач линейного программирования
с помощью экзамасштабных вычислительных систем.

До настоящего времени одним из самых распространенных способов решения задачи ЛП являлся
класс алгоритмов, предложенных и разработанных Данцигом на основе симплекс-метода [10]. Симплекс-
метод оказался эффективным для решения большого класса задач ЛП. Однако симплекс-метод имеет
некоторые фундаментальные особенности, ограничивающие его применение для больших задач линей-
ного программирования. Во-первых, в определенных случаях симплекс-методу приходится перебирать
все вершины симплекса, что соответствует экспоненциальной временной сложности [11–13]. Во-вторых,
симплекс-метод в большинстве случаев удовлетворительно решает задачи ЛП, содержащие до 50000 пе-
ременных, однако на больших задачах часто наблюдается потеря точности [14], которая не может быть
компенсирована даже путем применения таких ресурсоемких процедур, как “аффинное масштабирование”
или “итерационное уточнение” [15]. В-третьих, в общем случае симплекс-метод плохо масштабируется на
многопроцессорных системах с распределенной памятью. Были предприняты многочисленные попытки
построить масштабируемую реализацию симплекс-метода, однако они не увенчались успехом [16]. Во всех
случаях граница масштабируемости составляла от 16 до 32 процессорных узлов (например [17]). Хачиян
в [18] предложил вариацию метода эллипсоидов Шора–Юдина–Немировского [19, 20], решающую любую
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задачу ЛП за полиномиальное время, однако попытки применить этот подход на практике оказались
безуспешными, так как в подавляющем большинстве случаев алгоритм Хачияна демонстрировал намного
худшую эффективность по сравнению с симплекс-методом. Основываясь на работе Хачияна, Кармаркар в
работе [21] предложил метод внутренних точек, который демонстрирует полиномиальное время решения
задачи ЛП и применим на практике. Итерационные алгоритмы, основанные на методе Кармаркара, спо-
собны решать сверхбольшие задачи ЛП с миллионами переменных и миллионами уравнений [22–26]. Более
того, эти алгоритмы являются самокорректирующимися, и поэтому обеспечивают высокую точность вы-
числений. В качестве недостатка метода внутренних точек следует отметить тот факт, что для начала
работы алгоритма необходимо иметь точку, удовлетворяющую всем ограничениям задачи линейного про-
граммирования. Нахождение такой внутренней точки может сводиться к решению дополнительной задачи
линейного программирования [27]. В качестве альтернативы можно указать метод псевдопроекций, осно-
ванный на использовании фейеровских отображений [28]. Еще одним существенным недостатком метода
внутренних точек является его плохая масштабируемость применительно к многопроцессорным системам
с распределенной памятью. Было сделано несколько попыток построить параллельную реализацию для
частных случаев (например [29, 30]), но эффективную параллельную реализацию для экзамасштабных
многопроцессорных систем в общем случае построить не удалось. В соответствии с этим является акту-
альным направление исследований, связанное с поиском новых масштабируемых методов решения задач
линейного программирования.

Авторами в работе [3] был предложен масштабируемый итерационный метод по схеме предиктор-
корректор для решения больших задач линейного программирования, ориентированный на кластерные
вычислительные системы. Метод состоит из двух фаз: Quest (поиск) и Target (позиционирование). На фазе
Quest происходит поиск допустимой точки, удовлетворяющей системе неравенств, задающих ограничения
задачи линейного программирования. На фазе Target строится последовательность допустимых точек,
сходящаяся к точному решению задачи линейного программирования. Исследованию фазы Quest были
посвящены работы [3, 31–33]. В работе [31] было введено понятие псевдопроекции на выпуклое замкну-
тое множество, обобщающее понятие проекции. Метод псевдопроекции применяется на фазе Quest для
нахождения начальной допустимой точки. Для вычисления псевдопроекции используются фейеровские
приближения [34], способные “самоисправляться” при накоплении погрешности вычислений. В статье [32]
было показано, что при вычислении псевдопроекции на многогранники большой размерности могут эф-
фективно использоваться многоядерные ускорители. В [3] была доказана теорема о необходимом условии
сходимости итерационного процесса вычисления псевдопроекции в случае, когда исходные данные из-
меняются в результате параллельного переноса многогранника. В работе [35] был предложен алгоритм
для фазы Target, в соответствии с которым формируется специальная система точек, имеющая форму 𝑛-
мерного осесимметричного креста, которая передвигается в 𝑛-мерном пространстве таким образом, чтобы
решение задачи линейного программирования постоянно находилось в 𝜀-окрестности центральной точки
креста. Однако, вычислительная сложность этого алгоритма характеризуется экспоненциальной зависи-
мостью от размерности задачи.

В данной статье предлагается и исследуется новый масштабируемый итерационный метод решения
больших задач линейного программирования, ориентированный на кластерные вычислительные систе-
мы. Указанный метод получил название “апекс-метод”. Апекс-метод также состоит из двух фаз — Quest и
Target, однако, в отличие от предыдущего подхода, имеет полиномиальную сложность. Статья организо-
вана следующим образом. В разделе 2 дается математическая постановка задачи и формальное описание
апекс-метода. В разделе 3 приводятся сведения о параллельной программной реализации фазы Target и
описываются результаты масштабных вычислительных экспериментов по исследованию масштабируемо-
сти апекс-метода на большой кластерной вычислительной системе. В разделе 4 суммируются полученные
результаты и намечаются направления дальнейших исследований.

2. Апекс-метод. Пусть в пространстве R𝑛 задана задача ЛП

𝑥̄ = arg max {⟨𝑐, 𝑥⟩ |𝐴𝑥 6 𝑏} 1, (1)

1⟨𝑐, 𝑥⟩ обозначает скалярное произведение двух векторов.
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где матрица 𝐴 имеет 𝑚 строк. Мы здесь предполагаем, что ограничение 𝑥 > 0 также включено в систему
𝐴𝑥 6 𝑏 в виде неравенств

−𝑥1 + 0 + . . . . . . . . . + 0 6 0;

0 − 𝑥2 + 0 + . . . + 0 6 0;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 + . . . . . . . . . + 0 − 𝑥𝑛 6 0.

Обозначим через 𝑎𝑖 𝑖-тую строку матрицы 𝐴. Везде далее мы предполагаем, что 𝑎𝑖 не равна нулевому
вектору для всех 𝑖 = 1, . . . ,𝑚. Обозначим через 𝑀 𝑛-мерный многогранник, ограничивающий множество
допустимых точек задачи (1). Такой многогранник всегда является выпуклым замкнутым множеством.
Мы также будем предполагать, что многогранник 𝑀 является ограниченным. По определению, точка
𝑥 является граничной по отношению к многограннику 𝑀 , если любая ее окрестность имеет непустое
пересечение как с 𝑀 , так и с его дополнением. Определим границу Γ𝑀 многогранника 𝑀 как множество
всех его граничных точек.

Апекс-метод строится по схеме предиктор-корректор [36] и состоит из двух фаз: Quest (предиктор)
и Target (корректор). Фаза Quest находит некоторую точку 𝑥̃ ∈ 𝑀 . Фаза Target, используя 𝑥̃, вычисляет
последовательность точек {𝑢0, 𝑢1, . . . , 𝑢𝑘, . . .}, обладающую следующими свойствами:

𝑢𝑘 ∈ Γ𝑀 ; (2)

⟨𝑐, 𝑢𝑘⟩ < ⟨𝑐, 𝑢𝑘+1⟩ ; (3)

lim
𝑘→∞

⟨𝑐, 𝑢𝑘⟩ = 𝑥̄. (4)

Условие (2) означает, что все точки последовательности “лежат” на границе многогранника. Условие (3)
означает, что значение целевой функции в каждой следующей точке должно быть больше, чем в преды-
дущей. Условие (4) означает, что последовательность сходится к точному решению задачи (1).

Фаза Quest находит точку 𝑥̃ ∈ 𝑀 , используя операцию псевдопроектирования [28], являющуюся
обобщением операции ортогонального проектирования. Дадим ее формальное определение. Пусть задано
отображение 𝜙𝑀 : R𝑛 → R𝑛:

𝜙𝑀 (𝑥) =
1

ℎ

𝑚∑︁
𝑖=1

𝜌+𝑖 (𝑥), (5)

где

𝜌+𝑖 (𝑥) =
max {⟨𝑎𝑖, 𝑥⟩ − 𝑏𝑖, 0}

‖𝑎𝑖‖2
𝑎𝑖, (6)

ℎ — количество ненулевых слагаемых в сум-
ме

∑︀𝑚
𝑖=1 𝜌

+
𝑖 (𝑥). Тогда псевдопроекция 𝜋𝑀 (𝑥) точ-

ки 𝑥 на многогранник 𝑀 определяется следующей
формулой:

𝜋𝑀 (𝑥) = lim
𝑘→∞

𝜙
(𝑘)
𝑀 (𝑥), (7)

где
𝜙
(𝑘)
𝑀 (𝑥) = 𝜙𝑀 (𝜙𝑀 (. . . 𝜙𝑀 (𝑥) . . .))⏟  ⏞  

𝑘

.

Алгоритм 1. Вычисление псевдопроекции

1: input 𝑥0

2: 𝑘 := 0

3: 𝑥𝑘+1 := 𝑥𝑘+1 − 𝜙𝑀 (𝑥𝑘)

4: if ‖𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘‖ < 𝜀 goto 7
5: 𝑘 := 𝑘 + 1

6: goto 3
7: output 𝑥̃ = 𝑥𝑘+1

8: stop

Рассмотрим итерационный алгоритм 1, реализующий операцию псевдопроектирования. Алгоритм
завершает свою работу, когда расстояние между соседними приближениями становится меньше малой
величины 𝜀 > 0, являющейся параметром алгоритма. Доказательство сходимости алгоритма 1 можно
найти в статье [37]. В работе [38] авторами была предложена и исследована масштабируемая параллель-
ная реализация алгоритма 1 в виде операций над списками. С использованием стоимостной метрики
модели параллельных вычислений BSF [39] было показано, что граница масштабируемости2 указанного
параллельного алгоритма может быть оценена, как 𝑂 (

√
𝑛).

2Под границей масштабируемости параллельного алгоритма для кластерной вычислительной системы понимается мак-
симальное количество вычислительных узлов, вплоть до которого наблюдается рост ускорения, то есть распараллеливание
является эффективным.
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Рис. 1. Построение начального приближения 𝑢0

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 2. Построение следующего
приближения 𝑢𝑘+1 = 𝛾(𝑢𝑘, 𝑤𝑘)

Фаза Target вычисляет последовательность точек {𝑢0, 𝑢1, . . . , 𝑢𝑘, . . .}, удовлетворяющую свойствам
(2)–(4), сходящуюся к точному решению задачи (1). Для вычисления начального приближения 𝑢0 исполь-
зуется точка апекса 𝑧, которая определяется следующим образом. Пусть 𝑥̃ ∈ 𝑀 — точка, полученная на
фазе Quest. Обозначим через 𝑆 n-мерный шар с радиусом 𝑟 и центром в точке 𝑥̃, обладающий свойством:
𝑀 ⊂ 𝑆 (рис. 1). Зафиксируем некоторое положительное число 𝜎 ∈ R>0, такое, что 𝜎 ≫ 𝑟. Определим
единичный вектор

𝑒𝑐 =
𝑐

‖𝑐‖
,

где 𝑐 — вектор коэффициентов целевой функции задачи (1). Тогда точка апекса вычисляется по формуле

𝑧 = 𝑥̃ + 𝜎𝑒𝑐. (8)

Зададим начальное приближение 𝑢0 следующим образом:

𝑢0 = 𝜋𝑀 (𝑧),

то есть 𝑢0 получается в результате псевдопроектирования точки апекса 𝑧 на многогранник 𝑀 . Используя
схему доказательства сходимости алгоритма из [37], несложно показать, что в этом случае точка 𝑢0 будет
лежать на границе Γ𝑀 многогранника 𝑀 . Это означает, что найдется гиперплоскость 𝐻𝑖 (𝑖 ∈ {1, . . . ,𝑚}),
определяемая уравнением < 𝑎𝑖, 𝑥 >= 𝑏𝑖, такая, что

𝑢0 ∈ 𝐻𝑖 ∩ Γ𝑀 . (9)

Таким образом для точки 𝑢0 выполняется условие (2).
Теперь предположим, что уже найдено приближение 𝑢𝑘 (𝑘 ∈ Z>0), удовлетворяющее условиям (2) и

(3). Для построения следующего приближения 𝑢𝑘+1 вычислим промежуточную точку

𝑣𝑘 = 𝑢𝑘 + 𝛿𝑒𝑐, (10)

которая получается путем прибавления к точке 𝑢𝑘 единичного вектора 𝑒𝑐, сонаправленного с вектором ко-
эффициентов целевой функции 𝑐, умноженным на малую величину 𝛿 ∈ R>0 (рис. 2). Применив операцию
псевдопроектирования 𝜋𝑀 к точке 𝑣𝑘, получаем следующую промежуточную точку

𝑤𝑘 = 𝜋𝑀 (𝑣𝑘). (11)

Поскольку отображение 𝜙𝑀 , используемое для вычисления псевдопроекции в формуле (7), является од-
нозначным 𝑀 -фейеровским3 отображением [34], то при достаточно малом 𝛿 из (9) и (10) следует, что

3Однозначное отображение 𝜙𝑀 : R𝑛 → R𝑛 называется фейеровским относительно множества 𝑀 или кратко M -
фейеровским, если ∀𝑦 ∈ 𝑀 (𝜙(𝑦) = 𝑦) ∨ ∀𝑥 /∈ 𝑀 (∀𝑦 ∈ 𝑀(‖𝜙(𝑥)− 𝑦‖ < ‖𝑥− 𝑦‖)) .
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𝑤𝑘 ∈ 𝐻𝑖 ∩ Γ𝑀 , то есть 𝑤𝑘 будет лежать на той же грани, что и 𝑢𝑘. Если значение целевой функции в
точке 𝑢𝑘 будет больше либо равно значения целевой функции в точке 𝑤𝑘, то точка 𝑢𝑘 принимается за
приближенное решение задачи (1). Предположим, что справедливо обратное, то есть ⟨𝑐, 𝑤𝑘⟩ > ⟨𝑐, 𝑢𝑘⟩.
Определим луч 𝐿𝑢𝑘𝑤𝑘

, исходящий из точки 𝑢𝑘 в направлении точки 𝑤𝑘:

𝐿𝑢𝑘𝑤𝑘
= {𝑥 ∈ R𝑛 |𝑥 = 𝑢𝑘 + 𝜂(𝑤𝑘 − 𝑢𝑘), 𝜂 ∈ R>0 } .

Определим отображение 𝛾 : R𝑛 × R𝑛 → R𝑛 следующим образом:

𝛾(𝑢𝑘, 𝑤𝑘) = arg max {‖𝑥− 𝑢𝑘‖ | 𝑥 ∈ 𝐿𝑢𝑘𝑤𝑘
∩𝑀} . (12)

Другими словами, отображение 𝛾 вычисляет точку, лежащую на луче 𝐿𝑢𝑘𝑤𝑘
, принадлежащую много-

граннику 𝑀 , и максимально удаленную от точки 𝑢𝑘. Указанную точку возьмем в качестве следующего
приближения 𝑢𝑘+1 = 𝛾(𝑢𝑘, 𝑤𝑘). Очевидно, что для точки 𝑢𝑘+1 также будут выполняться условия (2) и (3).

Фаза Target состоит из головной процедуры
(алгоритм 2) и процедуры вычисления отображе-
ния 𝛾 (алгоритм 3). Сначала рассмотрим алго-
ритм 2. На шаге 1 вводится точка 𝑥̃ ∈ 𝑀 , получен-
ная на фазе Quest с помощью алгоритма 1. На ша-
ге 2 вычисляется единичный вектор 𝑒𝑐, сонаправлен-
ный с вектором 𝑐, координаты которого совпадают
с коэффициентами целевой функции задачи (1). На
шаге 3 вычисляется точка апекса 𝑧 в соответствии
с формулой (8) (рис. 1). На шаге 4 с помощью ал-
горитма 1 вычисляется начальное приближение 𝑢0,
представляющее собой псевдопроекцию точки апек-
са 𝑧 на многогранник 𝑀 (формула (7) и рис. 1). На
шаге 5 счетчик итераций 𝑘 устанавливается в на-
чальное значение 0. Итерационный цикл начинается
на шаге 6, который вычисляет промежуточную точ-
ку 𝑣𝑘 по формуле (10). На шаге 7 по формуле (11)
вычисляется промежуточная точка 𝑤𝑘, лежащая на
той же грани многогранника 𝑀 , что и текущее при-
ближение 𝑢𝑘 (рис. 2). На шаге 8 проверяется условие
завершения: если значение целевой функции в точке
𝑤𝑘 не превышает значения целевой функции в точ-
ке 𝑢𝑘, то итерационный процесс заканчивается, и 𝑢𝑘

выводится в качестве приближенного решения зада-
чи (1). В противном случае точка 𝑤𝑘 задает направ-
ление (𝑤𝑘 − 𝑢𝑘), в котором значение целевой функ-
ции будет увеличиваться. На шаге 9 вычисляется
допустимая точка 𝑢𝑘+1, в которой достигается мак-
симум целевой функции по направлению (𝑤𝑘 − 𝑢𝑘).
Шаг 10 увеличивает на единицу счетчик итераций 𝑘.
На шаге 11 осуществляется переход на шаг 6, на-
чинающий следующую итерацию. Сходимость алго-
ритма 2 непосредственно следует из замкнутости и
ограниченности многогранника 𝑀 . Таким образом,
условие (4) выполняется.

Алгоритм 2. Фаза Target : головная процедура

1: input 𝑥̃

2: 𝑒𝑐 := 𝑐/‖𝑐‖
3: 𝑧 := 𝑥̃ + 𝜎𝑒𝑐
4: 𝑢0 := 𝜋𝑀 (𝑧)

5: 𝑘 := 0

6: 𝑣𝑘 := 𝑢𝑘 + 𝛿𝑒𝑐
7: 𝑤𝑘 := 𝜋𝑀 (𝑣𝑘)

8: if ⟨𝑐, 𝑤𝑘⟩ 6 ⟨𝑐, 𝑢𝑘⟩ goto 12
9: 𝑢𝑘+1 := 𝛾(𝑢𝑘, 𝑤𝑘)

10: 𝑘 := 𝑘 + 1

11: goto 6
12: output 𝑥̄ = 𝑢𝑘

13: stop

Алгоритм 3. Фаза Target : процедура
вычисления 𝛾(𝑢𝑘, 𝑤𝑘)

1: input 𝑢𝑘, 𝑤𝑘

2: 𝑒𝑢𝑘 𝑤𝑘
:= (𝑤𝑘 − 𝑢𝑘)/‖𝑤𝑘 − 𝑢𝑘‖

3: 𝜏0 := 𝜇; 𝑡0 := 𝑢𝑘

4: 𝑗 := 0; 𝑖 := 0

5: if 𝜏𝑖 < 𝜀 goto 13
6: 𝑡𝑗+1 := 𝑡𝑗 + 𝜏𝑖𝑒𝑢𝑘 𝑤𝑘

7: if 𝑡𝑗+1 ̸∈ 𝑀 goto 10
8: 𝑗 := 𝑗 + 1

9: goto 6
10: 𝜏𝑖+1 := 𝜏𝑖/2

11: 𝑖 := 𝑖 + 1

12: goto 5
13: output 𝑢𝑘+1 = 𝑡𝑗 ; stop

Вычисления приближенного значения отображения 𝛾, определяемого формулой (12) и используе-
мого на шаге 9 алгоритма 2, выполняются по алгоритму 3. Указанный алгоритм позволяет вычислить
последовательность точек {𝑡0, 𝑡1, . . . , 𝑡𝑗 , . . . }, такую, что

𝑡0 = 𝑢𝑘, (13)

lim
𝑗→∞

𝑡𝑗 = 𝛾(𝑢𝑘, 𝑤𝑘). (14)
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Рис. 3. Иллюстрация работы алгоритма 3

На шаге 1 вводятся исходные значения 𝑢𝑘 и 𝑤𝑘. На
шаге 2 вычисляется единичный вектор 𝑒𝑢𝑘𝑤𝑘

, сона-
правленный с вектором (𝑤𝑘 − 𝑢𝑘). На шаге 3 в каче-
стве начального значения приращения 𝜏0 устанавли-
вается константа 𝜇 ∈ R>0, являющаяся параметром
алгоритма, а в качестве начального приближения 𝑡0
устанавливается точка 𝑢𝑘. На шаге 4 счетчики ите-
раций 𝑗, 𝑖 устанавливаются в значение 0. На шаге 5
проверяется условие завершения: если приращение 𝜏𝑖
меньше малой величины 𝜀 ∈ R>0, являющейся пара-
метром алгоритма, то происходит переход на шаг 13,
где в качестве результата выводится 𝑢𝑘+1 = 𝑡𝑗 , после
чего алгоритм завершает свою работу. В противном
случае выполняется шаг 6, вычисляющий следующее
приближение 𝑡𝑗+1 путем смещения точки 𝑡𝑗 в направ-
лении (𝑤𝑘 − 𝑢𝑘) на расстояние 𝜏𝑖. На шаге 7 проверя-
ется, не вышла ли точка 𝑡𝑗+1 за пределы 𝑀 . Если это имеет место, то происходит переход на шаг 10, где в
качестве новой величины смещения 𝜏𝑖+1 устанавливается 1

2𝜏𝑖. На шаге 11 счетчик 𝑖 увеличивается на еди-
ницу и происходит переход на шаг 5 для повторного вычисления точки 𝑡𝑗+1 с использованием меньшего
смещения 𝜏𝑖. Если при проверке условия на шаге 7 оказывается, что новое приближение 𝑡𝑗+1 принадлежит
многограннику 𝑀 , то выполняется шаг 8, увеличивающий на единицу счетчик 𝑗, и происходит переход
на шаг 6 (рис. 3). Очевидно, что последовательность точек {𝑡0, 𝑡1, . . . , 𝑡𝑗 , . . . }, генерируемая алгоритмом
3, удовлетворяет условиям (13), (14).

3. Программная реализация и вычислительные эксперименты. Нами была выполнена па-
раллельная реализация алгоритма 2 на языке C++ с использованием программного каркаса BSF [40, 41]
и библиотеки параллельного программирования MPI. Схема параллельной реализации идентична схеме,
описанной в статье [42]. Исходные коды свободно доступны в сети Интернет по адресу https://github.com/
leonid-sokolinsky/Apex-method. В качестве задачи была использована масштабируемая система неравенств
размерности 𝑛 из статьи [32] ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥0 6 200

𝑥1 6 200
. . . . . . . . .

𝑥𝑛−1 6 200

𝑥0 + 𝑥1 . . . + 𝑥𝑛−1 6 200(𝑛− 1) + 100

𝑥0 + 𝑥1 . . . + 𝑥𝑛−1 > 100

𝑥0 > 100

𝑥0 > 0

𝑥1 > 0
. . . . . . . . .

𝑥𝑛−1 > 0

. (15)

Количество неравенств 𝑚 в этой системе вычисляется по формуле 𝑚 = 2𝑛 + 2. В качестве вектора коэф-
фициентов целевой функции был взят вектор

𝑐 = (10𝑛, 10(𝑛− 1), 10(𝑛− 2), . . . , 10). (16)

В этом случае точным решением задачи (1) для любой размерности 𝑛 > 2 будет являться точка

𝑥̄ = (200, 200, . . . , 200, 100).
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Таблица 1

Характеристики вычислительного кластера “Торнадо ЮУрГУ”

Количество процессорных узлов 480
Процессоры Intel Xeon X5680 (6 cores 3.3 GHz)
Количество процессоров в узле 2
Оперативная память узла 24 GB DDR3
Соединительная сеть InfiniBand QDR (40 Gbit/s)
Операционная система Linux CentOS

У
ск

ор
ен

ие

Количество процессорных узлов

Рис. 4. Эксперименты по исследованию
масштабируемости алгоритма 2

Вычислительные эксперименты проводились на
вычислительном кластере “Торнадо ЮУрГУ” [43], ха-
рактеристики которого приведены в табл. 1. Резуль-
таты экспериментов представлены на рис. 4. Вычис-
ления проводились для размерностей 5 000, 7 500 и
10 000. Количество неравенств, соответственно, со-
ставляло 10 002, 15 002 и 20 002. Эксперименты пока-
зали, что граница масштабируемости апекс-метода су-
щественным образом зависит от размера задачи. При
𝑛 = 5000 граница масштабируемости составила при-
близительно 55 процессорных узлов. Для задачи раз-
мерности 𝑛 = 7500 эта граница увеличилась до 80 уз-
лов, а на задаче размерности 𝑛 = 10000 она достигла
100 узлов. Дальнейшее увеличение размерности зада-
чи приводило к нехватке оперативной памяти на про-
цессорных узлах. Следует отметить, что вычисления
производились с двойной точностью, при которой ве-
щественное число представляется в формате с пла-
вающей точкой и занимает 64 разряда. Попытка перейти на одинарную точность, требующую только 32
разряда для представления вещественного числа, оказалась неудачной из-за операции вычисления псевдо-
проекции, используемой на шаге 4 алгоритма 2. В этом случае алгоритм 1, вычисляющий псевдопроекцию,
переставал сходиться. Эксперименты также показали, что параметр 𝜎, определяющий в соответствии с
формулой (8) удаленность точки апекса 𝑧 от многогранника 𝑀 (рис. 1), при больших значениях мало вли-
яет на общее время решения задачи. Для модельного примера (15) и целевой функции с коэффициентами
из формулы (16) параметр 𝜎 не может быть меньше 200𝑛, так как в этом случае точка апекса 𝑧 окажется
внутри многогранника 𝑀. Если точка апекса находится на недостаточно большом расстоянии от много-
гранника, то ее псевдопроекция оказывается внутренней точкой некоторой грани. Если же точку апекса
взять достаточно далеко (в экспериментах использовалось значение 𝜎 = 20000𝑛), то псевдопроекция в
исследуемом примере всегда попадала в одну из вершин многогранника. Также отметим, что во всех слу-
чаях приближения 𝑢0, 𝑢1, 𝑢2, . . . оказывались вершинами многогранника. Вычислительный эксперимент
показал, что более 99% времени решения задачи ЛП апекс-методом приходится на вычисление псевдо-
проекций (шаг 4 алгоритма 2). При этом вычисление одного приближения 𝑢𝑘 для задачи размерности
𝑛 = 10000 на 100 процессорных узлах составило 44 минуты.

4. Заключение. В статье предложен новый масштабируемый итерационный метод решения задачи
линейного программирования (ЛП), получивший название “апекс-метод”. Апекс-метод строится по схеме
предиктор-корректор и состоит из двух фаз. На первой фазе, называемой Quest, происходит поиск допу-
стимой точки задачи ЛП с использованием метода псевдопроекций. На второй фазе, называемой Target,
вычисляется последовательность точек на поверхности многогранника, ограничивающего допустимую об-
ласть, сходящаяся к точному решению задачи ЛП. Указанный метод реализован в виде программы на
языке C++ с использованием библиотеки параллельного программирования MPI. Описаны вычислитель-
ные эксперименты по решению больших задач ЛП на кластерной вычислительной системе. Проведенные
эксперименты показали, что апекс-метод масштабируется с ростом размерности задачи. Сильной стороной
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апекс-метода является его “самокорректируемость” по отношению к возникающим погрешностям вычис-
лений. Апекс-метод также потенциально может использоваться для решения нестационарных задач ЛП.
Недостатком метода является высокая вычислительная сложность построения псевдопроекций.

В рамках дальнейших исследований мы планируем решить следующие задачи.
1. Выполнить математическое доказательство сходимости апекс-метода.
2. Выполнить тестирование апекс-метода на случайных задачах ЛП, генерируемых специальным ал-

горитмом.
3. Решить с использованием апекс-метода ряд эталонных задач из репозитория Netlib-Lp [44, 45].
4. Использовать апекс-метод для генерации тестового набора данных для разработки и обучения свер-

точных нейронных сетей, способных в кооперации с суперкомпьютером быстро решать сверхбольшие
задачи ЛП.

Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ (№ 20-07-00092 а), Правительства РФ
в соответствии с Постановлением № 211 от 16.03.2013 г. (соглашение № 02.A03.21.0011) и Министерства
науки и высшего образования РФ (государственное задание FENU–2020–0022).

Работа рекомендована Программным комитетом международной конференции “Суперкомпьютерные
дни в России” (https://russianscdays.org/agenda/accepted/vak).
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Abstract: The paper is devoted to a new method for solving large-scale linear programming (LP) prob-
lems. This method is called the apex-method. The apex-method uses the predictor–corrector framework. The
predictor step calculates a point belonging to the feasible region of the LP problem. The corrector step cal-
culates a sequence of points converging to the exact solution of the LP problem. The paper gives a formal
description of the apex-method and provides information about its parallel implementation in C++ language
using the MPI library. The results of large-scale computational experiments on a cluster computing system to
study the scalability of the apex method are discussed.
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