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1. Введение. Для описания различных физических процессов, в которых наблюдаются эффек-
ты памяти (нелокальность по времени) или дальние пространственные взаимодействия (пространствен-
ная нелокальность), могут быть эффективно использованы математические модели с интегро-дифферен-
циальными операторами дробного порядка [1, 2]. Подобные эффекты нелокальности могут наблюдаться,
например, при моделировании процессов аномального диффузионного переноса в сложных неоднородных
средах [3, 4]. Для описания процессов с эффектами памяти могут быть использованы дробные производ-
ные и интегралы по времени, с применением которых в настоящее время предложено множество моделей,
а также численных и аналитических алгоритмов их решения. Существенно менее изученными являются
модели с дробными интегро-дифференциальными операторами по пространственным переменным, поз-
воляющие описывать физические процессы с эффектами пространственной нелокальности. Для модели-
рования подобных процессов в многомерном пространстве могут быть использованы уравнения с дробной
степенью оператора Лапласа [1, 5]. Свойства таких операторов исследовались, например, в работах [6, 7].

В данной работе рассматривается дробно-дифференциальное обобщение неоднородного уравнения
Гельмгольца

(−∆)
𝛼
2 𝑢+ 𝜔2𝑢 = 𝑓, 𝑢 = 𝑢(𝑥), 𝑓 = 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ R2, 𝜔 ∈ R, 1 < 𝛼 < 2, (1)

где (−∆)
𝛼
2 – дробная степень оператора Лапласа, которая может быть определена через преобразование

Фурье ℱ [1] как
(−∆)

𝛼
2 𝑢(𝑥) = ℱ−1 (|𝑘|𝛼 (ℱ𝑢) (𝑘)) (𝑥).

Данное уравнение возникает, в частности, при аналитическом и численном исследовании процессов пе-
реноса энергии и массы в неоднородных средах с эффектами пространственной нелокальности [8, 9]. На-
пример, применение метода разделения переменных к дробно-дифференциальному обобщению уравнения
диффузии [9] приводит к (1). Также подобные уравнения встречаются в градиентной теории упругости [10]
и при моделировании процессов массопереноса с объемной химической реакцией первого порядка [11].

При численном моделировании процессов, описываемых дробно-дифференциальными уравнениями,
зачастую требуется колоссальное количество вычислительных операций, что обусловлено нелокально-
стью операторов дробного интегрирования и дифференцирования. Для уменьшения времени численного
расчета целесообразно использовать методы, позволяющие значительно уменьшить количество вычисли-
тельных операций. Подобными методами являются, например, мультипольные методы (см., например,
[12, 13]), основанные на мультипольном разложении фундаментальных решений рассматриваемых урав-
нений. Данные методы позволяют снизить вычислительную сложность алгоритмов, требующих 𝑂(𝑁2)

операций, до 𝑂(𝑁 log2𝑛 𝑁) или 𝑂(𝑁) операций, где 𝑛 — размерность пространства. В работе [14] было по-
строено мультипольное разложение фундаментального решения дробно-дифференциального обобщения
уравнения Пуассона, а в [15] разработаны последовательный и параллельный численные алгоритмы его
решения, основанные на мультипольном методе. Ранее этот метод, однако, не находил применения для
построения численного решения дробно-дифференциального обобщения уравнения Гельмгольца. Главной
трудностью использования мультипольного метода в этом случае является построение мультипольного
разложения фундаментального решения рассматриваемого уравнения. В работе [16] было получено фун-
даментальное решение уравнения (1) и его факторизованное разложение, записанное в терминах функций
Фокса [17, 18]. Полученный результат позволяет построить модификацию классического мультипольного
алгоритма решения уравнения Гельмгольца для решения дробно-дифференциального обобщения уравне-
ния Гельмгольца (1), чему и посвящена данная статья.

2. Постановка задачи. Фундаментальное решение 𝐺𝛼(𝑥) уравнения (1) является решением линей-
ного интегро-дифференциального уравнения

(−∆)
𝛼
2 𝐺𝛼(𝑥) + 𝜔2𝐺𝛼(𝑥) = 𝛿(𝑥), 𝑥 ∈ R2, 𝜔 ∈ R, 1 < 𝛼 < 2,

где 𝛿(𝑥) — дельта-функция. В работе [16] было доказано следующее утверждение.
Утверждение 1. Фундаментальное решение уравнения (1) допускает интегральное представление

𝐺𝛼(𝑥) =
1

2𝜋

∞∫︁
0

𝑘

𝑘𝛼 + 𝜔2
J0 (𝑘|𝑥|) 𝑑𝑘,
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где J0(𝑧) — функция Бесселя первого рода. Данный интеграл может быть записан в терминах функций
Фокса как

𝐺𝛼(𝑥) = 𝑐𝛼 H2, 1
1, 3

⎡⎣(︀
𝜔2

)︀ 2
𝛼 |𝑥|2

4

⃒⃒⃒⃒
⃒
(︀
1− 2

𝛼 ,
2
𝛼

)︀
(0, 1),

(︀
1− 2

𝛼 ,
2
𝛼

)︀
, (0, 1)

⎤⎦ , (2)

где 𝑐𝛼 = [2𝜋𝛼]
−1.

При 𝛼 = 2 функция (2) совпадает с фундаментальным решением уравнения Гельмгольца ∆𝑢−𝜔2𝑢 =

𝑓 и представляется через модифицированную функцию Бесселя второго рода:

𝐺2(𝑥) =
1

2𝜋
K0(𝜔|𝑥|).

Для уравнения (1) также справедливо следующее утверждение [16].
Утверждение 2. Решение уравнения (1) может быть представлено в виде

𝑢(𝑥) =

∫︁
R2

𝑓(𝜉)𝐺𝛼(𝑥− 𝜉)𝑑𝜉, 𝜉 ∈ R2. (3)

Пусть полярные координаты точек 𝑥 и 𝜉 имеют вид (𝑅,𝜙) и (𝑟, 𝜓) соответственно. Тогда

𝐺𝛼(𝑥− 𝜉) = 𝐺𝛼(|𝑥− 𝜉|) ≡ 𝐺𝛼(𝑧),

где 𝑧 =
√︀
𝑟2 +𝑅2 − 2𝑟𝑅 cos 𝜃, 𝜃 = 𝜙− 𝜓.

Тогда решение (3) в полярных координатах может быть записано как

𝑢(𝑥) ≡ 𝑢(𝑅) =

𝜋∫︁
−𝜋

∞∫︁
0

𝑟𝑓(𝑟)𝐺𝛼(𝑧)𝑑𝑟𝑑𝜓 =

𝜋∫︁
−𝜋

𝐿∫︁
0

𝑟𝑓(𝑟)𝐺𝛼(𝑧)𝑑𝑟𝑑𝜓 +

𝜋∫︁
−𝜋

∞∫︁
𝐿

𝑟𝑓(𝑟)𝐺𝛼(𝑧)𝑑𝑟𝑑𝜓, 𝐿 > 0. (4)

В соответствии с [18], главный член асимптотического разложения функции Фокса из (2) имеет вид

𝐺𝛼(𝑧) =
𝑐

𝑧2
+ 𝑜

(︂
1

𝑧2

)︂
, 𝑧 → ∞.

Таким образом, для второго слагаемого из (4) справедливо
𝜋∫︁

−𝜋

∞∫︁
𝐿

𝑟𝑓(𝑟)𝐺𝛼(𝑧) 𝑑𝑟 𝑑𝜓 ∼
𝜋∫︁

−𝜋

∞∫︁
𝐿

𝑟𝑓(𝑟)

𝑟2 +𝑅2 − 2𝑟𝑅 cos 𝜃
𝑑𝑟 𝑑𝜓 ⩽

𝜋∫︁
−𝜋

∞∫︁
𝐿

𝑓(𝑟)

𝑟 − 2𝑅 cos 𝜃
𝑑𝑟 𝑑𝜓. (5)

В соответствии с (5), если 𝑓(𝑟) → 0 при 𝑟 → ∞, то всегда можно подобрать такое 𝐿≫ 0, при котором
значение данного интеграла будет меньше любого наперед заданного числа 𝜖, и тогда интеграл в правой
части (3) можно приближенно вычислять в некоторой конечной области Ω. Аналитическое вычисление
данного интеграла возможно лишь для некоторых частных видов 𝑓(𝑥).

Таким образом, можно записать кубатурную формулу вида∫︁
Ω

𝑓(𝜉)𝐺𝛼(𝑥− 𝜉) 𝑑𝜉 ≈
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑞𝑖𝐺𝛼(𝑥− 𝑥𝑖), 𝑞𝑖 = 𝑐𝑖𝑓(𝑥𝑖), 𝑥 ̸= 𝑥𝑖, (6)

где 𝑐𝑖 — коэффициенты кубатурной формулы, 𝑥𝑖 — узлы кубатурной формулы.
Нахождение численного решения уравнения (1) по формуле (6) в количестве точек, сопоставимом

по порядку с количеством узлов кубатурной формулы, требует порядка 𝑂(𝑁2) вычислительных опе-
раций. При достаточно больших значениях 𝑁 данный расчет требует значительных временны́х затрат.
Сократить время численного расчета можно за счет уменьшения количества вычислительных операций
при вычислении кубатурной формулы, что можно сделать, используя основные идеи метода мультипо-
лей [12]. Данный метод позволяет учитывать дальние взаимодействия между узлами кубатуры и рас-
четными точками посредством так называемых мультипольных разложений ядра 𝐺𝛼, что может зна-
чительно сократить время расчета при больших 𝑁 . Для классического уравнения Гельмгольца суще-
ствуют две основные разновидности этого метода — сам метод мультиполей, сокращающий количество
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вычислительных операций до 𝑂(𝑁 log2𝑛 𝑁), и быстрый метод мультиполей, позволяющий добиться вы-
числительной сложности 𝑂(𝑁). В данной работе мы сосредоточимся на модификации первого из этих
методов для нахождения численного решения дробно-дифференциального обобщения уравнения Гельм-
гольца (1).

Следующий раздел данной работы посвящен построению мультипольного разложения для куба-
турной формулы (6) на основе предложенной в [16] факторизации фундаментального решения уравне-
ния (1). Для возможности численного расчета функций Фокса в фундаментальном решении и мульти-
польном разложении предлагается использование комбинации прямого и асимптотического разложений
рассматриваемых функций. Показывается, что в случае, когда можно ограничиться небольшим коли-
чеством членов ряда в мультипольном разложении, данные прямые и асимптотические разложения мо-
гут быть использованы без дополнительной процедуры их сращивания. Далее выполняется модификация
мультипольного алгоритма численного решения дробно-дифференциального обобщения уравнения Гельм-
гольца (1), основанная на построенном мультипольном разложении. В последнем разделе данной работы
выполняется ряд вычислительных экспериментов, демонстрирующих эффективность предложенных ал-
горитмов.

3. Мультипольное разложение. В силу того, что фундаментальное решение (2) является ра-
диальной функцией, при построении мультипольного разложения в R2 используются полярные коор-
динаты.

В работе [16] получено факторизованное разложение фундаментального решения 𝐺𝛼(𝑧) при 𝜔 = 1.
Для произвольного 𝜔 ∈ R справедливо представление

𝐺𝛼(𝑧) ≡ 𝐺𝛼

√︁
𝑟2 +𝑅2 − 2𝑟𝑅 cos 𝜃 = 𝑐𝛼

∞∑︁
𝑛=0

𝑛∑︁
𝑚=0

(︁ 𝑟
𝑅

)︁𝑛 [cos(𝑛− 2𝑚)𝜃]

𝑚! (𝑛−𝑚)!
×

× H3, 1
2, 4

⎡⎣(︀
𝜔2

)︀ 2
𝛼 𝑅2

4

⃒⃒⃒⃒
⃒
(︀
1− 2

𝛼 ,
2
𝛼

)︀
, (0, 1)(︀

1− 2
𝛼 ,

2
𝛼

)︀
, (𝑚, 1), (𝑛−𝑚, 1), (0, 1)

⎤⎦ . (7)

Функция Фокса из правой части (7) может быть преобразована (см., например, (2.1.2) и (2.1.8) из
[18]) и записана как

H3, 1
2, 4

⎡⎣(︀
𝜔2

)︀ 2
𝛼 𝑅2

4

⃒⃒⃒⃒
⃒
(︀
1− 2

𝛼 ,
2
𝛼

)︀
, (0, 1)(︀

1− 2
𝛼 ,

2
𝛼

)︀
, (𝑚, 1), (𝑛−𝑚, 1), (0, 1)

⎤⎦ =

= (−1)𝑚 H2, 1
1, 3

⎡⎣(︀
𝜔2

)︀ 2
𝛼 𝑅2

4

⃒⃒⃒⃒
⃒
(︀
1− 2

𝛼 ,
2
𝛼

)︀(︀
1− 2

𝛼 ,
2
𝛼

)︀
, (𝑛−𝑚, 1), (𝑚, 1)

⎤⎦ . (8)

Важно отметить, что при 𝑚 = 0, 𝑛 = 0 функция Фокса (8) совпадает с фундаментальным решением
(2) дробно-дифференциального обобщения уравнения Гельмгольца. Полученное разложение позволяет
сформулировать следующее утверждение.

Утверждение 3 (Мультипольное разложение). Пусть даны 𝑘 узлов 𝑥𝑖 с полярными координа-
тами (𝑟𝑖, 𝜓𝑖), 𝑖 = 1, . . . , 𝑘, причем 𝑟𝑖 < 𝑎, 0 < 𝑎 < ∞. Тогда для любой точки 𝑥 с координатами (𝑅,𝜙)

такой, что 𝑅 > 𝑎, справедливо разложение

Φ(𝑅,𝜙, 𝑘) ≡
𝑘∑︁

𝑖=1

𝑞𝑖𝐺𝛼(𝑥− 𝑥𝑖) = 𝑐𝛼

∞∑︁
𝑛=0

𝑛∑︁
𝑚=0

𝑅−𝑛 H2, 1
1, 3

⎡⎣(︀
𝜔2

)︀ 2
𝛼 𝑅2

4

⃒⃒⃒⃒
⃒
(︀
1− 2

𝛼 ,
2
𝛼

)︀(︀
1− 2

𝛼 ,
2
𝛼

)︀
, (𝑛−𝑚, 1), (𝑚, 1)

⎤⎦×

× [𝑀𝑚
𝑛 (𝑟𝑖, 𝜓𝑖, 𝑘) cos(𝑛− 2𝑚)𝜙+𝑁𝑚

𝑛 (𝑟𝑖, 𝜓𝑖, 𝑘) sin(𝑛− 2𝑚)𝜙] , (9)

где

𝑀𝑚
𝑛 (𝑟𝑖, 𝜓𝑖, 𝑘) =

(−1)𝑚

𝑚! (𝑛−𝑚)!

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑞𝑖𝑟
𝑛
𝑖 cos(𝑛− 2𝑚)𝜓𝑖,

𝑁𝑚
𝑛 (𝑟𝑖, 𝜓𝑖, 𝑘) =

(−1)𝑚

𝑚! (𝑛−𝑚)!

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑞𝑖𝑟
𝑛
𝑖 sin(𝑛− 2𝑚)𝜓𝑖.
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Для возможности использования полученного мультипольного разложения на практике ряд по 𝑛 в

(9) заменяется на конечную сумму
𝑝∑︀

𝑛=0
. Параметр 𝑝 позволяет контролировать погрешность, даваемую

представленным разложением.
В связи с малой изученностью функций Фокса из разложения (9) на данный момент отсутству-

ют их адекватные оценки, которые позволили бы получить теоретическую оценку погрешности при
замене ряда конечной суммой. Однако такая оценка была получена в работе [14] для случая дробно-
дифференциального обобщения уравнения Пуассона, в которое уравнение (1) переходит при 𝜔 = 0, а в
работе [15] численными экспериментами было подтверждено, что для ряда практически значимых задач
при вычислении мультипольного разложения можно ограничиться значением 𝑝 = 4. Поэтому в данной
работе при проведении всех численных расчетов принято 𝑝 = 4.

4. Вычисление значений функций Фокса H2, 1
1, 3(𝑧). Для вычисления фундаментального реше-

ния (2) и мультипольного разложения (9) необходимы эффективные численные алгоритмы нахождения
значений входящих в эти выражения функций Фокса.

Так как данные функции еще слабо изучены, на данный момент не существует универсального
алгоритма их численного расчета. Теоретически такой алгоритм может быть построен на основе прямых
и асимптотических разложений рассматриваемых функций с использованием специальной процедуры их
сращивания, аналогично тому, как это было сделано для функций Миттаг-Леффлера в работе [19] и для
функций Райта в работе [20]. Однако функции Фокса из разложения (9) существенно сложнее названных
известных функций, и поэтому построение численного алгоритма их вычисления при любых значениях
𝑚 и 𝑛 является темой отдельного исследования.

При использовании мультипольного разложения (9) на практике достаточно брать малое число чле-
нов ряда по 𝑛 и, соответственно, вычислять функции Фокса (8) для достаточно малых значений парамет-
ров 𝑚 и 𝑛. Таким образом, в данном разделе предлагается способ вычисления значений данных функций,
основанный на комбинации прямого и асимптотического разложений рассматриваемых функций Фокса
без использования дополнительной процедуры их сращивания.

4.1. Прямое разложение. Функции Фокса (8) могут быть представлены в виде ряда [18] как

H2, 1
1, 3

⎡⎣(︀
𝜔2

)︀ 2
𝛼 𝑅2

4

⃒⃒⃒⃒
⃒
(︀
1− 2

𝛼 ,
2
𝛼

)︀(︀
1− 2

𝛼 ,
2
𝛼

)︀
, (𝑛−𝑚, 1) , (𝑚, 1)

⎤⎦ =

=

∞∑︁
𝑘=0

Γ
(︀
1− 2

𝛼 (𝑘 + 1 + 𝑛−𝑚)
)︀
Γ
(︀
2
𝛼 (𝑘 + 1 + 𝑛−𝑚)

)︀
Γ (1− 2𝑚+ 𝑛+ 𝑘) 𝑘!

(−1)𝑘

⎛⎝(︀
𝜔2

)︀ 2
𝛼 𝑅2

4

⎞⎠𝑘+𝑛−𝑚

+

+

∞∑︁
𝑘=0

𝛼Γ
(︀
𝑛−𝑚+ 1− 𝛼

2 (𝑘 + 1)
)︀

2Γ
(︀
−𝑚+ 𝛼

2 (𝑘 + 1)
)︀ (−1)𝑘

⎛⎝(︀
𝜔2

)︀ 2
𝛼 𝑅2

4

⎞⎠𝛼
2 (𝑘+1)−1

. (10)

Для возможности использования полученного разложения на практике ряды по 𝑘 в (10) заменяют-

ся на конечные суммы
𝑁𝑑∑︀
𝑘=0

, в которых параметр 𝑁𝑑 выбирается из требований о необходимом уровне
log(H)

2

1

0

−1

−2

−3
0 1 2 3 4 5 6 7 8

𝑅

𝑚 = 0, 𝑛 = 0
𝑚 = 2, 𝑛 = 2
𝑚 = 2, 𝑛 = 4
𝑚 = 4, 𝑛 = 4

Рис. 1. Функции Фокса (8) при разных
значениях 𝑚 и 𝑛

Fig. 1. Fox functions (8) for various
the values 𝑚 and 𝑛

погрешности вычислений. Функция Фокса из фундамен-
тального решения (2) также может быть записана в виде
ряда (10) при 𝑚 = 0, 𝑛 = 0.

На рис. 1 представлены графики функций Фокса (8) в
логарифмическом масштабе при разных 𝑚 и 𝑛, вычислен-
ные с использованием первых 𝑁𝑑 = 25 членов прямого раз-
ложения (10). В этом и всех последующих примерах было
положено 𝛼 =

√
2, 𝜔 = 1. Случай 𝑚 = 0, 𝑛 = 0 соответ-

ствует фундаментальному решению (2). Видно, что значе-
ния данных функций уменьшаются с ростом аргумента 𝑅,
что объясняется тем, что с увеличением расстояния между
точками ослабевает их дальнее взаимодействие.

На рис. 2 представлены графики погрешности вычис-
ления функций Фокса (8) при разных значениях параметров
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Рис. 2. Погрешность вычисления функций Фокса (8) при разных значениях 𝑚, 𝑛 и 𝑁𝑑

Fig. 2. Error in calculating Fox functions (8) for different values 𝑚, 𝑛 and 𝑁𝑑

𝑚 и 𝑛 для различного числа 𝑁𝑑 членов ряда прямого разложения (10). Погрешность ∆ здесь вычислялась
как

∆ = lg
⃒⃒⃒
H̄

2, 1
1, 3 (𝑅)− H̃

2, 1

1, 3 (𝑅)
⃒⃒⃒
,

где H̄
2, 1
1, 3 (𝑅) — значение функции Фокса, вычисленное с использованием первых 1000 членов разложения

(10), а H̃
2, 1

1, 3 (𝑅) — с использованием первых 𝑁𝑑 членов. Можно заметить, что при увеличении значений ар-
гумента 𝑅 погрешности начинают возрастать. Также видно, что с ростом аргумента 𝑅 или параметров 𝑚
и 𝑛 требуется большее количество 𝑁𝑑 членов прямого разложения для обеспечения минимальной погреш-
ности вычисления и достижения необходимого уровня точности. Увеличение количества вычисляемых
членов предложенного разложения, в свою очередь, сильно замедляет численный расчет. Поэтому для
вычисления значений функций Фокса из (2) и (8) для больших значений аргумента будут использоваться
асимптотические разложения, рассматриваемые далее.

4.2. Асимптотическое разложение. В соответствии с [18] асимптотическое разложение функций
Фокса (8) может быть записано в виде

H2, 1
1, 3

⎡⎣(︀
𝜔2

)︀ 2
𝛼 𝑅2

4

⃒⃒⃒⃒
⃒
(︀
1− 2

𝛼 ,
2
𝛼

)︀(︀
1− 2

𝛼 ,
2
𝛼

)︀
, (𝑛−𝑚, 1) , (𝑚, 1)

⎤⎦ ∼

∼
∞∑︁
𝑘=0

𝛼Γ
(︀
1 + 𝑘𝛼

2 + 𝑛−𝑚
)︀

2Γ
(︀
−𝑘𝛼

2 −𝑚
)︀ (−1)𝑘

⎛⎝(︀
𝜔2

)︀ 2
𝛼 𝑅2

4

⎞⎠−1− 𝑘𝛼
2

, 𝑅→ ∞. (11)

Для возможности использования полученного разложения на практике ряд по 𝑘 в (11) заменяется на

конечную сумму
𝑁𝑎∑︀
𝑘=0

, в которой параметр𝑁𝑎 выбирается из требований о необходимом уровне погрешности

вычислений. При 𝑚 = 0, 𝑛 = 0 разложение (11) справедливо и для фундаментального решения (2).
На рис. 3 приведены графики прямых (10) и асимптотических (11) разложений функций (8) для раз-

личных значений 𝑚 и 𝑛 при 𝑁𝑑 = 25, 𝑁𝑎 = 9. Так как принято 𝑝 = 4, параметры 𝑚 и 𝑛 в (9) принимают
значения от 0 до 4. Разложение (9) не предъявляет каких-либо дополнительных требований к гладко-
сти аппроксимации функций Фокса. По этой причине для вычисления этих функций была использована
простая стыковка прямых и асимптотических разложений в точке 𝑅 = 8. Возможность такой стыковки
иллюстрируется рис. 3 и табл. 1.
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Рис. 3. Прямые и асимптотические разложения функций Фокса (8) при разных значениях 𝑚 и 𝑛

Fig. 3. Direct and asymptotic expansions of Fox functions (8) for different values of 𝑚 and 𝑛

Таблица 1. Значения прямых и асимптотических
разложений функций Фокса (8) в точке 𝑅 = 8

Table 1. Values of direct and asymptotic expansions of
the Fox functions (8) at the point 𝑅 = 8

Прямое Асимптотическое
разложение разложение

Direct Asymptotic
expansion expansion

𝑚 = 0, 𝑛 = 0 0.00127306 0.00127461
𝑚 = 2, 𝑛 = 2 0.00336523 0.00336867
𝑚 = 2, 𝑛 = 4 0.00724198 0.00721564
𝑚 = 4, 𝑛 = 4 0.042601 0.0428729

Таким образом, исходя из результатов вычис-
лительных экспериментов, для нахождения значений
функций Фокса (8) предлагается при 𝑅 ∈ [0, 8) ис-
пользовать прямое разложение (10) c 𝑁𝑑 = 25, а при
𝑅 ∈ [8,∞) использовать асимптотическое разложение
(11) c 𝑁𝑎 = 9.

5. Модификация метода мультиполей для
решения дробно-дифференциального обобще-
ния уравнения Гельмгольца. Алгоритм мульти-
польного метода имеет иерархическую структуру.
Для организации данной структуры расчетная об-
ласть Ω разбивается на подобласти — ячейки. На нуле-
вом уровне имеется всего одна расчетная ячейка, сов-
падающая с областью Ω. Каждый последующий уро-
вень получается из предыдущего разделением каждой
расчетной ячейки на 2𝑛 частей, где 𝑛 — размерность пространства (в нашем случае 𝑛 = 2). Основной идеей
метода является учет взаимодействий между расчетными точками и кубатурными узлами из (6) посред-
ством учета взаимодействий между расчетными ячейками, что позволяет значительно уменьшить коли-
чество вычислительных операций. Взаимодействия между ячейками могут быть посчитаны с помощью
мультипольных разложений (9). Подробное описание метода мультиполей и быстрого метода мультиполей
для решения классических уравнений математической физики представлено, например, в работах [12, 13].

Введем необходимые для дальнейшего описания алгоритма определения.

Определение 1. Две ячейки называются соседними, если они расположены на одном уровне иерар-
хической структуры и имеют хотя бы одну общую точку. Ячейка также считается соседней самой
себе.

Определение 2. Две ячейки называются хорошо разделенными, если они не являются соседними.

Для каждой ячейки каждого уровня разбиения иерархической структуры определяется список яче-
ек, с которыми она может “взаимодействовать” (так называемая схема взаимодействия). Таким образом
определяется, между какими ячейками взаимодействие будет вычисляться посредством мультипольных
разложений.

https://road.issn.org/


ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ МЕТОДЫ И ПРОГРАММИРОВАНИЕ / NUMERICAL METHODS AND PROGRAMMING
2021, 22 (2), 110–123. DOI: 10.26089/NumMet.v22r208

117

Схема взаимодействия 𝐿 для ячейки 𝑖 на уровне 𝑙 может быть определена по следующему алгоритму.
1. На уровне 𝑙 − 1 определяется ячейка 𝑗, являющаяся “родителем” ячейки 𝑖.
2. Для ячейки 𝑗 определяются соседние ячейки на уровне 𝑙− 1 и список 𝐿 порожденных ими ячеек на

уровне 𝑙.
3. Из списка 𝐿 исключаются ячейки, соседние для ячейки 𝑖. Уровень 0

Level 0
Уровень 1

Level1 1

Уровень 2
Level 2

Схема взаимодействия
Interaction scheme

Рис. 4. Иерархическая система и пример
схемы взаимодействия

Fig. 4. Hierarchical system and example of
the interaction scheme

На рис. 4 продемонстрирован пример (см., например, [12])
иерархического разбиения квадратной расчетной области Ω ∈
R2 на ячейки, а также приведен пример схемы взаимодействия
для одной из ячеек второго уровня разбиения: черным цветом
выделена сама ячейка, серым цветом — ячейки из ее схемы вза-
имодействия. Очевидно, что схему взаимодействия возможно
определить лишь для ячеек начиная с уровня 𝑙 = 2, в силу того,
что на предыдущих уровнях отсутствуют хорошо разделенные
ячейки.

Таким образом, на каждом уровне разбиения, начиная с
уровня 𝑙 = 2, для каждой расчетной ячейки можно опреде-
лить схему взаимодействия и, посредством мультипольного раз-
ложения, вычислить взаимодействие кубатурных узлов, содер-
жащихся в данной ячейке, со всеми расчетными точками, со-
держащимися в ячейках схемы взаимодействия.

Для двумерного пространства максимальный уровень раз-
биения 𝑙max ≈ log4(𝑁), где 𝑁 — количество кубатурных узлов
расчетной области.

На уровне 𝑙max, когда на предыдущих уровнях уже учтены
посредством мультипольных разложений все взаимодействия между всеми хорошо разделенными ячей-
ками, вычисляются локальные взаимодействия между кубатурными узлами и расчетными точками, ле-
жащими в соседних ячейках на этом уровне.

Таким образом, можно сформулировать следующий алгоритм.

Мультипольный алгоритм

1. Для уровней разбиения 𝑙 = 𝑙2, . . . , 𝑙max для каждой ячейки 𝑖, содержащей 𝑘𝑙𝑖 кубатурных узлов 𝑥𝑖 с
полярными координатами (𝑟𝑖, 𝜓𝑖):

• определяется схема взаимодействия 𝐿𝑙
𝑖;

• вычисляется взаимодействие рассматриваемой ячейки c каждой расчетной точкой 𝑥(𝑅,𝜙), ле-
жащeй в ячейках 𝐿𝑙

𝑖, с помощью мультипольных разложений:

Φ(𝑅,𝜙, 𝑘𝑙𝑖) = 𝑐𝛼

𝑝∑︁
𝑛=0

𝑛∑︁
𝑚=0

𝑅−𝑛 H2, 1
1, 3

⎡⎣(︀
𝜔2

)︀ 2
𝛼 𝑅2

4

⃒⃒⃒⃒
⃒
(︀
1− 2

𝛼 ,
2
𝛼

)︀(︀
1− 2

𝛼 ,
2
𝛼

)︀
, (𝑛−𝑚, 1), (𝑚, 1)

⎤⎦×

×
[︀
𝑀𝑚

𝑛 (𝑟𝑖, 𝜓𝑖, 𝑘
𝑙
𝑖) cos(𝑛− 2𝑚)𝜙+𝑁𝑚

𝑛 (𝑟𝑖, 𝜓𝑖, 𝑘
𝑙
𝑖) sin(𝑛− 2𝑚)𝜙

]︀
. (12)

Данные разложения строятся относительно центра ячейки 𝑖, а параметр 𝑝 выбирается исходя из
требуемого уровня погрешности получаемого решения.

2. Вычисляются все локальные взаимодействия между всеми кубатурными узлами и расчетными точ-
ками, лежащими в соседних ячейках на уровне 𝑙max по формуле

Λ𝑙max(𝑅,𝜙) =
∑︁
𝑖∈𝐼𝑙

𝑞𝑖𝐺𝛼(𝑥− 𝑥𝑖) = 𝑐𝛼
∑︁
𝑖∈𝐼𝑙

𝑞𝑖 H
2, 1
1, 3

⎡⎣(︀
𝜔2

)︀ 2
𝛼 |𝑥− 𝑥𝑖|2

4

⃒⃒⃒⃒
⃒
(︀
1− 2

𝛼 ,
2
𝛼

)︀
(0, 1),

(︀
1− 2

𝛼 ,
2
𝛼

)︀
, (0, 1)

⎤⎦ . (13)

Здесь 𝐼𝑙 — множество всех кубатурных узлов 𝑥𝑖, находящихся в ячейках, являющихся соседними
для ячейки с расчетной точкой 𝑥(𝑅,𝜙).

https://road.issn.org/


118 ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ МЕТОДЫ И ПРОГРАММИРОВАНИЕ / NUMERICAL METHODS AND PROGRAMMING
2021, 22 (2), 110–123. DOI: 10.26089/NumMet.v22r208

3. Численное решение уравнения (3) в точке (𝑅,𝜙) представляется через локальные (13) и мультиполь-
ные (12) разложения:

𝑢(𝑅,𝜙) =

𝑙max∑︁
𝑙=2

∑︁
𝑗∈𝐿𝑙

𝑥

Φ𝑙
𝑗(𝑅,𝜙, 𝑘

𝑙
𝑗) + Λ𝑙max(𝑅,𝜙),

где 𝐿𝑙
𝑥 — схема взаимодействия для ячейки, в которой лежит расчетная точка 𝑥(𝑅,𝜙) на уровне 𝑙.

Важно отметить, что все мультипольные разложения Φ(𝑅,𝜙, 𝑘𝑙𝑗) считаются не отдельно для каж-
дой расчетной точки 𝑥(𝑅,𝜙), а в совокупности для всех расчетных точек, лежащих в ячейках из схемы
взаимодействия ячейки 𝑗 на уровне 𝑙, что и позволяет значительно уменьшить количество необходимых
вычислительных операций.

Представленный выше алгоритм имеет порядок сложности 𝑂(𝑁 log2𝑛 𝑁) для количества расчетных
точек, сопоставимого с количеством кубатурных узлов 𝑁 . Действительно,

• на каждом уровне разбиения расчетной области Ω ∈ R𝑛 требуется порядка 𝑁𝑝𝑛 операций для вы-
числения всех коэффициентов мультипольных разложений;

• максимально возможное число ячеек в схеме взаимодействия составляет 3𝑛(2𝑛 − 1) и, соответствен-
но, требуется порядка 3𝑛(2𝑛 − 1)𝑁𝑝𝑛 операций на каждом уровне разбиения для вычисления всех
мультипольных взаимодействий;

• для расчета локальных взаимодействий на завершающем этапе алгоритма требуется порядка 3𝑛𝑁

операций.
Таким образом, для максимально возможного log2𝑛 𝑁 количества уровней разбиения суммарное ко-

личество операций равно

3𝑛(2𝑛 − 1)𝑁 𝑝𝑛 log2𝑛 𝑁 + 3𝑛𝑁 = 𝑂(𝑁 log2𝑛 𝑁).

6. Результаты вычислительных экспериментов. Данный раздел посвящен проведению вычис-
лительных экспериментов, демонстрирующих предложенные алгоритмы. Первая часть посвящена числен-
ному анализу мультипольного разложения (7). Во второй части выполняется численная оценка эффек-
тивности мультипольного алгоритма решения дробно-дифференциального обобщения уравнения Гельм-
гольца (1).

6.1. Мультипольное разложение. На рис. 5 приведены графики зависимости от параметра 𝑝

абсолютной погрешности ∆ значений мультипольного разложения (7) в сравнении cо значениями фунда-
ментального решения (2) при фиксированном |𝑧| = 1. Параметр 𝑝 определяет количество членов ряда по
𝑛 в разложении (7). В данном случае менялись значения параметров 𝑟 и 𝑅, отношение которых влияет на
скорость сходимости мультипольного разложения, что и демонстрируется представленными графиками.
Расчеты выполнялись при 𝛼 =

√
2, 𝜔 = 1.
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Рис. 5. Зависимость абсолютной погрешности
мультипольных разложений от параметра 𝑝 при

|𝑧| = 1

Fig. 5. Dependence of the absolute error of the
multipole expansions in the parameter 𝑝 for |𝑧| = 1

Рис. 6. Зависимость абсолютной погрешности
мультипольных разложений от параметра 𝑝

при 𝑟/𝑅 = 0.2

Fig. 6. Dependence of the absolute error of the
multipole expansions in the parameter 𝑝 for

𝑟/𝑅 = 0.2
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На рис. 6 приведены графики зависимости от параметра 𝑝 абсолютной погрешности значений муль-
типольного разложения (7) в сравнении cо значениями фундаментального решения (2) для разных |𝑧| при
фиксированном 𝑟/𝑅 = 0.2. Можно заметить, что с увеличением значения |𝑧| увеличивается скорость схо-
димости мультипольного разложения. Однако влияние значения |𝑧| на скорость сходимости разложения не
так существенно, как влияние отношения параметров 𝑟 и𝑅.

Таблица 2. Результаты вычислительных
экспериментов

Table 2. Results of the computational experiments

𝑁 𝑙max p 𝑡dir, c 𝑡mult, c 𝑆

100 3 4 0.065 0.119 0.546
400 3 4 0.849 1.182 0.718
900 4 4 3.899 3.478 1.121
2500 4 4 28.34 12.25 2.313
4900 5 4 106.027 23.574 4.497
10000 5 4 434.525 47.931 9.065
20000 6 4 1658.44 93.525 17.732

6.2. Ускорение модифицированного мульти-
польного алгоритма. Численные расчеты проводились
для дробно-дифференциального обобщения уравнения
Гельмгольца (1) c 𝑓(𝑥) = 𝑒−|𝑥|2 в ограниченной прямо-
угольной области Ω ∈ [−5, 5] × [−5, 5]. Расчеты выполня-
лись при 𝛼 =

√
2, 𝜔 = 1. Эффективность мультиполь-

ного алгоритма оценивалась параметром 𝑆 = 𝑡dir/𝑡mult —
ускорением, даваемым предложенным алгоритмом. Здесь
𝑡dir — время расчета прямым методом по кубатурной фор-
муле (6), 𝑡mult — время расчета модифицированным муль-
типольным алгоритмом.

В табл. 2 представлены результаты численного мо-
делирования уравнения (1). Здесь 𝑁 — количество рас-
четных точек, 𝑙max — количество уровней иерархической
структуры мультипольного алгоритма, 𝑝 — количество
членов ряда по 𝑛 в мультипольном разложении фунда-
ментального решения (2).

𝑆
18

16

14

12

10

8

6

4

2
0
0 5000 10000 15000 20000

𝑝
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Линейное ускорение
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Рис. 7. Зависимость ускорения, даваемого
модифицированным мультипольным методом,

от количества расчетных точек 𝑁

Fig. 7. Dependence of the acceleration given
by the modified multipole method, on the number

of calculated points 𝑁

На рис. 7 приведен график зависимости ускорения
𝑆 от количества расчетных точек 𝑁 в сравнении с линей-
ным ускорением. Видно, что для малого количества рас-
четных точек вычисление по кубатурной формуле (6) ра-
ботает быстрее предложенного мультипольного алгорит-
ма, однако при увеличении 𝑁 наблюдается значительный
рост ускорения 𝑆, что демонстрирует высокую эффектив-
ность рассматриваемого мультипольного алгоритма для
применения в реальных практических задачах, когда ко-
личество расчетных точек достаточно велико.

6.3. Дробно-дифференциальная модификация
градиентной модели упругости. Градиентная теория
упругости [21] традиционно применяется для описания
процессов с учетом неклассических масштабных эффек-
тов, которые характерны для микрообъектов, тонких
структур и наноструктурированных композитов. В дан-
ном разделе рассматривается дробно-дифференциальное
обобщение классической градиентной модели упругости,
подробно описанной, например, в работе [22].

Классическое уравнение состояния для градиентной модели упругости может быть записано в виде

𝜎𝑖𝑗 = 𝜆𝜖𝑘𝑘𝛿𝑖𝑗 + 2𝜇𝜖𝑖𝑗 − 𝑙𝜖2∇2 [𝜆𝜖𝑘𝑘𝛿𝑖𝑗 + 2𝜇𝜖𝑖𝑗 ] . (14)

Здесь 𝜎 — тензор напряжений; 𝜖 — тензор деформаций; (𝜆, 𝜇) — параметры Ламе; 𝑙𝜖2 — параметр внут-
ренней длины, связанный с размерами микроструктурных неоднородностей.

Дробно-дифференциальная модификация уравнения (14) c дробной степенью оператора Лапласа
была предложена в работе [10] и имеет вид

𝜎𝑖𝑗 = 𝜆𝜖𝑘𝑘𝛿𝑖𝑗 + 2𝜇𝜖𝑖𝑗 + 𝑙𝜖𝛼 (−∆)
𝛼
2 [𝜆𝜖𝑘𝑘𝛿𝑖𝑗 + 2𝜇𝜖𝑖𝑗 ] . (15)

При 𝛼 = 2 выполняется предельный переход данного уравнения в классическое уравнение состояния
(14). В работе [10] показано, что дробно-дифференциальное обобщение градиентной модели упругости,
получаемое подстановкой (15) в уравнение равновесия div𝜎 = 0, сводится к дробно-дифференциальному
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обобщению неоднородного уравнения Гельмгольца вида[︁
1 + 𝑙𝜖𝛼 (−∆)

𝛼
2

]︁
𝜖 = 𝜖0. (16)

В данной работе решается стационарная задача деформации мембраны, лежащей на упругом вин-
клеровском основании [23], которая сводится к интегрированию уравнения (16). В случае, когда правая
часть (16) равна нулю, данное уравнение описывает известную задачу равновесия мембраны, лежащей
на упругом винклеровском основании. В качестве метода решения использовался модифицированный
мультипольный алгоритм, предложенный в предыдущих разделах. Численные расчеты выполнялись при
𝑙𝜖𝛼 = 1 нм, 𝜖0(𝑥) = exp

[︀
−|𝑥|2/(𝑙𝜖𝛼)2/𝛼

]︀
, 𝑥 ∈ R2. В этом случае модель (16) становится радиальной и может

быть записана в виде [︁
1 + 𝑙𝜖𝛼 (−∆)

𝛼
2

]︁
𝜖𝑟𝑟 = 𝑒

− |𝑥|2

(𝑙𝜖𝛼)2/𝛼 , 𝜖𝑟𝑟 = 𝜖𝑟𝑟(|𝑥|).
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Рис. 8. Распределение компоненты 𝜖𝑟𝑟 тензора
деформаций по радиусу |𝑥|, мкм

Fig. 8. Distribution of the 𝜖𝑟𝑟 component of the
tensor deformations along the radius |𝑥|, 𝜇m

На рис. 8 показано распределение по радиусу значе-
ния компоненты 𝜖𝑟𝑟 тензора деформаций при различных
𝛼. Видно, что имеет место монотонное убывание данной
компоненты с увеличением расстояния от центра расчет-
ной области. Причем при значениях радиуса меньше чем
|𝑥| ≈ 30 мкм уменьшение значения 𝛼 приводит к более
сильным деформациям, в то время как при |𝑥| > 30 мкм
наблюдается обратная зависимость между данными вели-
чинами.

7. Заключение. Разработан алгоритм построения
численного решения дробно-дифференциального обобще-
ния неоднородного уравнения Гельмгольца с дробной сте-
пенью оператора Лапласа, основанный на мультиполь-
ном разложении фундаментального решения рассматри-
ваемого уравнения. Предложен способ нахождения значе-
ний функций Фокса, входящих в представленное мульти-
польное разложение. Результаты вычислительных экспе-
риментов продемонстрировали высокую эффективность
разработанных алгоритмов.
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