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Аннотация: Рассматривается численное моделирование газодинамических процессов, сопро-
вождающих формирование и распространение вихревых колец, получаемых при помощи порш-
невого генератора. Обсуждается влияние характеристик вихревого кольца на перенос пассив-
ной примеси (под пассивной примесью понимаются любые частицы, движение которых не ока-
зывает влияния на несущий поток). Для численных расчетов используются нестационарные
уравнения Навье–Стокса, для дискретизации которых применяется метод конечных объемов.
Результаты численного моделирования позволяют получить геометрические и динамические
характеристики вихревого кольца, которые соответствуют автомодельной теории вихревого
кольца и экспериментальным данным. Помимо традиционных подходов к визуализации вих-
ревых течений, основанных на построении линий уровня различных характеристик потока,
для визуализации вихревых структур используются инварианты тензора градиента скорости и
метод показателей Ляпунова на конечном промежутке времени.
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Abstract: Numerical simulation of gas-dynamic processes accompanying the formation and
propagation of vortex rings obtained using a piston generator is considered. The influence of the
characteristics of the vortex ring on the transfer of the passive particles is discussed (a passive scalar
is any particles whose motion does not affect the flow). Unsteady Navier–Stokes equations are used
for numerical calculations, and finite volume method is applied to their discretization. The results
of numerical simulation make it possible to obtain the geometric and dynamic characteristics of the
vortex ring, which correspond to the self-similar theory of the vortex ring and experimental data.
In addition to traditional approaches to visualization of vortex flows based on the construction of
contours of various flow quantities, invariants of the velocity gradient tensor and the method of
Lyapunov exponents over a finite time interval are used to visualize vortex structures.
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1. Введение. Выявление основных динамических особенностей формирования вихревых образо-
ваний, а также их энергетических характеристик и способности переносить примеси является важным
направлением исследований [1–4]. Исследования процессов формирования и движения вихревых колец
привели к выяснению многих закономерностей вихревых движений жидкости и газа и послужили основой
для разработки высокоэффективных технологических процессов [5, 6]. В течение длительного времени
представления о структуре и законах движения вихревых колец основывались на математических мо-
делях, разработанных с использованием схемы идеальной жидкости. Экспериментальные исследования
позволили получить более достоверную информацию о структуре и процессах формирования реальных
вихревых колец. Различные теории вихревых колец, а также взаимодействие вихревых колец обсуждают-
ся в работах [7, 8]. Современные представления о структуре вихревых колец рассматриваются в работе [9].

В работах [10, 11] на основе обработки экспериментальных данных получены структура линий тока
и распределение завихренности внутри вихревого кольца. В работах [12, 13] изложены результаты экс-
периментальных исследований свойств вихревых колец и предложена математическая модель их форми-
рования, основанная на законах сохранения. Вихревые кольца формируются при импульсном истечении
затопленной струи из цилиндрического сопла. В работе [14] представлены результаты экспериментального
исследования вихревых колец, а визуализация структуры вихревого кольца проводится в работе [15].

При движении вихревого кольца с критической скоростью, находящейся между ламинарным и тур-
булентным режимами, наблюдается азимутальная лучистая симметричная структура [16]. Собственные
колебания вихревого кольца в идеальной несжимаемой жидкости рассматриваются в работе [17]. Турбу-
лентность вихревого кольца является следствием нелинейного развития множественной неустойчивости
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колебаний вихревого кольца и особенностей пространственной структуры собственных колебаний. Взаи-
модействие двух вихревых колец и их устойчивость исследуются в работе [18]. Периодические изменения
циркуляции, обусловленные нарастанием неустойчивых волн азимутальных возмущений вдоль вихрево-
го кольца, и периодическая перестройка кольца по мере разрушения этих волн приводят к генерации
мелкомасштабной турбулентности и усилению диффузионного переноса.

Распространение эллиптического вихревого кольца в вязкой среде исследуется в работе [19] в широ-
ком интервале геометрических параметров и чисел Рейнольдса. Вихревое кольцо распространяется как в
неподвижной среде, так и в среде с линейным распределением скорости. Эллиптическое вихревое кольцо
совершает колебания, при которых имеет место его растяжение в вертикальном направлении и сжатие в
горизонтальном направлении. Затем кольцо проходит через промежуточное состояние, где оно круглое,
после чего наблюдаются его деформации в обратном порядке (растяжение в горизонтальном направлении
и сжатие в вертикальном).

Прямое численное моделирование динамики турбулентного вихревого кольца проводится в рабо-
те [20]. Исследуется внутренняя структура вихревого кольца и формирование вторичных вихрей из-за
развития неустойчивости. Результаты расчетов соответствуют данным физического эксперимента, при-
веденным в работе [14]. Прямое численное моделирование распространения тонких и толстых вихревых
колец при различных числах Рейнольдса обсуждается в работе [21]. На основе результатов численных рас-
четов предлагается поправка для скорости движения вихревого кольца, определяемой по автомодельной
теории.

Моделирование крупных вихрей взаимодействия двух вихревых колец, движущихся навстречу друг
другу, проводится в работе [22]. Для расчетов используется динамический подход к вычислению вихревой
вязкости. Метод частиц применяется в работе [23] для исследования как распространения изолированного
вихревого кольца, так и для изучения взаимодействия двух вихревых колец. Взаимодействие вихревых
колец с телами различной формы, а также влияние формы выходного сечения сопла на распространение
вихревого кольца обсуждаются в работах [24–26] на основе данных физического эксперимента и обработки
теневых картин течения.

Влияние взаимодействия вихревого кольца с препятствиями различной формы на перенос пассив-
ной примеси исследуется в работе [27]. Обнаружены эффекты увеличения потерь примеси, наблюдаемые
при определенных соотношениях геометрических размеров вихревого кольца и препятствия, а также при
определенной ориентации препятствий по отношению к направлению движения вихря. Возможности при-
менения вихревых колец, оказывающих акустическое, ударно-импульсное и химическое (осуществляется
посредством примеси, переносимой кольцом) воздействия, в устройствах специального назначения рас-
сматриваются в работах [28, 29]. При этом предполагается применение тонкодисперсных неоседающих
аэрозолей, имеющих радиус частицы 10−6–10−3 см, что гарантирует их перенос в разреженной области в
качестве пассивной примеси.

Одной из основных характеристик вихревого кольца, движущегося в однородной среде, является
пройденное им расстояние до своего распада. Значительный интерес представляет выяснение характери-
стик вихревых колец в зависимости от параметров, определяющих условия их формирования. Вихревые
кольца обладают высокой устойчивостью и транспортирующей способностью, являясь долгоживущими
образованиями. Эти свойства определяют возможность практического использования вихревых колец для
транспортировки газообразных или мелкодисперсных сред в заранее определенное место (доставка горю-
чей примеси в рабочую зону, удаление продуктов сгорания), когда другие способы доставки оказываются
невозможными по каким-то причинам. Вихревые кольца возникают в головной части импульсной струи,
истекающей из канала, при отрыве пограничного слоя от стенок на краях выходного отверстия. При взаи-
модействии движущегося кольцевого вихря с преградой на преграде возникают касательные напряжения
трения, в то время как затраты энергии на образование кольцевого вихря являются незначительными. Ис-
ходя из способности вихревого кольца сохранять устойчивость после взаимодействия с препятствием, его
можно использовать для транспортировки и доставки частиц в труднодоступные места для направленного
воздействия на эти объекты. Вихревые кольца способны выступать в роли транспортного средства, захва-
тывая при формировании в свой объем взвешенные частицы и унося их на большие высоты. Дальнейшее
рассеивание частиц происходит благодаря воздушным течениям и интенсивной турбулентной диффузии
в атмосфере. Интересное практическое использование вихревых колец, образованных взрывом, связано с
тушением пожаров на фонтанирующих нефтяных и газовых скважинах. Факел гасится пускаемым по оси
фонтана вихревым кольцом, которое отрывает горящую массу от устья скважины.
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В данной работе разрабатывается подход к численному определению газодинамических характери-
стик вихревых колец, для формирования которых используется поршневой генератор. Проводится визу-
ализация течения в вихревом кольце, основанная на использовании как традиционных подходов (постро-
ении линий уровня скорости и давления), так и подходов, в которых применяются инварианты тензо-
ра градиента скорости и показатели Ляпунова на конечном промежутке времени. Результаты расчетов
сравниваются с известными экспериментальными и расчетными данными. Для верификации разработан-
ной математической модели применяются экспериментальные данные и автомодельная теория вихревого
кольца. Проведенные численные расчеты позволяют воспроизвести различные этапы распространения
вихревого кольца и найти, каким образом изменяется радиус вихревого кольца и расстояние, пройденное
им, от времени. Такие характеристики определяют способность вихревого кольца к переносу пассивной
примеси и ее доставке в интересующие области. Разработанный подход к моделированию распростране-
ния вихревого кольца позволяет определить его основные параметры на любом расстоянии от генератора
и сделать вывод о возможности применения вихревых колец в устройствах различного назначения.

2. Геометрическая модель. Рассмотрим осесимметричное вихревое кольцо в виде тонкого тора
радиуса 𝑅0, движущееся в безграничной массе жидкости, спокойной на бесконечности (рис. 1). Завихрен-
ность распределена равномерно внутри вихревого ядра (без азимутальной закрутки) радиуса 𝑎 (𝑎/𝑅0 ≪ 1)
с интенсивностью (циркуляцией) Γ. Внутри атмосферы вихря жидкость циркулирует по замкнутым ли-
ниям тока, охватывающим тороидальное ядро вихря. Такое изолированное вихревое кольцо (кольцо Дай-
сона, Dyson ring) движется в идеальной жидкости стационарно (без изменения размеров и формы) в
соответствии с самоиндуцированной скоростью, направленной нормально к плоскости кольца.

Генератор вихревых колец представляет собой полый цилиндр (рис. 2). Внутри цилиндра свободно
движется поршень с последующей внезапной остановкой, импульсно выталкивающий порцию газа через
выходное отверстие. Далее происходит отрыв образовавшейся вихревой структуры и ее перемещение на
расстояние 𝑥Γ в пространстве вдоль оси 𝑥, совпадающей с осью поршня. Такие генераторы позволяют
получать достаточно интенсивные вихревые кольца с начальной скоростью более 30 м/с и тонким ядром,
обладая сравнительно низким уровнем собственного структурного шума. Кроме этого, поршневые гене-
раторы вихревых колец обеспечивают хорошую повторяемость параметров вихря от запуска к запуску.

Геометрическая модель представляет собой внутреннюю область генератора и область внешнего про-
странства за срезом сопла, в которой происходит формирование и движение вихревого кольца (рис. 3).
Генерация вихревого кольца осуществляется на открытом торце трубы диаметром 75 мм и толщиной стен-
ки 1 мм. Стенки канала считаются непроницаемыми, нетеплопроводными и гладкими. Принимается, что
все выступы элементов шероховатости лежат внутри пограничного слоя. Поршень мгновенно разгоняется
до постоянной скорости и мгновенно останавливается. Характерным параметром, влияющим на форми-
рование вихревого кольца, является отношение 𝐿/𝐷, где 𝐿 — расстояние, проходимое поршнем, 𝐷 —
диаметр отверстия. При 𝐿/𝐷 > 4 образуется вихревое кольцо и концевая струя с вторичными вихрями,
а при 𝐿/𝐷 < 4 — одиночное вихревое кольцо [5].

𝑧 𝑥

𝑦

𝑅0

𝑎

Рис. 1. Вихревое кольцо

Fig. 1. Vortex ring

𝐷 𝐷
0

𝐿

𝑥Γ

Рис. 2. Генератор вихревого кольца

Fig. 2. Generator of vortex ring
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Рис. 3. Геометрия расчетной области (размеры приводятся в миллиметрах)

Fig. 3. Geometry of computational domain (dimensions are given in millimeters)

Для моделирования течения, образующегося при движении поршня в трубе, на левом торце ге-
нерирующей трубки используются нестационарные граничные условия. При их задании учитываются
результаты исследований при создании реальных устройств генерации вихревых колец. На левой границе
задается равномерное распределение массового расхода, зависящего от времени. В качестве выходного гра-
ничного условия задается статическое давление. На наружной и внутренней стенках трубы используются
граничные условия прилипания и непротекания для скорости. Стенки корпуса полагаются теплоизолиро-
ванными.

Для генерации вихревого кольца используется полусинусоидальный импульс потока массы газо-
образной среды. Амплитуда и полупериод импульса подбираются из условия обеспечения процесса оп-
тимальной генерации вихревого кольца. Под генерацией подразумевается процесс гидродинамического
развития вихревой структуры, наполнение вихревого кольца транспортируемой газообразной или дис-
персной примесью. Слишком короткий и малоинтенсивный импульс для рассматриваемой геометрической
конфигурации и свойств среды приводит к формированию вихря с низкой скоростью из-за недостаточно-
го периода набора кинетической энергии вращательного движения вихрем. Такой вихрь имеет меньшую
несущую способность и быстро диссипирует в окружающем пространстве. Напротив, продолжительный
и слишком интенсивный импульс приводит к растягиванию образующегося вихревого кольца, что снижа-
ет его энергетический потенциал. Излишне затянутый генерирующий импульс также сильно возмущает
среду, располагающуюся на пути кольца, что плохо сказывается на его дальнейшем распространении.

3. Математическая модель. Система координат выбирается таким образом, что ось 𝑥 совпада-
ет с направлением движения вихревого кольца, а оси 𝑦 и 𝑧 связываются с его поперечным сечением.
В декартовой системе координат (𝑥, 𝑦, 𝑧) нестационарное течение вязкого сжимаемого газа описывается
следующим уравнением, записанным в консервативных переменных:

𝜕𝑄

𝜕𝑡
+

𝜕𝐹𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝐹𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕𝐹𝑧

𝜕𝑧
= 0. (1)

Уравнение (1) дополняется соотношением

𝑝 = (𝛾 − 1)𝜌

[︂
𝑒− 1

2

(︀
𝑣2𝑥 + 𝑣2𝑦 + 𝑣2𝑧

)︀]︂
.
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Вектор консервативных переменных 𝑄 и векторы потоков 𝐹𝑥, 𝐹𝑦, 𝐹𝑧 имеют следующий вид:

𝑄 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝜌

𝜌𝑣𝑥
𝜌𝑣𝑦
𝜌𝑣𝑧
𝜌𝑒

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ;

𝐹𝑥 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝜌𝑣𝑥

𝜌𝑣𝑥𝑣𝑥 + 𝑝− 𝜏𝑥𝑥
𝜌𝑣𝑥𝑣𝑦 − 𝜏𝑥𝑦
𝜌𝑣𝑥𝑣𝑧 − 𝜏𝑥𝑧

(𝜌𝑒+ 𝑝)𝑣𝑥 − 𝑣𝑥𝜏𝑥𝑥 − 𝑣𝑦𝜏𝑥𝑦 − 𝑣𝑧𝜏𝑥𝑧 + 𝑞𝑥

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ;

𝐹𝑦 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝜌𝑣𝑦

𝜌𝑣𝑦𝑣𝑥 − 𝜏𝑦𝑥
𝜌𝑣𝑦𝑣𝑦 + 𝑝− 𝜏𝑦𝑦
𝜌𝑣𝑦𝑣𝑧 − 𝜏𝑦𝑧

(𝜌𝑒+ 𝑝)𝑣𝑦 − 𝑣𝑥𝜏𝑦𝑥 − 𝑣𝑦𝜏𝑦𝑦 − 𝑣𝑧𝜏𝑦𝑧 + 𝑞𝑦

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ;

𝐹𝑧 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝜌𝑣𝑧

𝜌𝑣𝑧𝑣𝑥 − 𝜏𝑧𝑥
𝜌𝑣𝑧𝑣𝑦 − 𝜏𝑧𝑦

𝜌𝑣𝑧𝑣𝑧 + 𝑝− 𝜏𝑧𝑧
(𝜌𝑒+ 𝑝)𝑣𝑧 − 𝑣𝑥𝜏𝑧𝑥 − 𝑣𝑦𝜏𝑧𝑦 − 𝑣𝑧𝜏𝑧𝑧 + 𝑞𝑧

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Компоненты тензора вязких напряжений и составляющие вектора теплового потока находятся из соотно-
шений

𝜏𝑖𝑗 = 𝜇𝑒

(︂
𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑗

+
𝜕𝑣𝑗
𝜕𝑥𝑖

− 2

3

𝜕𝑣𝑘
𝜕𝑥𝑘

𝛿𝑖𝑗

)︂
, 𝑞𝑖 = −𝜆𝑒

𝜕𝑇

𝜕𝑥𝑖
.

Здесь 𝑡 — время; 𝜌 — плотность; 𝑟 — радиус; 𝑣𝑥, 𝑣𝑦, 𝑣𝑧 — составляющие скорости в координатных направ-
лениях 𝑥, 𝑦, 𝑧 соответственно; 𝑝 — давление; 𝑒 — полная энергия единицы массы; 𝑇 — температура; 𝛾 —
отношение удельных теплоемкостей; 𝛿𝑖𝑗 — символ Кронекера. Под 𝑖, 𝑗, 𝑘 понимаются тензорные индексы;
по повторяющимся индексам предполагается суммирование.

В качестве рабочей среды используется воздух. Молекулярной вязкости присваивается постоянное
значение 𝜇 = 1.68 · 10−5 кг/(м·с). Коэффициент молекулярной теплопроводности выражается через вяз-
кость и число Прандтля (𝜆 = 𝑐𝑝𝜇/Pr). Молекулярному числу Прандтля присваивается постоянное значе-
ние (для воздуха Pr = 0.72).

Уравнения, записанные в виде (1), пригодны для описания как ламинарных, так и турбулентных
течений. При моделировании турбулентных течений молекулярные коэффициенты переноса заменяются
на их эффективные значения. При этом эффективная вязкость 𝜇𝑒 вычисляется как сумма молекулярной
𝜇 и подсеточной 𝜇𝑠 вязкости, а эффективная теплопроводность 𝜆𝑒 выражается через вязкость и число
Прандтля:

𝜇𝑒 = 𝜇+ 𝜇𝑠, 𝜆𝑒 = 𝑐𝑝

(︂
𝜇

Pr
+

𝜇𝑠

Pr𝑠

)︂
.

Подсеточному числу Прандтля присваивается постоянное значение (для воздуха Pr𝑠 = 0.9). Для расчета
вихревой вязкости имеются полуэмпирические модели различной степени сложности. Учет сжимаемости
в подсеточной модели оказывает довольно слабое влияние на результаты численного моделирования.

В модели Смагоринского подсеточная вихревая вязкость вычисляется по формуле

𝜇𝑠 = 𝜌 (𝐶𝑆∆)
2 |𝑆| ,
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где

|𝑆| = (2𝑆𝑖𝑗𝑆𝑖𝑗)
1/2

, 𝑆𝑖𝑗 =
1

2

(︂
𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑗

+
𝜕𝑣𝑗
𝜕𝑥𝑖

)︂
.

В расчетах полагается, что 𝐶𝑆 = 0.22. Под ∆ понимается ширина фильтра, которая находится как ∆ =

𝑉 1/3, где 𝑉 — объем ячейки сетки.
4. Численный метод. В сечении расчетная сетка содержит 428773 четырехугольные ячейки. Про-

водится сгущение узлов сетки вблизи кромки выходного отверстия генерирующей камеры и осуществля-
ется динамическая адаптация сетки в зависимости от положения вихревого кольца. Расчеты проводятся
на интервале времени порядка 10–15 секунд. За этот интервал кольцо успевает сформироваться, начать
движение и достичь противоположной периферийной границы расчетной области.

Расчеты проводились на сетках различной разрешающей способности. Для сравнения были выбраны
сетки, число узлов которых в 2 раза меньше и в 2 раза больше числа узлов выбранной сетки. Основные
результаты получены на сетке с минимальным числом расчетных ячеек, которая позволяет добиться
хорошего совпадения с данными физического эксперимента. Уменьшение числа узлов приводит к суще-
ственному расхождению расчетных и экспериментальных данных (ошибка составляла порядка 10%). В
то же время, использование более подробной сетки не приводит к существенному улучшению результатов
численного моделирования. Несмотря на то что сетка с около 0.5 млн узлов является достаточно грубой,
она с хорошей степенью точности позволяет воспроизвести распределения скорости и вихревую структуру
потока.

Дискретизация основных уравнений осуществляется при помощи метода конечных объемов и метода
поправки давления PISO (Pressure-Implicit with Splitting of Operators). Для дискретизации конвективных
и диффузионных потоков используются противопоточные разностные схемы третьего порядка точности
(схема MUSCL, Monotonic Upwind Scheme for Conservation Laws) и центрированные разностные схемы вто-
рого порядка точности с расщеплением вектора потока по методу Рое, а для дискретизации по времени —
неявная схема второго порядка точности. Для интерполяции давления используется неявная схема второ-
го порядка точности. Система разностных уравнений решается методом LU–SGS (Lower-Upper Symmetric
Gauss–Seidel). Число Куранта варьируется в интервале от 2 до 7. Детали вычислительной процедуры
приводятся в работе [30].

Определение примеси как пассивной означает, что ее наличие не оказывает влияния на поле плотно-
сти и движение несущего потока. В программный код модели добавлена переменная, изменение которой
описывается теми же уравнениями, что и изменение поля температуры. Физический смысл новой перемен-
ной — концентрация пассивной (безынерционной) примеси, в роли которой могут выступать различные
химические элементы или вещества, присутствующие в среде.

Для моделирования процесса переноса пассивной примеси вихревым кольцом задается среда, со-
стоящая из двух компонентов, оба из которых представляют собой воздух. Преобладающим выбирается
компонент (индекс 2), который значительно превышает остальные по доле от общей массы среды, напол-
няющей расчетную область. Переносимая примесь выбирается как второстепенный компонент (индекс 1),
поскольку ее доля от всей массы среды значительно меньше доли компонента, в которой происходит
перемещение вихревого кольца. Среды 1 и 2, используемые в расчетах, отличаются по физическим свой-
ствам. Свойства среды 1 соответствуют параметрам вихревого кольца, а свойства среды 2 — неподвижной
воздушной среде, в которой происходит распространение вихревого кольца.

В начальный момент времени задаются распределения компонентов среды. В области генерирую-
щей трубки пространство заполняется воздухом с индексом 1, а остальная часть расчетной области за-
полняется воздухом с индексом 2. Положение границы раздела определяется неявным образом с помощью
функции-идентификатора среды, описываемой уравнением переноса. В качестве функции-идентификатора
выступает объемная доля среды. При этом в областях, занятых разными средами, функция-идентификатор
имеет постоянные различающиеся значения.

В начальный момент времени функция-идентификатор имеет ступенчатый профиль на границе кон-
такта. В ходе расчетов вследствие численной диффузии этот профиль постепенно размывается, и точное
положение контактной границы становится неопределенным и находится из соответствующего уравнения
переноса. В случае необходимости (например, для визуализации) граница контакта определяется либо как
область больших градиентов функции-идентификатора, либо как изоповерхность ее среднего значения.
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Рис. 4. Формирование вихревого кольца.
Линии тока и линии уровня скорости

при 𝑡 = 0.07 с

Fig. 4. Formation of vortex ring. Streamlines
and velocity contours for 𝑡 = 0.07 s
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Рис. 5. Перемещение вихревого кольца.
Линии тока и линии уровня скорости

при 𝑡 = 1 с

Fig. 5. Movement of vortex ring. Streamlines
and velocity contours for 𝑡 = 1 s
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Рис. 6. Разрушение вихревого кольца.
Линии тока и линии уровня скорости

при 𝑡 = 15 с

Fig. 6. Breakdown of vortex ring. Streamlines
and velocity contours for 𝑡 = 15 s

5. Результаты расчетов. Вихревое кольцо представ-
ляет собой тороидальный объем завихренной жидкости,
который движется в окружающей среде перпендикулярно
плоскости кольца. Движение жидкости является осесиммет-
ричным, а вектор завихренности (ротор скорости) в торе на-
правлен вдоль окружностей, соосных круговой оси тора. По-
перечное сечение тонких вихревых колец по форме близко к
кругу. Вместе с тороидальным вихревым кольцом движется
некоторый объем жидкости, охватывающий кольцо и имею-
щий форму, близкую к форме сплюснутого в направлении
движения кольца эллипсоида вращения.

5.1. Распространение кольца. Движение кольца
разделяется на три этапа, каждый из которых характери-
зуется своими распределениями скорости и завихренности.

На первом этапе при входе в вихрь струя сжимается, а
ее граница, представляющая собой оторвавшийся от кром-
ки сопла пограничный слой, сворачивается внутри вихря в
спиральную поверхность, которая впоследствии трансфор-
мируется в ядро вихря (рис. 4). В области выходного торца
трубки происходит формирование течения. Отрезок пути,
соответствующий первому этапу, мал по сравнению с пол-
ным расстоянием, проходимым вихревым кольцом. При об-
разовании вихревой структуры диаметр круговой оси пре-
вышает диаметр генерирующей трубки.

При переходе ко второму этапу диаметр круговой оси
уменьшается, а скорость вихревого кольца увеличивается
(рис. 5). Происходит отрыв от кромки сопла образовавшейся
вихревой структуры с постепенным увеличением ее диамет-
ра. При этом происходит увеличение поступательной скоро-
сти вихревого кольца, а его радиус практически не изменя-
ется. Движение вихря характеризуется отсутствием каких-
либо визуально наблюдаемых изменений.

Третий этап соответствует движению с явно выражен-
ными колебаниями всей конфигурации в целом и интенсив-
ным перемешиванием масс во внутренней и внешней об-
ластях (рис. 6). Наряду с падением скорости и давления,
вихревая структура растягивается вдоль оси симметрии.
При остановке течение теряет осевую симметрию вследствие
сложной трехмерной деформации круговой оси. Моделиро-
вание в рамках осесимметричной постановки является кор-
ректным только на первых двух этапах развития вихревой
структуры.

5.2. Распределения скорости. Для изучения внут-
ренней структуры вихревого кольца вдоль образующих ци-
линдрических сечений в расчетной области и сравнения рас-
пределений осевой и радиальной скоростей с данными фи-
зического эксперимента используется ряд контрольных се-
чений, параллельных оси симметрии. Расчетные распреде-
ления осевой и радиальной скоростей (сплошные линии),
обработанные в безразмерном виде 𝑣𝑥 = (𝑣𝑥 − 𝑈0)/𝑈0 и
𝑣𝑟 = 𝑣𝑟/𝑈0, приводятся на рис. 7–10 в сравнении с данными
физического эксперимента [3] (значки ∙ и ∘). В качестве ха-
рактерного масштаба для осевой координаты используется
диаметр вихревого кольца (𝑥 = 𝑥/𝐷0). Система координат, в
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Рис. 7. Распределения осевой (линии 1) и радиальной (линии 2) скоростей в сечениях 𝑟 = 0 (а) и 𝑟 = 0.107 (б )

Fig. 7. Distributions of axial (line 1) and radial (line 2) velocities for 𝑟 = 0 (a) and 𝑟 = 0.107 (б )
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Рис. 8. Распределения осевой (линии 1) и радиальной (линии 2) скоростей в сечениях 𝑟 = 0.215 (а) и 𝑟 = 0.322 (б )

Fig. 8. Distributions of axial (line 1) and radial (line 2) velocities for 𝑟 = 0.215 (а) and 𝑟 = 0.322 (б )
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Рис. 9. Распределения осевой (линии 1) и радиальной (линии 2) скоростей в сечениях 𝑟 = 0.430 (а) и 𝑟 = 0.538 (б )

Fig. 9. Distributions of axial (line 1) and radial (line 2) velocities for 𝑟 = 0.430 (а) and 𝑟 = 0.538 (б )
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Рис. 10. Распределения осевой (линии 1) и радиальной (линии 2) скоростей в сечениях 𝑟 = 0.645 (а) и 𝑟 = 0.753 (б )

Fig. 10. Distributions of axial (line 1) and radial (line 2) velocities for 𝑟 = 0.645 (а) and 𝑟 = 0.753 (б )

которой исследуются зависимости, связана с круговой осью вихревого кольца, а ее центр находится в точке
пересечения оси симметрии кольца и поперечного сечения, проходящего через круговую ось. Диаметр
круговой оси полагается равным 𝐷0 = 0.098 м, а скорость круговой оси вихревого кольца — 𝑈0 = 0.177 м/с.
Исследуемый момент времени соответствует второму этапу эволюции вихревого кольца (ось кольца с
момента генерации перемещается на расстояние, равное пяти диаметрам генерирующей трубки).

На распределении осевой компоненты скорости 𝑣𝑥(0, 𝑟) точка пересечения кривой с прямой 𝑣𝑥 =

𝑈0 соответствует центру ядра вихря и определяет его радиус 𝑅0. В ядре осевая скорость изменяется
практически по линейной зависимости. Расстояние между максимумом и минимумом на концах линейного
участка кривой 𝑣𝑥(𝑟) равняется удвоенному радиусу ядра вихря. Более точно радиус ядра определяется
по распределению радиальной скорости при 𝑟 = 𝑅0, поскольку локальные минимум и максимум на таком
графике выражены более четко.

Сравнение результатов численного моделирования с данными физического эксперимента показывает,
что хорошее совпадение имеется в той области течения, которая располагается ближе к оси, в частности,
при 𝑟 = 0 и 𝑟 = 0.107 (рис. 7), 𝑟 = 0.215 и 𝑟 = 0.322 (рис. 8). При 𝑟 = 0.430 и 𝑟 = 0.538 (рис. 9),
𝑟 = 0.645 и 𝑟 = 0.753 (рис. 10) расчеты дают несколько заниженные значения компонент скорости по
сравнению с данными измерений, что объясняется различием структуры течения в области круговой оси
вихревого кольца. Максимальные значения осевой скорости в каждом из сечений лежат в плоскости 𝑥 = 0,
проходящей через круговую ось вихря (в этой плоскости |𝑣𝑥| > 𝑈0).

Поступательная скорость вихревого кольца определяется путем визуализации вихря и регистрации
его движения в зависимости от времени. Геометрические параметры определяются по распределению
скорости в плоскости вихревого кольца (𝑥 = 0). Для определения начальной скорости используются
две контрольные точки на некотором расстоянии от выходного сечения генерирующей трубки. Скорость
оценивается исходя из выражения 𝑈 = ∆𝑥/∆𝑡, где ∆𝑥 — расстояние между контрольными точками
(∆𝑥 = 𝑥2−𝑥1), ∆𝑡 — разность времени прихода вихревого кольца во вторую и первую контрольные точки
соответственно (∆𝑡 = 𝑡2 − 𝑡1). Начальный радиус вихревого кольца оценивается по первой контрольной
точке.

Каждое вихревое кольцо обладает самоиндуцированной скоростью, направленной перпендикулярно
к плоскости кольца. Теоретические исследования движения одиночного кольца тороидальной формы с
радиусом ядра 𝑎 и радиусом 𝑅0 центральной линии тора (𝑎 ≪ 𝑅0) приводят к следующей формуле для
скорости движения вихревого кольца:

𝑈0 =
Γ

4𝜋𝑅0

(︂
ln

8𝑅0

𝑎
− 𝐶

)︂
,

где Γ — интенсивность вихревого кольца, равная циркуляции наведенного поля скорости вдоль произволь-
ного замкнутого контура, охватывающего вихревое ядро (циркуляция скорости во внешнем поле около
кольца). Значение 𝐶 = 1/4 соответствует случаю, при котором отношение завихренности к расстоянию до
центральной линии тора внутри ядра кольца 𝜔/𝑟 остается неизменной величиной (для однородного рас-
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пределения модуль завихренности пропорционален расстоянию от оси симметрии кольца). Значение 𝐶 = 1

получено для однородного распределения завихренности внутри ядра. Значение 𝐶 = 0.558 соответствует
гауссовскому распределению завихренности внутри ядра [4].

Интенсивное вращение вихревым кольцом окружающей жидкости приводит к тому, что одиночное
вихревое кольцо образует вихревое облако, движущееся совместно с вихрем. Для вихревых колец форма
вихревого облака существенно зависит от относительной толщины ядра вихря. Для тонких колец эта
область представляет собой тор с поперечным сечением, незначительно отличающимся от кругового, а
для толстых колец — деформированную сферу.

Расстояние, проходимое вихревым кольцом, находится из соотношения [16]

𝐿(𝑡) =
𝐷0

2𝛼

{︃[︂
1 + 2𝛼(𝐶𝐷 + 4)

𝑈0

𝐷0
𝑡

]︂1/(𝐶𝐷+4)

− 1

}︃
,

где 𝐶𝐷 — коэффициент сопротивления движению вихревого кольца, который находится на основе об-
работки экспериментальных данных. Для идеальной жидкости 𝐶𝐷 = 0 [10]. Под 𝐷0 и 𝑈0 понимаются
начальный диаметр и начальная скорость вихревого кольца. Коэффициент расширения вихревого кольца
в процессе его перемещения в турбулентной атмосфере определяется соотношением

𝛼 =
𝐷(𝑡)−𝐷0

𝐿(𝑡)
.

На практике коэффициент 𝛼 задается исходя из экспериментальных данных.
На рис. 11 представлены безразмерные зависимости расстояния, пройденного вихревым кольцом, и

радиуса вихревого кольца от времени. Имеет место хорошее совпадение результатов расчетов (символы ∙)
с автомодельной теорией (сплошные линии). В качестве характерных параметров используется начальный
диаметр вихревого кольца и его скорость. Различие расчетных данных и результатов, полученных по
полуэмпирической автомодельной теории, не превышает 5%. Расстояние, проходимое вихревым кольцом
исходя из параметров расчетной области, составляет 1.8 м.

5.3. Перенос примеси. Процесс переноса пассивной примеси вихревым кольцом изучается при
помощи моделирования двухкомпонентной среды.

Распределения массовой доли переносимого компонента, соответствующие трем моментам времени
на этапе формирования вихревого кольца, показывает рис. 12 (фрагменты а, в, д). Для качественного
сравнения на рис. 12 приводятся экспериментальные фотоснимки вихревого кольца, взятые из работы [3]
(фрагменты б, г, е). В эксперименте вихревое кольцо визуализируется с помощью дыма.

При образовании вихревого кольца в его объем захватывается определенная часть окружающей
генерирующую трубку среды. Это приводит к тому, что при переходе ко второму этапу концентрация
переносимой кольцом примеси является достаточно малой. Транспортировка примеси оказывается бо-
лее эффективной, если в начальный момент времени она заполняет также и пространство, окружающее
генерирующую трубку.

𝑥
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Рис. 11. Зависимости расстояния, пройденного вихревым кольцом (а),
и радиуса вихревого кольца (б ) от времени

Fig. 11. Dependencies of distance travelled by vortex ring (а) and radius of vortex ring (б ) on time
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Рис. 12. Распределения массовой доли пассивной примеси в расчете (а, в, д) и эксперименте (б, г, е) в
моменты времени 𝑡 = 0.12 с (а, б ), 0.41 с (в, г), 0.69 с (д, е)

Fig. 12. Distributions of mass fraction of passive particles in calculations (а, в, д) and experiment (б, г, е)
at times 𝑡 = 0.12 s (а, б )), 0.41 s (в, г), 0.69 s (д, е)

Сравнение результатов расчета и экспериментов, приведенных в работе [2], показывает рис. 13. Неко-
торая несимметричность экспериментальной картины относительно оси трубы вызвана неравномерностью
начального распределения плотности дыма, подаваемого в трубу для визуализации течения. При входе в
вихрь струя сжимается, а ее граница, представляющая собой оторвавшийся от кромки трубы пограничный
слой, сворачивается внутри вихря в спиральную поверхность, которая в дальнейшем трансформируется в
ядро вихря. Спиральное сворачивание вихревой пелены (формирование вихря) начинается в момент появ-
ления фронта струи из отверстия (фрагмент а). По мере подачи струи вихрь отходит от среза отверстия.
Передний фронт грибообразной поверхности вихря представляет собой границу жидкости, находившейся
до начала процесса истечения струи в трубе. Струя, подпитывающая вихрь, сохраняет цилиндрическую
форму и после выхода из отверстия, и только при входе в вихрь ее сечение уменьшается (фрагмент б ).
Ядро вихревого кольца образуется из слоя перемешивания границы струи, сворачивающегося при входе
в вихрь в спиральную поверхность. В вихрь попадает также жидкость, вовлекаемая вдоль границы струи
из окружающего пространства (фрагмент в). В дальнейшем вихрь заполняется жидкостью из хвостовой
части струи, находящейся между выходным сечением трубы и вихрем. Следует отметить, что из хвостовой
части струи сворачивается вторичное вихревое кольцо, которое в течение некоторого времени движется за
основным и вскоре диссипирует. Практически вся масса выброшенной струи попадает в объем вихревого
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Рис. 13. Распределения массовой доли пассивной примеси в расчете (а, б, в) и эксперименте (г, д, е) в
моменты времени 𝑡 = 0.12 с (а, г), 0.2 с (б, д), 0.25 с (в, е)

Fig. 13. Distributions of mass fraction of passive particles in calculations (а, б, в) and experiment (г, д, е) at
times 𝑡 = 0.12 s (а, г), 0.2 s (б, д), 0.25 s (в, е)

кольца, а из окружающего пространства вихрь забирает сравнительно небольшое количество жидкости
(темные витки спирали).

При образовании вихревого кольца в его объем захватывается определенная часть среды, окружа-
ющей генерирующую вихревое кольцо трубку. Это приводит к тому, что при переходе ко второму этапу
концентрация переносимой кольцом примеси снижается. Вихревое кольцо как средство транспортиров-
ки активной примеси обладает большей эффективностью, если обеспечить его заполнение примесью в
начальный момент формирования. Проблема решается в рамках предложенной расчетной модели при-
менением специальных геометрических и расходных воздействий на процесс формирования вихревого
кольца.

5.4. Структура вихревого кольца. Результаты трехмерного численного моделирования форми-
рования и распространения вихревого кольца используются для визуализации его структуры в различные
моменты времени. Для визуализации структуры вихревого кольца применяются инварианты тензора гра-
диента скорости и их различные комбинации, а также метод локальных показателей Ляпунова [31].

Одним из критериев, используемых для идентификации вихревых течений, является 𝑄-критерий
(𝑄-criterion)

𝑄 =
1

2

(︁
|Ω|2 − |𝑆|2

)︁
,

где |𝑆| = [trace(𝑆𝑆′)]1/2, |Ω| = [trace(ΩΩ′)]1/2. Под 𝑆 и Ω понимаются тензор скоростей деформаций и
тензор вращения. Вихрь определяется как область течения, в которой выполняется неравенство 𝑄 > 0

(область течения, в которой норма тензора завихренности превышает норму тензора скоростей деформа-
ций).

Визуализацию вихревого кольца показывает рис. 14 (цветовая палитра соответствует критерию 𝑄).
Радиус вихревого кольца составляет 𝑅0 = 22.1 мм, а радиус ядра — 𝑎 = 8.25 мм. Начальная циркуляция
скорости составляет Γ = 0.0058 м2/с. Приводятся фрагменты, соответствующие различным режимам
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Рис. 14. Визуализация структуры вихревого кольца при 𝑄 = 160 (а) и 𝑄 = 80 (б ) в моменты времени
𝑡 = 0.8 с (1), 1.6 с (2), 2.4 с (3), 3.2 с (4), 4 с (5), 4.8 с (6), 5.6 c (7)

Fig. 14. Visualization of structure of vortex ring for 𝑄 = 160 (а) and 𝑄 = 80 (б ) at times 𝑡 = 0.8 s (1), 1.6 s (2),
2.4 s (3), 3.2 s (4), 4 s (5), 4.8 s (6), 5.6 s (7)

распространения вихревого кольца: ламинарный (кадры 1 и 2), переходный (кадры 3–5) и турбулентный
(кадры 6 и 7). Визуализация течения проводится на интервале времени, равном 6.4 с, с шагом 8 мс.

В ламинарном режиме тор, соответствующий вихревому ядру, остается гладким (кадры 1 и 2 на
фрагменте а). Возмущения формы вихревого кольца наблюдаются в переходном режиме (кадр 3 на фраг-
менте а), которые состоят в формировании 6 волн, амплитуда которых увеличивается по мере распростра-
нения вихревого кольца (кадры 4 и 5 на фрагменте а). В турбулентном режиме вихревое кольцо теряет
форму тора и распадается на ряд вторичных вихрей (кадры 6 и 7 на фрагменте а). Для визуализации
вторичных вихревых структур используется меньшее значение критерия 𝑄 (фрагмент б ). Изменение пре-
дельного значения критерия 𝑄 не приводит к качественной перестройке картины течения (в этом случае
визуальная толщина вихревого ядра становится больше). В целом, кадры 1–7 на фрагменте б соответ-
ствуют структурным изменениям вихревого кольца, приведенным на фрагменте а.

Основные недостатки методов визуализации связаны с необходимостью задания порогового значе-
ния того или иного критерия, используемого для идентификации вихрей, а также с их зависимостью от
выбора системы отсчета [31]. Необходимость расчета производных скорости и возникающие в связи с этим
погрешности вычислений также снижают привлекательность таких подходов. Другая группа методов ви-
зуализации вихревых течений основана на анализе траекторий жидких или меченых частиц. Границы
вихревых структур определяются как линии максимальных или минимальных значений локальных по-
казателей Ляпунова, вычисленных на конечном интервале времени. При этом некоторые погрешности в
распределении скорости незначительно сказываются на качестве визуализации вихревых структур. До-
полнительное преимущество таких подходов состоит в их инвариантности по отношению к вращению
системы координат. Увеличение промежутка времени для нахождения локальных показателей Ляпунова
обычно приводит к выявлению более мелких деталей течений, но размеры и форма вихревых образований
практически не зависят от выбранного промежутка времени.

Визуализацию вихревых структур показывает рис. 15. Для визуализации применяется метод показа-
телей Ляпунова, накопленных за конечный интервал времени. Интегрирование проводится на промежутке
времени 𝜏 = 1.5 с, за который вихревое кольцо проходит примерно 10% длины вычислительной области.
Для визуализации течения используется около 40000 меченых частиц. Шаг интегрирования по времени
полагается равным ∆𝑡 = 𝜏/2400. Разрешение по времени составляет ℎ = 𝜏/12. Фрагменты а, в, д и ж
соответствуют интегрированию назад, а фрагменты б, г, е и з — интегрированию вперед.

Вычисление наибольшего показателя Ляпунова позволяет оценить степень расходимости или сходи-
мости двух близлежащих траекторий жидких частиц. Интегрирование в различных направлениях предо-
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Рис. 15. Визуализация структуры вихревого кольца при помощи метода локальных показателей Ляпунова
в моменты времени 𝑡 = 0.3 с (а, б ), 0.6 с (в, г), 0.9 c (д, е) и 1.2 с (ж, з)

Fig. 15. Visualization of structure of vortex ring using local Lyapunov exponent method at times 𝑡 = 0.3 s (а,
б ), 0.6 s (в, г), 0.9 s (д, е) and 1.2 s (ж, з)

ставляет различную информацию о поле течения [32]. Интегрирование назад позволяет обнаружить сбли-
жение траекторий частиц, что соответствует центрам вихревых образований, а интегрирование вперед —
их расхождение, что позволяет найти периферийные области вихрей.

6. Заключение. Разработана численная модель, описывающая формирование и развитие вихрево-
го кольца в пространстве и времени. Проведено численное моделирование процессов переноса примеси
вихревым кольцом. Результаты численного моделирования позволяют исследовать свойства вихревого
кольца в различные моменты времени с учетом его формирования и процессов внутри поршневого ге-
нератора. При этом удается наблюдать сворачивание оторвавшегося от стенки трубы пограничного слоя
в спиралевидную структуру, ее дальнейшее искривление, постепенное сглаживание контуров вихревого
кольца и образование ядра. Результаты численного моделирования соотносятся с автомодельным законом
динамики вихревого кольца, а характеристики вихревого кольца соответствуют экспериментальным ре-
зультатам. Помимо традиционных подходов к визуализации вихревых течений, основанных на построении
линий уровня различных характеристик потока, для повышения наглядности результирующего образа
применяется метод показателей Ляпунова на конечном интервале времени.

Полученные результаты представляют интерес для визуализации течений жидкости и газа, а сред-
ства численного моделирования являются частью более общей модели и кода, предназначенных для рас-
чета переноса пассивной примеси в течениях, характеризуемых случайным полем скорости.
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