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1. Введение. При исследовании прикладных задач механики сплошной среды, тепло- и массопе-
реноса широко используются методы математического моделирования и вычислительной математики. В
качестве основных при исследовании многих процессов в движущихся средах можно выделить диффузи-
онный перенос той или иной субстанции и перенос, обусловленный движением среды, т. е. конвективный
перенос. В газо- и гидродинамике одной из базовых моделей многих процессов выступают краевые задачи
для нестационарных уравнений конвекции–диффузии (т. е. параболических уравнений второго порядка с
младшими членами) [1].

Одним из направлений современной теории дифференциальных уравнений с частными производны-
ми является постановка новых задач по краевым условиям и поиск методов решения поставленных задач.
Последние годы интерес многих ученых вызывают задачи, названные нелокальными. Нелокальными за-
дачами в литературе принято называть такие задачи, в которых вместо обычных точечных (“локальных”)
граничных условий задаются условия, связывающие значения искомого решения и/или его производных в
различных точках границы либо же в точках границы и в каких-либо внутренних точках [2, c. 135]. К пер-
вым работам с неклассическими граничными условиями относятся, по-видимому, работы T. Carleman [3],
J.R. Canon [4], Л.А. Камынина [5] и А.Ф. Чудновского [6]. Естественность постановки задач, когда кра-
евые условия представляют собой соотношение между значениями неизвестной функции, вычисленной в
различных точках границы, отмечалась еще В.А. Стекловым [7].

Настоящая работа посвящена исследованию многомерного уравнения конвекции-диффузии с пере-
менными коэффициентами и граничными условиями интегрального вида. Методом энергетических нера-
венств получены априорные оценки в дифференциальной и разностной трактовках для решений нело-
кальных краевых задач. Из полученных оценок следуют единственность и устойчивость решения каждой
из рассмотренных задач по правой части и начальным данным, а также сходимость решения разностной
задачи к решению исходной дифференциальной задачи в 𝐿2-норме со скоростью 𝑂(|ℎ|+ 𝜏).

Заметим, что из физических соображений условия интегрального вида совершенно естественны и
возникают при математическом моделировании в тех случаях, когда невозможно получить информацию
о происходящем процессе на границе области его протекания с помощью непосредственных измерений
или же когда возможно измерение лишь некоторых усредненных (интегральных) характеристик иско-
мой величины [6]. Так, задачи с интегральными условиями могут служить математическими моделями
физических явлений, связанных, например, с задачами, возникающими при изучении физики плазмы,
при изучении движения почвенной влаги в капиллярно-пористых средах. На задачи подобного типа, как
качественно новые и возникающие при решении современных проблем физики, указывает в своей обзор-
ной статье А.А. Самарский [8] и приводит постановку задачи с интегральным условием для уравнения
теплопроводности как пример одной из таких задач.

Различные классы нелокальных задач для дифференциальных уравнений с частными производными
изучались многими учеными, здесь отметим лишь работы [9–19], посвящённые краевым задачам для
параболических уравнений с интегральным условием.

2. Постановка краевой задачи c нелокальным линейным источником и априорная оценка
в дифференциальной форме. В цилиндре 𝑄𝑇 = 𝐺 × [0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑇 ], основанием которого является 𝑝 -
мерный прямоугольный параллелепипед 𝐺 = {𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑝) : 0 ⩽ 𝑥𝛼 ⩽ 𝑙𝛼, 𝛼 = 1, 2, . . . , 𝑝} с
границей Γ, 𝐺 = 𝐺 ∪ Γ, рассматривается задача

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝐿𝑢+ 𝑓(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄𝑇 , (1)⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑘𝛼(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝛼
= 𝛽−𝛼(𝑥, 𝑡)𝑢+

𝑙𝛼∫︁
0

𝜌𝛼(𝑥, 𝑡)𝑢(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥𝛼 − 𝜇−𝛼(𝑥, 𝑡), 𝑥𝛼 = 0, 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑇,

−𝑘𝛼(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝛼
= 𝛽+𝛼(𝑥, 𝑡)𝑢− 𝜇+𝛼(𝑥, 𝑡), 𝑥𝛼 = 𝑙𝛼, 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑇,

(2)

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐺, (3)

где 𝐿𝑢 =
𝑝∑︀

𝛼=1
𝐿𝛼𝑢, 𝐿𝛼𝑢 =

𝜕

𝜕𝑥𝛼

(︂
𝑘𝛼(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝛼

)︂
+ 𝑟𝛼(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝛼
− 𝑞𝛼(𝑥, 𝑡)𝑢, 𝑄𝑇 = 𝐺× (0 < 𝑡 ⩽ 𝑇 ], 𝛼 = 1, 𝑝,

0 < 𝑐0 ⩽ 𝑘𝛼(𝑥, 𝑡) ⩽ 𝑐1, |𝑟𝛼(𝑥, 𝑡)|, |𝑞𝛼(𝑥, 𝑡)|, |𝜌𝛼(𝑥, 𝑡)|, |𝛽±𝛼(𝑥, 𝑡)| ⩽ 𝑐2, 𝑐0, 𝑐1, 𝑐2 = const > 0. (4)
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В дальнейшем будем предполагать, что коэффициенты уравнения и граничных условий задачи (1)–
(3) удовлетворяют необходимым по ходу изложения условиям, обеспечивающим нужную гладкость реше-
ния 𝑢(𝑥, 𝑡) в цилиндре 𝑄𝑇 .

Обозначим через 𝑀𝑖 (𝑖 = 1, 2, . . .) положительные постоянные, зависящие только от входных данных
исходной дифференциальной задачи (1)–(3).

Допуская существование регулярного решения дифференциальной задачи (1)–(3) в цилиндре 𝑄𝑇 ,
получим априорную оценку, для чего воспользуемся методом энергетических неравенств. Умножим урав-
нение (1) скалярно на 𝑢 и получим энергетическое тождество:(︂

𝜕𝑢

𝜕𝑡
, 𝑢

)︂
=

(︂ 𝑝∑︁
𝛼=1

𝜕

𝜕𝑥𝛼

(︂
𝑘𝛼(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝛼

)︂
, 𝑢

)︂
+

(︂ 𝑝∑︁
𝛼=1

𝑟𝛼(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝛼
, 𝑢

)︂
−
(︂ 𝑝∑︁

𝛼=1

𝑞𝛼(𝑥, 𝑡)𝑢, 𝑢

)︂
+

(︂
𝑓(𝑥, 𝑡), 𝑢

)︂
. (5)

Будем пользоваться скалярным произведением и нормой

(︀
𝑢, 𝑣
)︀
=

∫︁
𝐺

𝑢𝑣 𝑑𝑥, ‖𝑢‖20 =

∫︁
𝐺

𝑢2𝑑𝑥.

Введем также обозначение

𝑢2𝑥 =

𝑝∑︁
𝛼=1

(𝑢𝑥𝛼
)
2
.

Справедлива следующая [20]
Теорема 1. Пусть Ω — область с гладкой границей 𝜕Ω. Для элементов 𝑢(𝑥) из 𝑊 1

2 (Ω) определены
следы на областях Г гладких гиперповерхностей как элементы 𝐿2(Г), и они непрерывно меняются. Для
них справедливы неравенства вида∫︁

Г

[︀
𝑢(𝑥+ 𝑙𝑒1)− 𝑢(𝑥)

]︀2
𝑑𝑠 ≡ ‖𝑢(𝑥+ 𝑙𝑒1)− 𝑢(𝑥)‖22,Г ⩽ 𝑐𝑙

∫︁
𝑄𝑙(Г)

𝑢2𝑥𝑑𝑥, 0 ⩽ 𝑙 ⩽ 𝛿,

и

‖𝑢(𝑥)‖22,Г ⩽ 𝑐

[︂
1

𝛿
‖𝑢(𝑥)‖22, 𝑄𝛿(Г) + 𝛿‖𝑢𝑥(𝑥)‖22, 𝑄𝛿(Г)

]︂
,

где 𝑒1 = (1, 0, 0, . . . , 0) — единичный вектор нормали к Г в точке 𝑥, а 𝑄𝑙(Г) — криволинейный цилиндр,
образованный отрезками нормалей (𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛) длины 𝑙, выходящими из точек Γ (𝛿 — наибольшая из
тех длин 𝑙, при которых 𝑄𝑙(Г) ⊂ Ω).

Для всех элементов 𝑣(𝑥) из 𝑊 1
2 (Ω) с гладкой (или с кусочно-гладкой) границей 𝜕Ω справедлива

оценка∫︁
𝜕Ω

𝑣2𝑑𝑠 ⩽ 𝑐1

∫︁
Ω

(︀
|𝑣| · |𝑣𝑥|+ 𝑣2

)︀
𝑑𝑥 ⩽ 𝑐1

∫︁
Ω

[︂
𝜀

𝑐1
𝑣2𝑥 +

(︂
𝑐1
4𝜀

+ 1

)︂
𝑣2
]︂
𝑑𝑥 ≡

∫︁
Ω

(︀
𝜀𝑣2𝑥 + 𝑐𝜀𝑣

2
)︀
𝑑𝑥, 𝜀 > 0,

𝑐, 𝑐̄1 — постоянные, не зависящие от функции 𝑢(𝑥).
Преобразуем интегралы, входящие в тождество (5), с учетом теоремы 1:(︂

𝜕𝑢

𝜕𝑡
, 𝑢

)︂
=

∫︁
𝐺

𝑢
𝜕𝑢

𝜕𝑡
𝑑𝑥 =

1

2

𝜕

𝜕𝑡
‖𝑢‖20,

(︂ 𝑝∑︁
𝛼=1

𝜕

𝜕𝑥𝛼

(︂
𝑘𝛼(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝛼

)︂
, 𝑢

)︂
=

𝑝∑︁
𝛼=1

∫︁
𝐺′

𝑘𝛼(𝑥, 𝑡)𝑢
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝛼

⃒⃒⃒⃒𝑙𝛼
0

𝑑𝑥′ −
𝑝∑︁

𝛼=1

∫︁
𝐺

𝑘𝛼(𝑥, 𝑡)

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝛼

)︂2

𝑑𝑥.

Для оценки слагаемых в правой части применим 𝜀-неравенство Коши:(︂ 𝑝∑︁
𝛼=1

𝑟𝛼(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝛼
, 𝑢

)︂
⩽

𝑝∑︁
𝛼=1

(︂
𝑟𝛼(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝛼
, 𝑢

)︂
⩽ 𝜀‖𝑢𝑥‖20 +𝑀1(𝜀)‖𝑢‖20,
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−
(︂ 𝑝∑︁

𝛼=1

𝑞𝛼(𝑥, 𝑡)𝑢, 𝑢

)︂
⩽ 𝑐0‖𝑢‖20,(︂

𝑓(𝑥, 𝑡), 𝑢

)︂
⩽

1

2
‖𝑓‖20 +

1

2
‖𝑢‖20,

где 𝐺′ = {𝑥′ = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝛼−1, 𝑥𝛼+1, . . . , 𝑥𝑝) : 0 < 𝑥𝑘 < 𝑙𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝛼− 1, 𝛼+ 1, . . . , 𝑝},
𝑑𝑥′ = 𝑑𝑥1𝑑𝑥2 . . . 𝑑𝑥𝛼−1𝑑𝑥𝛼+1 . . . 𝑑𝑥𝑝.

Для простоты введем также обозначение

𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝛼−1, 𝑥𝛼, 𝑥𝛼+1, . . . , 𝑥𝑝) = (𝑥𝛼, 𝑥
′).

Принимая во внимание полученные преобразования, из (5) получаем неравенство

1

2

𝜕

𝜕𝑡
‖𝑢‖20 +

𝑝∑︁
𝛼=1

∫︁
𝐺

𝑘𝛼(𝑥, 𝑡)

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝛼

)︂2

𝑑𝑥 ⩽
𝑝∑︁

𝛼=1

∫︁
𝐺′

𝑢𝑘𝛼(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝛼

⃒⃒⃒⃒𝑙𝛼
0

𝑑𝑥′ + 𝜀‖𝑢𝑥‖20 +𝑀2(𝜀)‖𝑢‖20 +
1

2
‖𝑓‖20. (6)

Первое слагаемое в правой части (6), с учетом (2), оценим следующим образом:

𝑝∑︁
𝛼=1

∫︁
𝐺′

𝑢𝑘𝛼(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝛼

⃒⃒⃒⃒𝑙𝛼
0

𝑑𝑥′ =

𝑝∑︁
𝛼=1

∫︁
𝐺′

(︁
𝑘𝛼(𝑙𝛼, 𝑥

′, 𝑡)𝑢𝑥𝛼
(𝑙𝛼, 𝑥

′, 𝑡)𝑢(𝑙𝛼, 𝑥
′, 𝑡)−

−𝑘𝛼(0, 𝑥′, 𝑡)𝑢𝑥𝛼
(0, 𝑥′, 𝑡)𝑢(0, 𝑥′, 𝑡)

)︁
𝑑𝑥′ =

𝑝∑︁
𝛼=1

∫︁
𝐺′

(︂
𝜇+𝛼(𝑙𝛼, 𝑥

′, 𝑡)𝑢(𝑙𝛼, 𝑥
′, 𝑡)− 𝛽+𝛼(𝑙𝛼, 𝑥

′, 𝑡)𝑢2(𝑙𝛼, 𝑥
′, 𝑡)−

−𝛽−𝛼(0, 𝑥
′, 𝑡)𝑢2(0, 𝑥′, 𝑡)− 𝑢(0, 𝑥′, 𝑡)

𝑙𝛼∫︁
0

𝜌𝛼(𝑥, 𝑡)𝑢(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥𝛼 + 𝜇−𝛼(0, 𝑥
′, 𝑡)𝑢(0, 𝑥′, 𝑡)

)︂
𝑑𝑥′ ⩽

⩽
1

2

𝑝∑︁
𝛼=1

∫︁
𝐺′

⎛⎜⎝𝜇2
−𝛼 + 𝜇2

+𝛼 +

⎛⎝ 𝑙𝛼∫︁
0

𝜌𝛼(𝑥, 𝑡)𝑢(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥𝛼

⎞⎠2

+𝑀3

(︀
𝑢2(0, 𝑥′, 𝑡) + 𝑢2(𝑙𝛼, 𝑥

′, 𝑡)
)︀⎞⎟⎠ 𝑑𝑥′ ⩽

⩽ 𝜀𝑀4‖𝑢𝑥‖20 +𝑀5(𝜀)‖𝑢‖20 +
1

2

𝑝∑︁
𝛼=1

∫︁
𝐺′

(︀
𝜇2
−𝛼 + 𝜇2

+𝛼

)︀
𝑑𝑥′. (7)

Тогда из неравенства (6), с учетом (7), находим

1

2

𝜕

𝜕𝑡
‖𝑢‖20 +

𝑝∑︁
𝛼=1

∫︁
𝐺

𝑘𝛼(𝑥, 𝑡)

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝛼

)︂2

𝑑𝑥 ⩽ 𝜀𝑀6‖𝑢𝑥‖20 +𝑀7(𝜀)‖𝑢‖20 +
1

2

𝑝∑︁
𝛼=1

∫︁
𝐺′

(︁
𝜇2
−𝛼 + 𝜇2

+𝛼

)︁
𝑑𝑥′ +

1

2
‖𝑓‖20. (8)

Проинтегрируем (8) по 𝜏 от 0 до 𝑡, тогда получим

‖𝑢‖20 +
𝑡∫︁

0

‖𝑢𝑥‖20𝑑𝜏 ⩽ 𝜀𝑀8

𝑡∫︁
0

‖𝑢𝑥‖20𝑑𝜏+

+𝑀9(𝜀)

𝑡∫︁
0

‖𝑢‖20𝑑𝜏 +𝑀10

⎛⎝ 𝑡∫︁
0

(︂
‖𝑓‖20 +

𝑝∑︁
𝛼=1

∫︁
𝐺′

(︁
𝜇2
−𝛼 + 𝜇2

+𝛼

)︁
𝑑𝑥′
)︂
𝑑𝜏 + ‖𝑢0(𝑥)‖20

⎞⎠ . (9)

Выбирая 𝜀 =
1

𝑀8
, из (9) находим

‖𝑢‖20 ⩽𝑀11

𝑡∫︁
0

‖𝑢‖20𝑑𝜏 +𝑀12

⎛⎝ 𝑡∫︁
0

(︂
‖𝑓‖20 +

𝑝∑︁
𝛼=1

∫︁
𝐺′

(︁
𝜇2
−𝛼 + 𝜇2

+𝛼

)︁
𝑑𝑥′
)︂
𝑑𝜏 + ‖𝑢0(𝑥)‖20

⎞⎠ . (10)
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На основании леммы Гронуолла (лемма 1.1 [20, c. 152]) из (10) получаем неравенство

‖𝑢‖20 ⩽𝑀(𝑇 )

⎛⎝ 𝑡∫︁
0

(︂
‖𝑓‖20 +

𝑝∑︁
𝛼=1

∫︁
𝐺′

(︁
𝜇2
−𝛼 + 𝜇2

+𝛼

)︁
𝑑𝑥′
)︂
𝑑𝜏 + ‖𝑢0(𝑥)‖20

⎞⎠ , (11)

где 𝑀(𝑇 ) зависит только от входных данных задачи (1)–(3).
Теорема 2. Пусть выполнены условия (4), тогда для решения задачи (1)–(3) справедлива априорная

оценка (11).
Из априорной оценки (11) следует единственность решения исходной задачи (1)–(3), а также непре-

рывная зависимость решения задачи от входных данных на каждом временно́м слое в 𝐿2-норме.

3. Построение разностной схемы. В замкнутой области 𝑄𝑇 введем равномерную сетку [21]:

𝜔ℎ𝜏 = 𝜔ℎ × 𝜔𝜏 = {(𝑥𝑖, 𝑡𝑗), 𝑥 ∈ 𝜔ℎ, 𝑡 ∈ 𝜔𝜏},

𝜔ℎ =
𝑝

Π
𝛼=1

𝜔ℎ𝛼 , 𝜔ℎ𝛼 = {𝑥𝑖𝛼𝛼 = 𝑖𝛼ℎ𝛼, 𝑖𝛼 = 0, 1, . . . , 𝑁𝛼, 𝑁𝛼ℎ𝛼 = 𝑙𝛼},

𝜔𝜏 = {𝑡𝑗 = 𝑗𝜏, 𝑗 = 0, 1, . . . ,𝑚, 𝑚𝜏 = 𝑇}.

На сетке 𝜔ℎ𝜏 дифференциальной задаче (1)–(3) поставим в соответствие разностную схему порядка
аппроксимации 𝑂

(︀
|ℎ|+ 𝜏

)︀
:

𝑦𝑡 = Λ(̃︀𝑡)𝑦 + 𝜙, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝜔ℎ𝜏 , (12)⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑎(+1𝛼)
𝛼 𝑦𝑥𝛼, 0 = 𝛽−𝛼 𝑦0 +

𝑁𝛼∑︁
𝑖𝛼=1

𝑝𝛼𝑖𝛼𝑦
𝑗+𝛼

𝑝

𝑖𝛼
ℎ𝛼 − 𝜇−𝛼, 𝑥𝛼 = 0,

−𝑎𝛼𝑦𝑥𝛼,𝑁𝛼 = 𝛽+𝛼𝑦𝑁𝛼 − 𝜇+𝛼, 𝑥𝛼 = 𝑙𝛼,

(13)

𝑦(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), 𝑥 ∈ 𝜔ℎ, (14)

где

Λ(̃︀𝑡) = 𝑝∑︁
𝛼=1

Λ𝛼(̃︀𝑡), Λ𝛼(̃︀𝑡)𝑦 =
(︀
𝑎𝛼𝑦𝑥𝛼

)︀
𝑥𝛼

+ 𝑟+𝛼 𝑦𝑥𝛼
+ 𝑟−𝛼 𝑦𝑥𝛼

− 𝑑𝛼𝑦, 𝑦𝑥𝛼
=
𝑦𝑖 − 𝑦𝑖−1

ℎ𝛼
, 𝑦𝑥𝛼

=
𝑦𝑖+1 − 𝑦𝑖

ℎ𝛼
,

𝑎(+1𝛼)
𝛼 = 𝑎𝛼,𝑖𝛼+1, 𝑦𝑡 =

𝑦𝑗 − 𝑦𝑗−1

𝜏
, 𝑦 = 𝑦𝑗 , 𝑦 = 𝑦𝑗−1, 𝑟𝛼 = 𝑟+𝛼+𝑟

−
𝛼 , |𝑟𝛼| = 𝑟+𝛼−𝑟−𝛼 , 𝑟+𝛼 = 0.5(𝑟𝛼+|𝑟𝛼|) ⩾ 0,

𝑟−𝛼 = 0.5(𝑟𝛼−|𝑟𝛼|) ⩽ 0, 𝑥−0.5𝛼 = 𝑥1, . . . , 𝑥𝛼−1, 𝑥𝛼−0.5ℎ𝛼, 𝑥𝛼+1, . . . , 𝑥𝑝, ℏ𝛼 =

⎧⎪⎨⎪⎩
ℎ𝛼, 𝑖𝛼 = 1, 2, . . . , 𝑁𝛼 − 1,

ℎ𝛼
2
, 𝑖𝛼 = 0, 𝑁𝛼,

̃︀𝑡 = (𝑗 + 0.5)𝜏 = 𝑡𝑗 + 0.5𝜏 = 𝑡𝑗+0.5, 𝑡𝑗+𝛼
𝑝
= 𝑡𝑗 +

𝛼𝜏

𝑝
=

(︂
𝑗 +

𝛼

𝑝

)︂
𝜏, 𝛽±𝛼 = 𝛽±𝛼(𝑥𝑖,̃︀𝑡𝑗), 𝜏, ℎ — шаги сетки,

𝑎𝛼 = 𝑘𝛼(𝑥
−0.5𝛼,̃︀𝑡𝑗), 𝑟𝛼 = 𝑟𝛼(𝑥,̃︀𝑡𝑗), 𝑑𝛼 = 𝑞𝛼(𝑥,̃︀𝑡𝑗), 𝑝𝛼 = 𝜌𝛼(𝑥,̃︀𝑡𝑗), 𝜙 = 𝑓(𝑥,̃︀𝑡𝑗), 𝜇±𝛼 = 𝜇±𝛼(𝑥,̃︀𝑡𝑗).

4. Устойчивость и сходимость разностной схемы, аппроксимирующей задачу (1)–(3). Для
решения задачи (12)–(14) получим априорную оценку, для чего воспользуемся методом энергетических
неравенств. Введем скалярное произведение в следующем виде:(︀

𝑢, 𝑣
)︀
=
∑︁
𝑥∈𝜔ℎ

𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)ℎ1ℎ2 . . . ℎ𝑝 =

=

𝑁1−1∑︁
𝑖1=1

𝑁2−1∑︁
𝑖2=1

. . .

𝑁𝑝−1∑︁
𝑖𝑝=1

𝑢(𝑖1ℎ1, 𝑖2ℎ2, . . . , 𝑖𝑝 ℎ𝑝)𝑣(𝑖1ℎ1, 𝑖2ℎ2, . . . , 𝑖𝑝 ℎ𝑝)ℎ1ℎ2 . . . ℎ𝑝 ;

(𝑢, 𝑣)𝛼 =

𝑁1−1∑︁
𝑖1=1

𝑁2−1∑︁
𝑖2=1

. . .

𝑁𝛼−1∑︁
𝑖𝛼=1

. . .

𝑁𝑝−1∑︁
𝑖𝑝=1

𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)ℎ1ℎ2 . . . ℎ𝑝 =
∑︁

𝑖𝛽 ̸=𝑖𝛼

(︃
𝑁𝛼−1∑︁
𝑖𝛼=1

𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)ℎ𝛼

)︃
𝐻/ℎ𝛼,
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(𝑢, 𝑣]𝛼 =

𝑁1−1∑︁
𝑖1=1

𝑁2−1∑︁
𝑖2=1

. . .

𝑁𝛼∑︁
𝑖𝛼=1

. . .

𝑁𝑝−1∑︁
𝑖𝑝=1

𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)ℎ1ℎ2 . . . ℎ𝑝 =
∑︁

𝑖𝛽 ̸=𝑖𝛼

(︃
𝑁𝛼∑︁
𝑖𝛼=1

𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)ℎ𝛼

)︃
𝐻/ℎ𝛼, 𝐻 =

𝑝∏︁
𝛼=1

ℎ𝛼.

В пространстве функции определим норму и введем ее в таком виде:

(𝑢, 𝑢) = ‖𝑢‖2, (𝑢, 𝑢] = ‖𝑢]|2, (𝑢, 𝑣] =

𝑝∑︁
𝛼=1

(𝑢, 𝑣]𝛼, (𝑢, 𝑣) =

𝑝∑︁
𝛼=1

(𝑢, 𝑣)𝛼, ‖𝑌𝑥]|2 =

𝑝∑︁
𝛼=1

‖𝑌𝑥𝛼
]|2.

Умножим теперь разностное уравнение (12) скалярно на 2𝜏𝑦:

2𝜏(𝑦𝑡, 𝑦) = 2𝜏(Λ(̃︀𝑡)𝑦, 𝑦) + 2𝜏(𝜙, 𝑦). (15)

Преобразуем суммы, входящие в тождество (15), с учетом условий (13) и формулы 2𝑧𝑧𝑡 = (𝑧2)𝑡 + 𝜏(𝑧𝑡)
2:

2𝜏(𝑦𝑡, 𝑦) = (1, 𝑦2)− (1, 𝑦2) + 𝜏2(1, 𝑦2𝑡 ), (16)

(︁
Λ(̃︀𝑡)𝑦, 𝑦)︁ =

(︁ 𝑝∑︁
𝛼=1

Λ𝛼(̃︀𝑡)𝑦, 𝑦)︁ =

𝑝∑︁
𝛼=1

(︁
Λ𝛼(̃︀𝑡)𝑦, 𝑦)︁

𝛼
=

=

𝑝∑︁
𝛼=1

(︁(︀
(𝑎𝛼𝑦𝑥𝛼)𝑥𝛼 , 𝑦

)︀
𝛼
+
(︀
𝑟+𝛼 𝑦𝑥𝛼 , 𝑦

)︀
𝛼
+
(︀
𝑟−𝛼 𝑦𝑥𝛼 , 𝑦

)︀
𝛼
−
(︀
𝑑𝛼𝑦, 𝑦

)︀
𝛼

)︁
. (17)

Применяя первую разностную формулу Грина в (17) и подставляя преобразованные таким образом
выражения в тождество (15), с учетом (16), находим

(1, 𝑦2)− (1, 𝑦2) + 𝜏2(1, 𝑦2𝑡 ) + 2𝜏

𝑝∑︁
𝛼=1

(︀
𝑎𝛼, 𝑦

2
𝑥𝛼

]︀
𝛼
= 2𝜏

𝑝∑︁
𝛼=1

(︀
𝑟+𝛼 𝑦𝑥𝛼

, 𝑦
)︀
𝛼
+

+2𝜏

𝑝∑︁
𝛼=1

(︀
𝑟−𝛼 𝑦𝑥𝛼

, 𝑦
)︀
𝛼
− 2𝜏

𝑝∑︁
𝛼=1

(︁
𝑑𝛼𝑦, 𝑦

)︁
𝛼
− 2𝜏

𝑝∑︁
𝛼=1

∑︁
𝑖𝛽 ̸=𝑖𝛼

(︃
𝑦0

𝑁𝛼∑︁
𝑖𝛼=1

𝑝𝛼𝑖𝛼𝑦
𝑗+𝛼

𝑝

𝑖𝛼
ℎ𝛼

)︃
𝐻/ℎ𝛼+

+ 2𝜏

𝑝∑︁
𝛼=1

∑︁
𝑖𝛽 ̸=𝑖𝛼

(𝜇+𝛼𝑦𝑁𝛼 + 𝜇−𝛼𝑦0)𝐻/ℎ𝛼 − 2𝜏

𝑝∑︁
𝛼=1

∑︁
𝑖𝛽 ̸=𝑖𝛼

(︀
𝛽+𝛼𝑦

2
𝑁𝛼

+ 𝛽−𝛼𝑦
2
0

)︀
𝐻/ℎ𝛼 + 2𝜏

(︀
𝜙, 𝑦

)︀
. (18)

Используя 𝜀-неравенство Коши и лемму 1 из [22], оценим суммы, входящие в тождество (18):

𝑝∑︁
𝛼=1

(︀
𝑎𝛼, 𝑦

2
𝑥𝛼

]︀
𝛼
⩾ 𝑐0

𝑝∑︁
𝛼=1

(︀
1, 𝑦2𝑥𝛼

]︀
𝛼
= 𝑐0

(︀
1, 𝑦2𝑥

]︀
= 𝑐0‖𝑦𝑥]|2,

𝑝∑︁
𝛼=1

(︀
𝑟+𝛼 𝑦𝑥𝛼

, 𝑦
)︀
𝛼
+

𝑝∑︁
𝛼=1

(︀
𝑟−𝛼 𝑦𝑥𝛼

, 𝑦
)︀
𝛼
⩽ 2𝑐2‖𝑦𝑥]| ‖𝑦‖ ⩽ 𝑐2

(︂
𝜀‖𝑦𝑥]|2 +

1

4𝜀
‖𝑦‖2

)︂
,

−
𝑝∑︁

𝛼=1

(︁
𝑑𝛼𝑦, 𝑦

)︁
𝛼
⩽ 𝑐2‖𝑦‖2,

−2

𝑝∑︁
𝛼=1

∑︁
𝑖𝛽 ̸=𝑖𝛼

(︀
𝛽+𝛼𝑦

2
𝑁𝛼

+ 𝛽−𝛼𝑦
2
0

)︀
𝐻/ℎ𝛼 ⩽ 2𝑐2

𝑝∑︁
𝛼=1

∑︁
𝑖𝛽 ̸=𝑖𝛼

(︀
𝑦20 + 𝑦2𝑁𝛼

)︀
𝐻/ℎ𝛼 ⩽

⩽𝑀1

𝑝∑︁
𝛼=1

(︀
𝜀‖𝑦𝑥𝛼 ]|2 + 𝑐(𝜀)‖𝑦‖2

)︀
⩽ 𝜀𝑀1‖𝑦𝑥]|2 +𝑀2(𝜀)‖𝑦‖2, 𝑐(𝜀) =

1

𝑙𝛼
+

1

𝜀
,

−2

𝑝∑︁
𝛼=1

∑︁
𝑖𝛽 ̸=𝑖𝛼

(︃
𝑦0

𝑁𝛼∑︁
𝑖𝛼=1

𝑝𝛼𝑖𝛼𝑦
𝑗+𝛼

𝑝

𝑖𝛼
ℎ𝛼

)︃
𝐻/ℎ𝛼 ⩽

𝑝∑︁
𝛼=1

∑︁
𝑖𝛽 ̸=𝑖𝛼

⎛⎝𝑦20 +
(︃

𝑁𝛼∑︁
𝑖𝛼=1

𝑝𝛼𝑖𝛼𝑦
𝑗+𝛼

𝑝

𝑖𝛼
ℎ𝛼

)︃2
⎞⎠𝐻/ℎ𝛼 ⩽

⩽
𝑝∑︁

𝛼=1

∑︁
𝑖𝛽 ̸=𝑖𝛼

(︃
𝑦20 +𝑀2

𝑁𝛼∑︁
𝑖𝛼=1

(︁
𝑦
𝑗+𝛼

𝑝

𝑖𝛼

)︁2
ℎ𝛼

)︃
𝐻/ℎ𝛼 ⩽ 𝜀𝑀3‖𝑦𝑥]|2 +𝑀4(𝜀)‖𝑦‖2,
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2

𝑝∑︁
𝛼=1

∑︁
𝑖𝛽 ̸=𝑖𝛼

(𝜇+𝛼𝑦𝑁𝛼 + 𝜇−𝛼𝑦0)𝐻/ℎ𝛼 ⩽
𝑝∑︁

𝛼=1

∑︁
𝑖𝛽 ̸=𝑖𝛼

(︀
𝜇2
+𝛼 + 𝜇2

−𝛼

)︀
𝐻/ℎ𝛼+

+

𝑝∑︁
𝛼=1

∑︁
𝑖𝛽 ̸=𝑖𝛼

(︀
𝑦20 + 𝑦2𝑁𝛼

)︀
𝐻/ℎ𝛼 ⩽

𝑝∑︁
𝛼=1

∑︁
𝑖𝛽 ̸=𝑖𝛼

(︀
𝜇2
+𝛼 + 𝜇2

−𝛼

)︀
𝐻/ℎ𝛼 +𝑀5

(︀
𝜀‖𝑦𝑥]|2 + 𝑐(𝜀)‖𝑦‖2

)︀
,

(𝜙, 𝑦) ⩽
1

2
‖𝑦‖2 + 1

2
‖𝜙‖2.

Учитывая полученные оценки, после несложных преобразований из (18) находим

‖𝑦‖2 − ‖𝑦‖2 + 2𝜏𝑐0‖𝑦𝑥]|2 + 𝜏2‖𝑦𝑡]|2 ⩽

⩽ 𝜀𝑀6‖𝑦𝑥]|2𝜏 +𝑀5(𝜀)‖𝑦‖2𝜏 +𝑀7

⎛⎝‖𝜙‖2 +
𝑝∑︁

𝛼=1

∑︁
𝑖𝛽 ̸=𝑖𝛼

(︀
𝜇2
+𝛼 + 𝜇2

−𝛼

)︀
𝐻/ℎ𝛼

⎞⎠ 𝜏. (19)

Выбирая 𝜀 =
𝑐0

2𝑀6
, из (19) находим неравенство

‖𝑦‖2 − ‖𝑦‖2 ⩽𝑀8‖𝑦‖2𝜏 +𝑀9

⎛⎝‖𝜙‖2 +
𝑝∑︁

𝛼=1

∑︁
𝑖𝛽 ̸=𝑖𝛼

(︀
𝜇2
+𝛼 + 𝜇2

−𝛼

)︀
𝐻/ℎ𝛼

⎞⎠ 𝜏. (20)

Суммируя (20) по 𝑗 ′ от 1 до 𝑗, получаем

‖𝑦𝑗‖2 ⩽𝑀10

𝑗∑︁
𝑗 ′=1

‖𝑦𝑗
′
‖2𝜏 +𝑀11

⎛⎝ 𝑗∑︁
𝑗 ′=1

⎛⎝‖𝜙𝑗′‖2 +
𝑝∑︁

𝛼=1

∑︁
𝑖𝛽 ̸=𝑖𝛼

(︁
(𝜇𝑗′

+𝛼)
2 + (𝜇𝑗′

−𝛼)
2
)︁
𝐻/ℎ𝛼

⎞⎠ 𝜏 + ‖𝑦0‖2
⎞⎠ .

Из последнего неравенства имеем

‖𝑦𝑗‖2 ⩽𝑀10‖𝑦𝑗‖2𝜏 +𝑀10

𝑗−1∑︁
𝑗 ′=1

‖𝑦𝑗
′
‖2𝜏+

+𝑀11

⎛⎝ 𝑗∑︁
𝑗 ′=1

⎛⎝‖𝜙𝑗′‖2 +
𝑝∑︁

𝛼=1

∑︁
𝑖𝛽 ̸=𝑖𝛼

(︁
(𝜇𝑗′

+𝛼)
2 + (𝜇𝑗′

−𝛼)
2
)︁
𝐻/ℎ𝛼

⎞⎠ 𝜏 + ‖𝑦0‖2
⎞⎠ . (21)

Выбрав 𝜏0 =
1

2𝑀10
, из (21) получим, что для всех 𝜏 ⩽ 𝜏0 имеет место неравенство

‖𝑦𝑗‖2 ⩽𝑀12

𝑗−1∑︁
𝑗 ′=1

‖𝑦𝑗
′
‖2𝜏 +𝑀13

⎛⎝ 𝑗∑︁
𝑗 ′=1

⎛⎝‖𝜙𝑗′‖2 +
𝑝∑︁

𝛼=1

∑︁
𝑖𝛽 ̸=𝑖𝛼

(︁
(𝜇𝑗′

+𝛼)
2 + (𝜇𝑗′

−𝛼)
2
)︁
𝐻/ℎ𝛼

⎞⎠ 𝜏 + ‖𝑦0‖2
⎞⎠ . (22)

На основании аналога леммы Гронуолла [23, c. 171] для сеточной функции из неравенства (22)
получаем априорную оценку

‖𝑦𝑗‖2 ⩽𝑀(𝑇 )

⎛⎝ 𝑗∑︁
𝑗 ′=1

⎛⎝‖𝜙𝑗′‖2 +
𝑝∑︁

𝛼=1

∑︁
𝑖𝛽 ̸=𝑖𝛼

(︁
(𝜇𝑗′

+𝛼)
2 + (𝜇𝑗′

−𝛼)
2
)︁
𝐻/ℎ𝛼

⎞⎠ 𝜏 + ‖𝑦0‖2
⎞⎠ , (23)

где 𝑀(𝑇 ) — положительная постоянная, не зависящая от |ℎ| и 𝜏 .
Из этой априорной оценки следует следующая
Теорема 3. Пусть выполнены условия (4), тогда в классе достаточно гладких коэффициентов

уравнения и граничных условий для решения разностной задачи (12)–(14) при достаточно малом 𝜏 ⩽
𝜏0(𝑐0, 𝑐1, 𝑐2) справедлива априорная оценка (23) на каждом временно́м слое в сеточной норме 𝐿2(𝐺).

Таким образом, доказаны единственность и устойчивость решения разностной задачи (12)–(14) по
начальным данным и правой части в сеточной норме 𝐿2(𝐺) на слое.

Пусть 𝑢(𝑥, 𝑡) — решение задачи (1)–(3), 𝑦(𝑥𝑖, 𝑡𝑗) = 𝑦𝑗𝑖 − решение разностной задачи (12)–(14). Обо-
значим через 𝑧𝑗𝑖 = 𝑦𝑗𝑖 − 𝑢𝑗𝑖 погрешность аппроксимации, где 𝑢𝑗𝑖 = 𝑢(𝑥𝑖, 𝑡𝑗). Тогда, подставляя 𝑦 = 𝑧 + 𝑢 в
(12)–(14), получим задачу для 𝑧 :

𝑧𝑡 = Λ(̃︀𝑡)𝑧 +Ψ, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝜔ℎ𝜏 , (24)
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⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑎(+1𝛼)
𝛼 𝑧𝑥𝛼, 0 = 𝛽−𝛼 𝑧0 +

𝑁𝛼∑︁
𝑖𝛼=1

𝑝𝛼𝑖𝛼𝑧
𝑗+𝛼

𝑝

𝑖𝛼
ℎ𝛼 − 𝜈−𝛼, 𝑥 = 0,

−𝑎𝛼𝑧𝑥𝛼,𝑁𝛼
= 𝛽+𝛼𝑧𝑁𝛼

− 𝜈+𝛼, 𝑥 = 𝑙𝛼,

(25)

𝑧(𝑥, 0) = 0, 𝑥 ∈ 𝜔ℎ, (26)

где Ψ = 𝑂
(︀
|ℎ|+ 𝜏

)︀
, 𝜈−𝛼 = 𝑂

(︀
|ℎ|+ 𝜏

)︀
, 𝜈+𝛼 = 𝑂

(︀
|ℎ|+ 𝜏

)︀
— погрешности аппроксимации на решении задачи

(1)–(3).
Применяя априорную оценку (23) к решению задачи (24)–(26), получим

‖𝑧𝑗‖2 ⩽𝑀

𝑗∑︁
𝑗 ′=1

⎛⎝‖𝜓𝑗 ′
‖2 +

𝑝∑︁
𝛼=1

∑︁
𝑖𝛽 ̸=𝑖𝛼

(︁
(𝜈𝑗

′

+𝛼)
2 + (𝜈𝑗

′

−𝛼)
2
)︁
𝐻/ℎ𝛼

⎞⎠ 𝜏, (27)

где 𝑀 — положительная постоянная, не зависящая от |ℎ| и 𝜏 .
Из априорной оценки (27) следует сходимость схемы (12)–(14) со скоростью 𝑂(|ℎ| + 𝜏) в сеточной

норме 𝐿2(𝐺), где |ℎ| = ℎ1 + ℎ2 + . . .+ ℎ𝑝.

5. Алгоритм численного решения дифференциальной задачи (1)–(3). Перепишем нелокаль-
ную краевую задачу (1)–(3) при 0 ⩽ 𝑥𝛼 ⩽ 𝑙𝛼, 𝛼 = 1, 2, 𝑝 = 2, тогда получим

𝜕𝑢

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑥1

(︁
𝑘1(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝑥1

)︁
+

𝜕

𝜕𝑥2

(︁
𝑘2(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝑥2

)︁
+

+ 𝑟1(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)
𝜕𝑢

𝜕𝑥1
+ 𝑟2(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝑥2
− 𝑞1(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)𝑢− 𝑞2(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)𝑢+ 𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑡), (28)⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑘1(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑢

𝜕𝑥1
= 𝛽−1(𝑥, 𝑡)𝑢+

𝑙1∫︁
0

𝜌1(𝑥, 𝑡)𝑢𝑑𝑥1 − 𝜇−1(𝑥, 𝑡), 𝑥1 = 0, 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑇,

−𝑘1(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑢

𝜕𝑥1
= 𝛽+1(𝑥, 𝑡)𝑢− 𝜇+1(𝑥, 𝑡), 𝑥1 = 𝑙1, 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑇,

𝑘2(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑢

𝜕𝑥2
= 𝛽−2(𝑥, 𝑡)𝑢+

𝑙2∫︁
0

𝜌1(𝑥, 𝑡)𝑢𝑑𝑥2 − 𝜇−2(𝑥, 𝑡), 𝑥2 = 0, 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑇,

−𝑘2(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑢

𝜕𝑥2
= 𝛽+2(𝑥, 𝑡)𝑢− 𝜇+2(𝑥, 𝑡), 𝑥2 = 𝑙2, 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑇,

(29)

𝑢(𝑥1, 𝑥2, 0) = 𝑢0(𝑥1, 𝑥2). (30)

Рассмотрим сетку 𝑥
(𝑖𝛼)
𝛼 = 𝑖𝛼ℎ𝛼, 𝛼 = 1, 2, 𝑡𝑗 = 𝑗𝜏, где 𝑖𝛼 = 0, 1, . . . , 𝑁𝛼, ℎ𝛼 = 𝑙𝛼/𝑁𝛼, 𝑗 =

0, 1, . . . ,𝑚, 𝜏 = 𝑇/𝑚. Вводится один дробный шаг 𝑡𝑗+ 1
2
= 𝑡𝑗 + 0.5𝜏. Обозначим через 𝑦𝑗+

𝑘
2

𝑖1,𝑖2
= 𝑦𝑗+

𝑘
2 =

𝑦(𝑖1ℎ1, 𝑖2ℎ2, (𝑗 + 0.5𝑘)𝜏), 𝑘 = 0, 1, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . , 𝑗0 сеточную функцию.
Для численного решения двумерной задачи (28)–(30) построим локально-одномерную схему, тогда

имеем ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑦𝑗+

1
2 − 𝑦𝑗

𝜏
= Λ1𝑦

𝑗+ 1
2 + 𝜙1,

𝑦𝑗+1 − 𝑦𝑗+
1
2

𝜏
= Λ2𝑦

𝑗+1 + 𝜙2,

(31)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑦
𝑗+ 1

2
0,𝑖2

= κ11(𝑖2ℎ2, 𝑡𝑗+ 1
2
)𝑦

𝑗+ 1
2

1,𝑖2
+ 𝜇11(𝑖2ℎ2, 𝑡𝑗+ 1

2
),

𝑦
𝑗+ 1

2

𝑁1,𝑖2
= κ12(𝑖2ℎ2, 𝑡𝑗+ 1

2
)𝑦

𝑗+ 1
2

𝑁1−1,𝑖2
+ 𝜇12(𝑖2ℎ2, 𝑡𝑗+ 1

2
),

𝑦
𝑗+ 1

2
𝑖1,0

= κ21(𝑖1ℎ1, 𝑡𝑗+1)𝑦
𝑗+1
𝑖1,1

+ 𝜇21(𝑖1ℎ1, 𝑡𝑗+1),

𝑦𝑗+1
𝑖1,𝑁2

= κ22(𝑖1ℎ1, 𝑡𝑗+1)𝑦
𝑗+1
𝑖1,𝑁2−1 + 𝜇22(𝑖1ℎ1, 𝑡𝑗+1),

(32)
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𝑦0𝑖1,𝑖2 = 𝑢0(𝑖1ℎ1, 𝑖2ℎ2), (33)

Λ𝛼(̃︀𝑡)𝑦𝑗+𝛼
𝑝 =

(︁
𝑎𝛼𝑦

𝑗+𝛼
𝑝

𝑥̄𝛼

)︁
𝑥𝛼

+ 𝑟+𝛼 𝑦
𝑗+𝛼

𝑝
𝑥𝛼 + 𝑟−𝛼 𝑦

𝑗+𝛼
𝑝

𝑥̄𝛼
− 𝑑𝛼𝑦

𝑗+𝛼
𝑝 , 𝛼 = 1, 2,

𝜙𝛼 =
1

2
𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑡𝑗+0.5𝛼) или 𝜙1 = 0, 𝜙2 = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑡𝑗+1).

Приведем расчетные формулы для решения схемы (31)–(33).
На первом этапе находим решение 𝑦𝑗+

1
2

𝑖1,𝑖2
. Для этого при каждом значении 𝑖2 = 1, 𝑁2 − 1 решается

задача
𝐴1(𝑖1,𝑖2)𝑦

𝑗+ 1
2

𝑖1−1,𝑖2
− 𝐶1(𝑖1,𝑖2)𝑦

𝑗+ 1
2

𝑖1,𝑖2
+𝐵1(𝑖1,𝑖2)𝑦

𝑗+ 1
2

𝑖1+1,𝑖2
= −𝐹 𝑗+ 1

2

1(𝑖1,𝑖2)
, 0 < 𝑖1 < 𝑁1, (34)

𝑦
𝑗+ 1

2
0,𝑖2

= κ11(𝑖2ℎ2, 𝑡𝑗+ 1
2
)𝑦

𝑗+ 1
2

1,𝑖2
+ 𝜇11(𝑖2ℎ2, 𝑡𝑗+ 1

2
),

𝑦
𝑗+ 1

2

𝑁1,𝑖2
= κ12(𝑖2ℎ2, 𝑡𝑗+ 1

2
)𝑦

𝑗+ 1
2

𝑁1−1,𝑖2
+ 𝜇12(𝑖2ℎ2, 𝑡𝑗+ 1

2
),

где

𝐴1(𝑖1,𝑖2) =
(𝑎1)𝑖1,𝑖2
ℎ21

− (𝑟−1 )𝑖1,𝑖2
ℎ1

, 𝐵1(𝑖1,𝑖2) =
(𝑎1)𝑖1+1,𝑖2

ℎ21
+

(𝑟+1 )𝑖1,𝑖2
ℎ1

,

𝐶1(𝑖1,𝑖2) = 𝐴1(𝑖1,𝑖2) +𝐵1(𝑖1,𝑖2) +
1

𝜏
+

1

𝑝
(𝑑1)𝑖1,𝑖2 , 𝐹

𝑗+ 1
2

1(𝑖1,𝑖2)
=

1

𝜏
𝑦𝑗𝑖1,𝑖2 + 𝜙1(𝑖1,𝑖2),

κ11(𝑖2ℎ2, 𝑡𝑗+ 1
2
) =

(𝑎1)1,𝑖2
ℎ1

(𝑎1)1,𝑖2
ℎ1

+ 𝛽
𝑗+ 1

2
−1,𝑖2

, κ12(𝑖2ℎ2, 𝑡𝑗+ 1
2
) =

(𝑎1)𝑁1,𝑖2

ℎ1
(𝑎1)𝑁1,𝑖2

ℎ1
+ 𝛽

𝑗+ 1
2

+1,𝑖2

,

𝜇11(𝑖2ℎ2, 𝑡𝑗+ 1
2
) =

𝜇−1(𝑖2ℎ2, 𝑡𝑗+ 1
2
) +

𝑁1∑︀
𝑖1=0

𝑝1𝑦
𝑗
𝑖1,𝑖2

ℏ1

(𝑎1)1,𝑖2
ℎ1

+ 𝛽
𝑗+ 1

2
−1,𝑖2

, 𝜇12(𝑖2ℎ2, 𝑡𝑗+ 1
2
) =

𝜇+1(𝑖2ℎ2, 𝑡𝑗+ 1
2
) +

𝑁1∑︀
𝑖1=0

𝑝2𝑦
𝑗
𝑖1,𝑖2

ℏ1

(𝑎1)𝑁1,𝑖2

ℎ1
+ 𝛽

𝑗+ 1
2

+1,𝑖2

.

На втором этапе находим решение 𝑦𝑗+1
𝑖1,𝑖2

. Для этого, как и в первом случае, при каждом значении
𝑖1 = 1, 𝑁1 − 1 решается задача

𝐴2(𝑖1,𝑖2)𝑦
𝑗+1
𝑖1,𝑖2−1 − 𝐶2(𝑖1,𝑖2)𝑦

𝑗+1
𝑖1,𝑖2

+𝐵2(𝑖1,𝑖2)𝑦
𝑗+1
𝑖1,𝑖2+1 = −𝐹 𝑗+1

2(𝑖1,𝑖2)
, 0 < 𝑖2 < 𝑁2, (35)

𝑦𝑗+1
𝑖1,0

= κ21(𝑖1ℎ1, 𝑡𝑗+1)𝑦
𝑗+1
𝑖1,1

+ 𝜇21(𝑖1ℎ1, 𝑡𝑗+1),

𝑦𝑗+1
𝑖1,𝑁2

= κ22(𝑖1ℎ1, 𝑡𝑗+1)𝑦
𝑗+1
𝑖1,𝑁2−1 + 𝜇22(𝑖1ℎ1, 𝑡𝑗+1),

где

𝐴2(𝑖1,𝑖2) =
(𝑎2)𝑖1,𝑖2
ℎ22

− (𝑟−2 )𝑖1,𝑖2
ℎ2

, 𝐵2(𝑖1,𝑖2) =
(𝑎2)𝑖1,𝑖2+1

ℎ22
+

(𝑟+2 )𝑖1,𝑖2
ℎ2

,

𝐶2(𝑖1,𝑖2) = 𝐴2(𝑖1,𝑖2) +𝐵2(𝑖1,𝑖2) +
1

𝜏
+

1

𝑝
(𝑑2)𝑖1,𝑖2 , 𝐹

𝑗+1
2(𝑖1,𝑖2)

=
1

𝜏
𝑦
𝑗+ 1

2
𝑖1,𝑖2

+ 𝜙2(𝑖1,𝑖2),

κ21(𝑖1ℎ1, 𝑡𝑗+1) =

(𝑎2)𝑖1,1
ℎ2

(𝑎2)𝑖1,1
ℎ1

+ 𝛽𝑗+1
−2,𝑖1

, κ22(𝑖1ℎ1, 𝑡𝑗+1) =

(𝑎2)𝑖1,𝑁2

ℎ2
(𝑎2)𝑖1,𝑁2

ℎ2
+ 𝛽𝑗+1

+2,𝑖1

,

𝜇21(𝑖1ℎ1, 𝑡𝑗+1) =

𝜇−2(𝑖1ℎ1, 𝑡𝑗+1) +
𝑁2∑︀
𝑖2=0

𝑝1𝑦
𝑗+ 1

2
𝑖1,𝑖2

ℏ2

(𝑎2)𝑖1,1
ℎ2

+ 𝛽𝑗+1
−2,𝑖1

, 𝜇22(𝑖1ℎ1, 𝑡𝑗+1) =

𝜇+2(𝑖1ℎ1, 𝑡𝑗+1) +
𝑁2∑︀
𝑖2=0

𝑝2𝑦
𝑗+ 1

2
𝑖1,𝑖2

ℏ2

(𝑎2)𝑖1,𝑁2

ℎ2
+ 𝛽𝑗+1

+2,𝑖1

.

Как можно видеть, нелокальное условие в граничном условии приводит к нарушению трехдиаго-
нальной структуры матрицы коэффициентов разностной схемы. Поэтому для решения полученных си-
стем разностных уравнений (34), (35) методом прогонки [21, c. 40] можно получить трехдиагональную
структуру матрицы коэффициентов разностных схем, если брать значение искомой сеточной функции
при вычислении суммы в граничном условии (13) с нижнего слоя.
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6. Постановка краевой задачи с эффектом памяти и априорная оценка в дифференци-
альной форме. В задаче (1)–(3) заменим условия (2) условиями вида⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑘𝛼(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝛼
= 𝛽−𝛼(𝑥, 𝑡)𝑢+

𝑡∫︁
0

𝜌(𝑡, 𝜏)𝑢(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏 − 𝜇−𝛼(𝑥, 𝑡), 𝑥𝛼 = 0, 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑇,

−𝑘𝛼(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝛼
= 𝛽+𝛼(𝑥, 𝑡)𝑢− 𝜇+𝛼(𝑥, 𝑡), 𝑥𝛼 = 𝑙𝛼, 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑇,

(36)

где |𝜌(𝑡, 𝜏)| ⩽ 𝑐2.

Допуская существование регулярного решения задачи (1), (36), (3) в цилиндре 𝑄𝑇 , получим апри-
орную оценку для ее решения. Для этого воспользуемся методом энергетических неравенств. Повторяя
рассуждения (5)–(6), получим неравенство

1

2

𝜕

𝜕𝑡
‖𝑢‖20 +

𝑝∑︁
𝛼=1

∫︁
𝐺

𝑘𝛼(𝑥, 𝑡)

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝛼

)︂2

𝑑𝑥 ⩽
𝑝∑︁

𝛼=1

∫︁
𝐺′

𝑢𝑘𝛼(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝛼

⃒⃒⃒⃒𝑙𝛼
0

𝑑𝑥′ + 𝜀‖𝑢𝑥‖20 +𝑀1(𝜀)‖𝑢‖20 +
1

2
‖𝑓‖20. (37)

Пользуясь теоремой 1 и 𝜀-неравенством Коши, первое слагаемое в правой части (37), с учетом (36), оценим
следующим образом:

𝑝∑︁
𝛼=1

∫︁
𝐺′

𝑢𝑘𝛼(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝛼

⃒⃒⃒⃒𝑙𝛼
0

𝑑𝑥′ =

𝑝∑︁
𝛼=1

∫︁
𝐺′

(︁
𝑘𝛼(𝑙𝛼, 𝑥

′, 𝑡)𝑢𝑥(𝑙𝛼, 𝑥
′, 𝑡)𝑢(𝑙𝛼, 𝑥

′, 𝑡)− 𝑘𝛼(0, 𝑥
′, 𝑡)𝑢𝑥(0, 𝑥

′, 𝑡)𝑢(0, 𝑥′, 𝑡)
)︁
𝑑𝑥′ =

=

𝑝∑︁
𝛼=1

∫︁
𝐺′

(︂
𝜇+𝛼(𝑙𝛼, 𝑥

′, 𝑡)𝑢(𝑙𝛼, 𝑥
′, 𝑡)− 𝛽+𝛼(𝑙𝛼, 𝑥

′, 𝑡)𝑢2(𝑙𝛼, 𝑥
′, 𝑡)− 𝛽−𝛼(0, 𝑥

′, 𝑡)𝑢2(0, 𝑥′, 𝑡)−

−𝑢(0, 𝑥′, 𝑡)
𝑡∫︁

0

𝜌(𝑡, 𝜏)𝑢(𝑙𝛼, 𝑥
′, 𝜏)𝑑𝜏 + 𝑢(0, 𝑥′, 𝑡)𝜇−𝛼(0, 𝑥

′, 𝑡)

)︂
𝑑𝑥′ ⩽ 𝜀‖𝑢𝑥‖20+

+𝑀2(𝜀)‖𝑢‖20 + 𝜀

𝑡∫︁
0

‖𝑢𝑥‖20𝑑𝜏 +𝑀3(𝜀)

𝑡∫︁
0

‖𝑢‖20𝑑𝜏 +
1

2

𝑝∑︁
𝛼=1

∫︁
𝐺′

(︁
𝜇2
−𝛼 + 𝜇2

+𝛼

)︁
𝑑𝑥′. (38)

Тогда из неравенства (37), с учетом (38), находим

1

2

𝜕

𝜕𝑡
‖𝑢‖20 +

𝑝∑︁
𝛼=1

∫︁
𝐺

𝑘𝛼(𝑥, 𝑡)

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝛼

)︂2

𝑑𝑥 ⩽ 𝜀𝑀4‖𝑢𝑥‖20 +𝑀5(𝜀)‖𝑢‖20+

+ 𝜀

𝑡∫︁
0

‖𝑢𝑥‖20𝑑𝜏 +𝑀6(𝜀)

𝑡∫︁
0

‖𝑢‖20𝑑𝜏 +
𝑝∑︁

𝛼=1

∫︁
𝐺′

(︁
𝜇2
−𝛼 + 𝜇2

+𝛼

)︁
𝑑𝑥′ + ‖𝑓‖20. (39)

Проинтегрируем (39) по 𝜏 от 0 до 𝑡, тогда получим

‖𝑢‖20 +
𝑡∫︁

0

‖𝑢𝑥‖20𝑑𝜏 ⩽ 𝜀𝑀7

𝑡∫︁
0

‖𝑢𝑥‖20𝑑𝜏 +𝑀8(𝜀)

𝑡∫︁
0

‖𝑢‖20𝑑𝜏 + 𝜀𝑀9

𝑡∫︁
0

𝜏∫︁
0

‖𝑢𝑥‖20𝑑𝜏1𝑑𝜏+

+𝑀10(𝜀)

𝑡∫︁
0

𝜏∫︁
0

‖𝑢‖20𝑑𝜏1𝑑𝜏 +𝑀11

(︂ 𝑡∫︁
0

(︂
‖𝑓‖20 +

𝑝∑︁
𝛼=1

∫︁
𝐺′

(︁
𝜇2
−𝛼 + 𝜇2

+𝛼

)︁
𝑑𝑥′
)︂
𝑑𝜏 + ‖𝑢0(𝑥)‖20

)︂
. (40)

Оценим третье и четвертое слагаемые в правой части неравенства (40) следующим образом:

𝑡∫︁
0

𝜏∫︁
0

‖𝑢𝑥‖20𝑑𝜏1𝑑𝜏 ⩽ 𝑇

𝑡∫︁
0

‖𝑢𝑥‖20𝑑𝜏,
𝑡∫︁

0

𝜏∫︁
0

‖𝑢‖20𝑑𝜏1𝑑𝜏 ⩽ 𝑇

𝑡∫︁
0

‖𝑢‖20𝑑𝜏.

https://road.issn.org/


ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ МЕТОДЫ И ПРОГРАММИРОВАНИЕ / NUMERICAL METHODS AND PROGRAMMING
2022, 23 (2), 153–171. doi 10.26089/NumMet.v23r210

163

С учетом последнего из (40) находим

‖𝑢‖20 +
𝑡∫︁

0

‖𝑢𝑥‖20𝑑𝜏 ⩽ 𝜀𝑀12

𝑡∫︁
0

‖𝑢𝑥‖20𝑑𝜏 ++𝑀13(𝜀)

𝑡∫︁
0

‖𝑢‖20𝑑𝜏+

+𝑀14

(︂ 𝑡∫︁
0

(︂
‖𝑓‖20 +

𝑝∑︁
𝛼=1

∫︁
𝐺′

(︁
𝜇2
−𝛼 + 𝜇2

+𝛼

)︁
𝑑𝑥′
)︂
𝑑𝜏 + ‖𝑢0(𝑥)‖20

)︂
. (41)

Выбирая 𝜀 =
1

𝑀12
, из (41) находим

‖𝑢‖20 ⩽𝑀15

𝑡∫︁
0

‖𝑢‖20𝑑𝜏 +𝑀14

(︂ 𝑡∫︁
0

(︂
‖𝑓‖20 +

𝑝∑︁
𝛼=1

∫︁
𝐺′

(︁
𝜇2
−𝛼 + 𝜇2

+𝛼

)︁
𝑑𝑥′
)︂
𝑑𝜏 + ‖𝑢0(𝑥)‖20

)︂
. (42)

На основании леммы Гронуолла (лемма 1.1 [20, с. 152]) из (42) получаем неравенство

‖𝑢‖20 ⩽𝑀(𝑇 )

(︂ 𝑡∫︁
0

(︂
‖𝑓‖20 +

𝑝∑︁
𝛼=1

∫︁
𝐺′

(︁
𝜇2
−𝛼 + 𝜇2

+𝛼

)︁
𝑑𝑥′
)︂
𝑑𝜏 + ‖𝑢0(𝑥)‖20

)︂
, (43)

где 𝑀(𝑇 ) зависит только от входных данных задачи (1), (36), (3).
Теорема 4. Пусть выполнены условия (4), тогда для решения задачи (1), (36), (3) справедлива

априорная оценка (43).
Из априорной оценки (43) следует единственность решения исходной задачи (1), (36), (3), а также

непрерывная зависимость решения задачи от входных данных на каждом временно́м слое в 𝐿2-норме.

7. Устойчивость и сходимость разностной схемы, аппроксимирующей задачу (1),(3),(36).
На сетке 𝜔ℎ𝜏 дифференциальной задаче (1), (36), (3) поставим в соответствие разностную схему порядка
аппроксимации 𝑂

(︀
|ℎ|+ 𝜏

)︀
:

𝑦𝑡 = Λ(̃︀𝑡)𝑦 + 𝜙, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝜔ℎ𝜏 , (44)

𝑎(+1𝛼)
𝛼 𝑦𝑥𝛼, 0 = 𝛽−𝛼 𝑦0 +

𝑗∑︁
𝑠=0

𝑝𝑠,𝑗𝑦
𝑠
0𝜏 − 𝜇−𝛼, 𝑥𝛼 = 0, (45)

− 𝑎𝛼𝑦𝑥𝛼,𝑁𝛼 = 𝛽+𝛼𝑦𝑁𝛼 − 𝜇+𝛼, 𝑥𝛼 = 𝑙𝛼, (46)

𝑦(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), 𝑥 ∈ 𝜔ℎ, (47)

где Λ(̃︀𝑡) = 𝑝∑︀
𝛼=1

Λ𝛼(̃︀𝑡), Λ𝛼(̃︀𝑡)𝑦 =
(︀
𝑎𝛼𝑦𝑥𝛼

)︀
𝑥𝛼

+ 𝑟+𝛼 𝑦𝑥𝛼
+ 𝑟−𝛼 𝑦𝑥𝛼

− 𝑑𝛼𝑦, 𝜌(𝑡, 𝜏) = 𝑝𝑠,𝑗 .

Для решения задачи (44)–(47) получим априорную оценку, для чего воспользуемся методом энерге-
тических неравенств. Умножим разностное уравнение (44) скалярно на 2𝜏𝑦:

2𝜏(𝑦𝑡, 𝑦) = 2𝜏(Λ(̃︀𝑡)𝑦, 𝑦) + 2𝜏(𝜙, 𝑦). (48)

Следуя рассуждениям (16)–(19), оценим следующее выражение:

−2

𝑝∑︁
𝛼=1

∑︁
𝑖𝛽 ̸=𝑖𝛼

(︃
𝑦0

𝑗∑︁
𝑠=0

𝑝𝑠,𝑗𝑦
𝑠
0𝜏

)︃
𝐻/ℎ𝛼 ⩽

𝑝∑︁
𝛼=1

∑︁
𝑖𝛽 ̸=𝑖𝛼

⎛⎝𝑦20 +
(︃

𝑗∑︁
𝑠=0

𝑝𝑠,𝑗𝑦
𝑠
0𝜏

)︃2
⎞⎠𝐻/ℎ𝛼 ⩽

⩽
𝑝∑︁

𝛼=1

∑︁
𝑖𝛽 ̸=𝑖𝛼

(︃
𝑦20 +𝑀2

𝑗∑︁
𝑠=0

(𝑦𝑠0)
2
𝜏

)︃
𝐻/ℎ𝛼 ⩽ 𝜀‖𝑦𝑥]|2 + 𝑐(𝜀)‖𝑦‖2 +𝑀1

𝑗∑︁
𝑠=0

(︁
𝜀‖𝑦𝑠𝑥]|2 + 𝑐(𝜀)‖𝑦𝑠‖2

)︁
𝜏. (49)

Тогда, учитывая (16)–(19), (49), после несложных преобразований из (48) получим неравенство

‖𝑦‖2 − ‖𝑦‖2 +
𝑝∑︁

𝛼=1

(︀
𝑎𝛼, 𝑦

2
𝑥𝛼

]︀
𝛼
+ 𝜏2‖𝑦𝑡]|2 ⩽ 𝜀𝑀2‖𝑦𝑥]|2𝜏 +𝑀3(𝜀)‖𝑦‖2𝜏+
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+ 𝜀𝑀4

𝑗∑︁
𝑠=0

‖𝑦𝑠𝑥]|2𝜏 +𝑀5(𝜀)

𝑗∑︁
𝑠=0

‖𝑦𝑠‖2𝜏 +𝑀6

(︁
‖𝜙‖2 +

𝑝∑︁
𝛼=1

∑︁
𝑖𝛽 ̸=𝑖𝛼

(︀
𝜇2
+𝛼 + 𝜇2

−𝛼

)︀
𝐻/ℎ𝛼

)︁
𝜏. (50)

Заменив 𝜏 на 𝜏 и умножив затем обе части на 𝜏 , просуммируем (50) по 𝑗 ′ от 1 до 𝑗. Тогда получим

‖𝑦𝑗‖2 +
𝑗∑︁

𝑗 ′=1

‖𝑦𝑗
′

𝑥 ]|2𝜏 ⩽ 𝜀𝑀7

𝑗∑︁
𝑗 ′=1

‖𝑦𝑗
′

𝑥 ]|2𝜏 +𝑀8(𝜀)

𝑗∑︁
𝑗 ′=1

‖𝑦𝑗
′
‖2𝜏+

+ 𝜀𝑀9

𝑗∑︁
𝑗 ′=1

𝑗 ′∑︁
𝑠=0

‖𝑦𝑠𝑥]|2𝜏𝜏 +𝑀10(𝜀)

𝑗∑︁
𝑗 ′=1

𝑗 ′∑︁
𝑠=0

‖𝑦𝑠‖2𝜏𝜏+

+𝑀11

𝑗∑︁
𝑗 ′=1

(︁
‖𝜙𝑗 ′

‖2 +
𝑝∑︁

𝛼=1

∑︁
𝑖𝛽 ̸=𝑖𝛼

(︁
(𝜇𝑗′

+𝛼)
2 + (𝜇𝑗′

−𝛼)
2
)︁
𝐻/ℎ𝛼

)︁
𝜏. (51)

Третье и четвертое слагаемые в правой части (51) оценим так:

𝑗∑︁
𝑗 ′=1

𝑗 ′∑︁
𝑠=0

‖𝑦𝑠𝑥]|2𝜏𝜏 ⩽ 𝑇

𝑗∑︁
𝑗 ′=1

‖𝑦𝑗
′

𝑥 ]|2𝜏,
𝑗∑︁

𝑗 ′=1

𝑗 ′∑︁
𝑠=0

‖𝑦𝑠‖2𝜏𝜏 ⩽ 𝑇

𝑗∑︁
𝑗 ′=1

‖𝑦𝑗
′
‖2𝜏.

В силу последнего из (51) имеем

‖𝑦𝑗‖2 +
𝑗∑︁

𝑗 ′=1

‖𝑦𝑗
′

𝑥 ]|2𝜏 ⩽ 𝜀𝑀12

𝑗∑︁
𝑗 ′=1

‖𝑦𝑗
′

𝑥 ]|2𝜏 +𝑀13(𝜀)

𝑗∑︁
𝑗 ′=1

‖𝑦𝑗
′
‖2𝜏+

+𝑀14

𝑗∑︁
𝑗 ′=1

(︁
‖𝜙𝑗 ′

‖2 +
𝑝∑︁

𝛼=1

∑︁
𝑖𝛽 ̸=𝑖𝛼

(︁
(𝜇𝑗′

+𝛼)
2 + (𝜇𝑗′

−𝛼)
2
)︁
𝐻/ℎ𝛼

)︁
𝜏. (52)

Выбирая 𝜀 =
1

𝑀12
, из последнего находим

‖𝑦𝑗‖2 ⩽𝑀14

𝑗∑︁
𝑗 ′=1

‖𝑦𝑗
′
‖2𝜏 +𝑀15

𝑗∑︁
𝑗 ′=1

(︁
‖𝜙𝑗 ′

‖2 +
𝑝∑︁

𝛼=1

∑︁
𝑖𝛽 ̸=𝑖𝛼

(︁
(𝜇𝑗′

+𝛼)
2 + (𝜇𝑗′

−𝛼)
2
)︁
𝐻/ℎ𝛼

)︁
𝜏 =

=𝑀14‖𝑦𝑗‖2𝜏 +𝑀14

𝑗−1∑︁
𝑗 ′=1

‖𝑦𝑗
′
‖2𝜏 +𝑀15

𝑗∑︁
𝑗 ′=1

(︁
‖𝜙𝑗 ′

‖2 +
𝑝∑︁

𝛼=1

∑︁
𝑖𝛽 ̸=𝑖𝛼

(︁
(𝜇𝑗′

+𝛼)
2 + (𝜇𝑗′

−𝛼)
2
)︁
𝐻/ℎ𝛼

)︁
𝜏. (53)

Выбрав 𝜏0 =
1

2𝑀14
, из (52) получим, что для всех 𝜏 ⩽ 𝜏0 имеет место неравенство

‖𝑦𝑗‖2 ⩽𝑀16

𝑗−1∑︁
𝑗 ′=1

‖𝑦𝑗
′
‖2𝜏 +𝑀17

𝑗∑︁
𝑗 ′=1

(︁
‖𝜙𝑗 ′

‖2 +
𝑝∑︁

𝛼=1

∑︁
𝑖𝛽 ̸=𝑖𝛼

(︁
(𝜇𝑗′

+𝛼)
2 + (𝜇𝑗′

−𝛼)
2
)︁
𝐻/ℎ𝛼

)︁
𝜏. (54)

На основании аналога леммы Гронуолла для сеточной функций [21, c. 171] из (53) получаем апри-
орную оценку

‖𝑦𝑗‖2 ⩽𝑀(𝑇 )

𝑗∑︁
𝑗 ′=1

(︁
‖𝜙𝑗 ′

‖2 +
𝑝∑︁

𝛼=1

∑︁
𝑖𝛽 ̸=𝑖𝛼

(︁
(𝜇𝑗′

+𝛼)
2 + (𝜇𝑗′

−𝛼)
2
)︁
𝐻/ℎ𝛼

)︁
𝜏, (55)

где 𝑀(𝑇 ) — положительная постоянная, не зависящая от |ℎ| и 𝜏 .
Тогда справедлива следующая
Теорема 5. Пусть выполнены условия (4), тогда в классе достаточно гладких коэффициентов

уравнения и граничных условий для решения разностной задачи (44)–(47) при достаточно малом 𝜏 ⩽
𝜏0(𝑐0, 𝑐1, 𝑐2) справедлива априорная оценка (54) на каждом временно́м слое в сеточной норме 𝐿2(𝐺).
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Таким образом, доказаны единственность и устойчивость решения разностной задачи (44)–(47) по
начальным данным и правой части в сеточной норме 𝐿2(𝐺) на слое.

Пусть 𝑢(𝑥, 𝑡) — решение задачи (1), (36), (3), 𝑦(𝑥𝑖, 𝑡𝑗) = 𝑦𝑗𝑖 − решение разностной задачи (44)–(47).
Обозначим через 𝑧𝑗𝑖 = 𝑦𝑗𝑖 − 𝑢𝑗𝑖 погрешность аппроксимации. Тогда, подставляя 𝑦 = 𝑧 + 𝑢 в (44)–(47),
получим задачу для 𝑧:

𝑧𝑡 = Λ(̃︀𝑡)𝑧 +Ψ, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝜔ℎ𝜏 , (56)

𝑎(+1𝛼)
𝛼 𝑧𝑥𝛼, 0 = 𝛽−𝛼 𝑧0 +

𝑗∑︁
𝑠=0

𝑝𝛼𝑠,𝑗𝑧
𝑠
0𝜏 − 𝜈−𝛼, 𝑥 = 0, (57)

− 𝑎𝛼𝑧𝑥𝛼,𝑁𝛼 = 𝛽+𝛼𝑧𝑁𝛼 − 𝜈+𝛼, 𝑥 = 𝑙𝛼, (58)

𝑧(𝑥, 0) = 0, 𝑥 ∈ 𝜔ℎ, (59)

где Ψ = 𝑂
(︀
|ℎ|+ 𝜏

)︀
, 𝜈−𝛼 = 𝑂

(︀
|ℎ|+ 𝜏

)︀
, 𝜈+𝛼 = 𝑂

(︀
|ℎ|+ 𝜏

)︀
— погрешности аппроксимации на решении задачи

(1), (36), (3).
Применяя априорную оценку (54) к решению задачи (55)–(58), получим

‖𝑧𝑗‖2 ⩽𝑀

𝑗∑︁
𝑗 ′=1

⎛⎝‖𝜓𝑗 ′
‖2 +

𝑝∑︁
𝛼=1

∑︁
𝑖𝛽 ̸=𝑖𝛼

(︁
(𝜈𝑗

′

+𝛼)
2 + (𝜈𝑗

′

−𝛼)
2
)︁
𝐻/ℎ𝛼

⎞⎠ 𝜏, (60)

где 𝑀 — положительная постоянная, не зависящая от |ℎ| и 𝜏 .
Из априорной оценки (59) следует сходимость схемы (44)–(47) со скоростью 𝑂(|ℎ| + 𝜏) в сеточной

норме 𝐿2(𝐺), где |ℎ| = ℎ1 + ℎ2 + . . .+ ℎ𝑝.

8. Алгоритм численного решения дифференциальной задачи (1), (36), (3). Перепишем
нелокальную краевую задачу (1), (36), (3) при 0 ⩽ 𝑥𝛼 ⩽ 𝑙𝛼, 𝛼 = 1, 2, 𝑝 = 2, тогда получим

𝜕𝑢

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑥1

(︁
𝑘1(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝑥1

)︁
+

𝜕

𝜕𝑥2

(︁
𝑘2(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝑥2

)︁
+ 𝑟1(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝑥1
+

+ 𝑟2(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)
𝜕𝑢

𝜕𝑥2
− 𝑞1(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)𝑢− 𝑞2(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)𝑢+ 𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑡), (61)

𝑘𝛼(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝛼
= 𝛽−𝛼(𝑥, 𝑡)𝑢+

𝑡∫︁
0

𝜌(𝑡, 𝜏)𝑢(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏 − 𝜇−𝛼(𝑥, 𝑡), 𝑥𝛼 = 0, 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑇, (62)

− 𝑘𝛼(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝛼
= 𝛽+𝛼(𝑥, 𝑡)𝑢− 𝜇+𝛼(𝑥, 𝑡), 𝑥𝛼 = 𝑙𝛼, 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑇, (63)

𝑢(𝑥1, 𝑥2, 0) = 𝑢0(𝑥1, 𝑥2). (64)

Рассмотрим сетку 𝑥(𝑖𝛼)
𝛼 = 𝑖𝛼ℎ𝛼, 𝛼 = 1, 2, 𝑡𝑗 = 𝑗𝜏, где 𝑖𝛼 = 0, 1, . . . , 𝑁𝛼, ℎ𝛼 = 𝑙𝛼/𝑁𝛼, 𝑗 = 0, 1, . . . ,𝑚, 𝜏 =

𝑇/𝑚. Вводится один дробный шаг 𝑡𝑗+ 1
2
= 𝑡𝑗 + 0.5𝜏. Обозначим через 𝑦𝑗+

𝑘
2

𝑖1,𝑖2
= 𝑦𝑗+

𝑘
2 = 𝑦(𝑖1ℎ1, 𝑖2ℎ2, (𝑗 +

0.5𝑘)𝜏), 𝑘 = 0, 1, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . , 𝑗0 сеточную функцию.
Для численного решения двумерной задачи (60)–(63) построим локально-одномерную схему, тогда

имеем ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑦𝑗+

1
2 − 𝑦𝑗

𝜏
= Λ1𝑦

𝑗+ 1
2 + 𝜙1,

𝑦𝑗+1 − 𝑦𝑗+
1
2

𝜏
= Λ2𝑦

𝑗+1 + 𝜙2,

(65)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑦
𝑗+ 1

2
0,𝑖2

= κ11(𝑖2ℎ2, 𝑡𝑗+ 1
2
)𝑦

𝑗+ 1
2

1,𝑖2
+ ̃︀κ11(𝑖2ℎ2, 𝑡𝑗+ 1

2
)𝑦

𝑗+ 1
2

𝑁1,𝑖2
+ 𝜇11(𝑖2ℎ2, 𝑡𝑗+ 1

2
),

𝑦
𝑗+ 1

2

𝑁1,𝑖2
= κ12(𝑖2ℎ2, 𝑡𝑗+ 1

2
)𝑦

𝑗+ 1
2

𝑁1−1,𝑖2
+ 𝜇12(𝑖2ℎ2, 𝑡𝑗+ 1

2
),

𝑦𝑗+1
𝑖1,0

= κ21(𝑖1ℎ1, 𝑡𝑗+1)𝑦
𝑗+1
𝑖1,1

+ ̃︀κ21(𝑖1ℎ1, 𝑡𝑗+1)𝑦
𝑗+1
𝑖1,𝑁2

+ 𝜇21(𝑖1ℎ1, 𝑡𝑗+1),

𝑦𝑗+1
𝑖1,𝑁2

= κ22(𝑖1ℎ1, 𝑡𝑗+1)𝑦
𝑗+1
𝑖1,𝑁2−1 + 𝜇22(𝑖1ℎ1, 𝑡𝑗+1),

(66)
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𝑦0𝑖1,𝑖2 = 𝑢0(𝑖1ℎ1, 𝑖2ℎ2), (67)

Λ𝛼(̃︀𝑡)𝑦𝑗+𝛼
𝑝 =

(︁
𝑎𝛼𝑦

𝑗+𝛼
𝑝

𝑥̄𝛼

)︁
𝑥𝛼

+ 𝑟+𝛼 𝑦
𝑗+𝛼

𝑝
𝑥𝛼 + 𝑟−𝛼 𝑦

𝑗+𝛼
𝑝

𝑥̄𝛼
− 𝑑𝛼𝑦

𝑗+𝛼
𝑝 , 𝛼 = 1, 2,

𝜙𝛼 =
1

2
𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑡𝑗+0.5𝛼) или 𝜙1 = 0, 𝜙2 = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑡𝑗+1).

Приведем расчетные формулы для решения схемы (64)–(66).
На первом этапе находим решение 𝑦𝑗+

1
2

𝑖1,𝑖2
. Для этого при каждом значении 𝑖2 = 1, 𝑁2 − 1 решается

задача
𝐴1(𝑖1,𝑖2)𝑦

𝑗+ 1
2

𝑖1−1,𝑖2
− 𝐶1(𝑖1,𝑖2)𝑦

𝑗+ 1
2

𝑖1,𝑖2
+𝐵1(𝑖1,𝑖2)𝑦

𝑗+ 1
2

𝑖1+1,𝑖2
= −𝐹 𝑗+ 1

2

1(𝑖1,𝑖2)
, 0 < 𝑖1 < 𝑁1, (68)

𝑦
𝑗+ 1

2
0,𝑖2

= κ11(𝑖2ℎ2, 𝑡𝑗+ 1
2
)𝑦

𝑗+ 1
2

1,𝑖2
+ ̃︀κ11(𝑖2ℎ2, 𝑡𝑗+ 1

2
)𝑦

𝑗+ 1
2

𝑁1,𝑖2
+ 𝜇11(𝑖2ℎ2, 𝑡𝑗+ 1

2
),

𝑦
𝑗+ 1

2

𝑁1,𝑖2
= κ12(𝑖2ℎ2, 𝑡𝑗+ 1

2
)𝑦

𝑗+ 1
2

𝑁1−1,𝑖2
+ 𝜇12(𝑖2ℎ2, 𝑡𝑗+ 1

2
),

где

𝐴1(𝑖1,𝑖2) =
(𝑎1)𝑖1,𝑖2
ℎ21

− (𝑟−1 )𝑖1,𝑖2
ℎ1

, 𝐵1(𝑖1,𝑖2) =
(𝑎1)𝑖1+1,𝑖2

ℎ21
+

(𝑟+1 )𝑖1,𝑖2
ℎ1

,

𝐶1(𝑖1,𝑖2) = 𝐴1(𝑖1,𝑖2) +𝐵1(𝑖1,𝑖2) +
1

𝜏
+

1

2
(𝑑1)𝑖1,𝑖2 , 𝐹

𝑗+ 1
2

1(𝑖1,𝑖2)
=

1

𝜏
𝑦𝑗𝑖1,𝑖2 + (𝜙1)𝑖1,𝑖2 ,

κ11(𝑖2ℎ2, 𝑡𝑗+ 1
2
) =

(𝑎1)1,𝑖2
ℎ1

(𝑎1)1,𝑖2
ℎ1

+ 𝛽
𝑗+ 1

2
−1,𝑖2

, ̃︀κ11(𝑖2ℎ2, 𝑡𝑗+ 1
2
) =

𝜏

2
𝑝1,𝑗,𝑗

(𝑎1)1,𝑖2
ℎ1

+ 𝛽
𝑗+ 1

2
−1,𝑖2

,

𝜇11(𝑖2ℎ2, 𝑡𝑗+ 1
2
) =

𝜇−1(𝑖2ℎ2, 𝑡𝑗+ 1
2
) +

1

2

𝑗∑︀
𝑠=0

𝑝1,𝑗,𝑠𝑦
𝑠
𝑁1,𝑖2

𝜏

(𝑎1)1,𝑖2
ℎ1

+ 𝛽
𝑗+ 1

2
−1,𝑖2

,

κ12(𝑖2ℎ2, 𝑡𝑗+ 1
2
) =

(𝑎1)𝑁1,𝑖2

ℎ1
(𝑎1)𝑁1,𝑖2

ℎ1
+ 𝛽

𝑗+ 1
2

+1,𝑖2

= 1, 𝜇12(𝑖2ℎ2, 𝑡𝑗+ 1
2
) =

𝜇+1(𝑖2ℎ2, 𝑡𝑗+ 1
2
) +

1

2

𝑗∑︀
𝑠=0

𝑝2,𝑗,𝑠𝑦
𝑠
0,𝑖2

𝜏

(𝑎1)𝑁1,𝑖2

ℎ1
+ 𝛽

𝑗+ 1
2

+1,𝑖2

.

На втором этапе находим решение 𝑦𝑗+1
𝑖1,𝑖2

. Для этого, как и в первом случае, при каждом значении
𝑖1 = 1, 𝑁1 − 1 решается задача

𝐴2(𝑖1,𝑖2)𝑦
𝑗+1
𝑖1,𝑖2−1 − 𝐶2(𝑖1,𝑖2)𝑦

𝑗+1
𝑖1,𝑖2

+𝐵2(𝑖1,𝑖2)𝑦
𝑗+1
𝑖1,𝑖2+1 = −𝐹 𝑗+1

2(𝑖1,𝑖2)
, 0 < 𝑖2 < 𝑁2, (69)

𝑦
𝑗+ 1

2
𝑖1,0

= κ21(𝑖1ℎ1, 𝑡𝑗+1)𝑦
𝑗+1
𝑖1,1

+ ̃︀κ21(𝑖1ℎ1, 𝑡𝑗+1)𝑦
𝑗+1
𝑖1,𝑁2

+ 𝜇21(𝑖1ℎ1, 𝑡𝑗+1),

𝑦𝑗+1
𝑖1,𝑁2

= κ22(𝑖1ℎ1, 𝑡𝑗+1)𝑦
𝑗+1
𝑖1,𝑁2−1 + 𝜇22(𝑖1ℎ1, 𝑡𝑗+1),

где

𝐴2(𝑖1,𝑖2) =
(𝑎2)𝑖1,𝑖2
ℎ22

− (𝑟−2 )𝑖1,𝑖2
ℎ2

, 𝐵2(𝑖1,𝑖2) =
(𝑎2)𝑖1,𝑖2+1

ℎ22
+

(𝑟+2 )𝑖1,𝑖2
ℎ2

,

𝐶2(𝑖1,𝑖2) = 𝐴2(𝑖1,𝑖2) +𝐵2(𝑖1,𝑖2) +
1

𝜏
+

1

2
(𝑑2)𝑖1,𝑖2 , 𝐹

𝑗+ 1
2

2(𝑖1,𝑖2)
=

1

𝜏
𝑦𝑗𝑖1,𝑖2 + (𝜙1)𝑖1,𝑖2 ,

κ21(𝑖1ℎ1, 𝑡𝑗+1) =

(𝑎2)𝑖1,1
ℎ2

(𝑎2)𝑖1,1
ℎ1

+ 𝛽𝑗+1
−2,𝑖1

, ̃︀κ21(𝑖1ℎ1, 𝑡𝑗+1) =

𝜏

2
𝑝1,𝑗,𝑗

(𝑎2)𝑖1,1
ℎ1

+ 𝛽𝑗+1
−2,𝑖1

,

𝜇21(𝑖1ℎ1, 𝑡𝑗+1) =

𝜇−2(𝑖1ℎ1, 𝑡𝑗+1) +
1

2

𝑗∑︀
𝑠=0

𝑝1,𝑗,𝑠𝑦
𝑠+ 1

2

𝑖1,𝑁2
𝜏

(𝑎2)𝑖1,1
ℎ2

+ 𝛽𝑗+1
−2,𝑖1

,
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κ22(𝑖1ℎ1, 𝑡𝑗+1) =

(𝑎2)𝑖1,𝑁2

ℎ2
(𝑎2)𝑖1,𝑁2

ℎ2
+ 𝛽𝑗+1

+2,𝑖1

= 1, 𝜇22(𝑖1ℎ1, 𝑡𝑗+1) =

𝜇+2(𝑖1ℎ1, 𝑡𝑗+1) +
1

2

𝑗∑︀
𝑠=0

𝑝2,𝑗,𝑠𝑦
𝑠+ 1

2
𝑖1,0

𝜏

(𝑎2)𝑖1,𝑁2

ℎ2
+ 𝛽𝑗+1

+2,𝑖1

.

Как можно видеть, нелокальное условие в граничном условии (45) приводит к нарушению трехдиа-
гональной структуры матрицы коэффициентов разностной схемы (64)–(66), поэтому для решения каждой
из задач (67), (68) применяется метод окаймления [24, с. 187]. С помощью этого метода решение каждой за-
дачи (67), (68) сводится к решению двух систем линейных алгебраических уравнений с трехдиагональной
матрицей коэффициентов [25, 26], решение каждой из которых находится известным методом прогонки
[21, с. 40].

Для решения полученных систем разностных уравнений (34), (35), (67), (68) также можно исполь-
зовать итерационные методы решения. При решении полученной алгебраической задачи 𝐴𝑦 = 𝑓 итера-
ционным методом, где 𝐴 — матрица коэффициентов системы разностных уравнений, необходимо, чтобы
выполнялись следующие условия сходимости итерационного процесса:

𝑁∑︁
𝑗=1
𝑗 ̸=𝑖

⃒⃒⃒⃒
𝑎𝑖𝑗
𝑎𝑖𝑖

⃒⃒⃒⃒
< 1, ‖𝐴𝑦𝑘 − 𝑓‖ ⩽ 𝜀‖𝐴𝑦0 − 𝑓‖, ‖𝑦𝑘 − 𝑦‖ → 0, 𝑘 → ∞.

9. Тестовая задача и численные результаты. Коэффициенты уравнения и граничных условий
дифференциальных задач (1)–(3) и (1), (36), (3) подбираются таким образом, чтобы точным решением
каждой из задач при 𝑝 = 2 была функция

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑡3(𝑥41 + 𝑥42).

В табл. 1–4 при уменьшении шагов сетки приведены максимальные значения погрешности (𝑧 = 𝑦−𝑢)
и вычислительный (апостериорный) порядок сходимости (ПС) в нормах ‖ · ‖𝐿2(𝑤̄ℎ𝜏 ) и ‖ · ‖𝐶(𝑤̄ℎ𝜏 ), где

Таблица 1. Изменение погрешности в норме ‖ · ‖𝐿2(𝑤̄ℎ𝜏 )

при уменьшении шагов сетки для задачи (1)–(3)

Table 1. The error in the norm ‖ · ‖𝐿2(𝑤̄ℎ𝜏 ) when decreasing grid size for problem (1)–(3)

ℎ̄
Максимальная погрешность

Maximum error
ПС1

CO1

ПС2

CO2

1/10 1.032637015
1/20 0.547813706 0.914575949 0.200892451
1/40 0.281603185 0.960021708 0.343534224
1/80 0.142720882 0.980467215 0.444284024
1/160 0.071841399 0.990309082 0.518857968
1/320 0.036041221 0.995167572 0.576093455

Таблица 2. Изменение погрешности в норме ‖ · ‖𝐶(𝑤̄ℎ𝜏 )

при уменьшении шагов сетки для задачи (1)–(3)

Table 2. The error in the norm ‖ · ‖𝐶(𝑤̄ℎ𝜏 ) when decreasing grid size for problem (1)–(3)

ℎ̄
Максимальная погрешность

Maximum error
ПС1

CO1

ПС2

CO2

1/10 1.044516941
1/20 0.537693875 0.957978946 0.207116601
1/40 0.276630161 0.958826576 0.348364276
1/80 0.143524709 0.946659326 0.443002343
1/160 0.074316082 0.949552780 0.512184999
1/320 0.037822868 0.974415684 0.567728700
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Таблица 3. Изменение погрешности в норме ‖ · ‖𝐿2(𝑤̄ℎ𝜏 )

при уменьшении шагов сетки для задачи (1), (36), (3)

Table 3. The error in the norm ‖ · ‖𝐿2(𝑤̄ℎ𝜏 ) when decreasing grid size for problem (1), (36), (3)

ℎ̄
Максимальная погрешность

Maximum error
ПС1

CO1

ПС2

CO2

1/10 0.761603659
1/20 0.420323759 0.857539400 0.289321584
1/40 0.225420126 0.898884680 0.403859602
1/80 0.113923876 0.984546188 0.495712369

Таблица 4. Изменение погрешности в норме ‖ · ‖𝐶(𝑤̄ℎ𝜏 )

при уменьшении шагов сетки для задачи (1), (36), (3)

Table 4. The error in the norm ‖ · ‖𝐶(𝑤̄ℎ𝜏 ) when decreasing grid size for problem (1), (36), (3)

ℎ̄
Максимальная погрешность

Maximum error
ПС1

CO1

ПС2

CO2

1/10 0.887284182
1/20 0.469849020 0.917199009 0.252139977
1/40 0.248699773 0.917792048 0.377217216
1/80 0.130161211 0.934105605 0.465305594

‖𝑦‖𝐶(𝑤̄ℎ𝜏 ) = max
(𝑥𝑖,𝑡𝑗)∈𝑤̄ℎ𝜏

|𝑦|, когда ℎ̄ = ℎ1 = ℎ2 = 𝜏 . Погрешность уменьшается в соответствии с порядком

аппроксимации 𝑂(ℎ̄+ 𝜏).
Вычислительный (апостериорный) порядок сходимости будем определять по двум формулам

ПС1 = log2
||𝑧1||
||𝑧2||

, ПС2 =
ln ||𝑧2||
lnℎ

,

где 𝑧1 и 𝑧2 — погрешности, соответствующие шагам 0, 5ℎ̄ и ℎ̄.

10. Заключение. В настоящей работе рассматриваются краевые задачи для многомерного урав-
нения параболического типа с переменными коэффициентами и граничными условиями интегрального
вида. Методом энергетических неравенств для решения каждой из нелокальных задач получены априор-
ные оценки в дифференциальной и разностной трактовках. Из полученных априорных оценок следуют
единственность и устойчивость решения по правой части и начальным данным, а также сходимость реше-
ния разностной задачи к решению исходной дифференциальной задачи в 𝐿2-норме со скоростью 𝑂(|ℎ|+𝜏).
Для каждой из рассмотренных задач построен алгоритм численного решения, проведены численные рас-
четы тестовых примеров.
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