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Аннотация: В статье рассматривается явно-неявная балансно-характеристическая схема
CABARETI–NH (CABARET Implicit Non-Hydrostatic), основанная на схеме КАБАРЕ, для ре-
шения гиперболизированной системы уравнений Навье–Стокса. Неявность вдоль одного про-
странственного направления позволяет значительно увеличить шаг по времени на вычисли-
тельных сетках с большим аспектным отношением ячеек. Для разрешения введенной неявно-
сти используется метод гиперболической прогонки. Это позволяет сохранить вычислительную
эффективность алгоритма на уровне явных схем. Приводятся результаты валидации модели на
лабораторном эксперименте трехмерного гравитационного течения стратифицированной жид-
кости.
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1. Введение. Морские и океанические течения определяются сложными физическими процесса-
ми [1–4]. Развитие вычислительных систем привело к возможности численного моделирования динами-
ки жидкости. Первые численные модели динамики жидкости создавались на основе гидростатического
приближения, которое предполагает отсутствие вертикального ускорения в уравнении движения. На ос-
нове балансно-характеристической схемы КАБАРЕ была создана многослойная гидростатическая модель
CABARET–MFSH [5, 6] расчета стратифицированных течений со свободной поверхностью в поле сил
тяжести. Однако гидростатические модели имеют ограничения применимости и не позволяют в полной
мере моделировать все виды течений. В частности, они неприменимы для моделирования трансформации
крупномасштабных длинноволновых движений на выраженных элементах рельефа.

В последние два десятилетия получили большое развитие негидростатические модели, основанные на
системе уравнений Навье–Стокса [7–11]. Такие модели позволяют изучать широкий спектр океанологиче-
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ских явлений: глубоководную конвекцию [12], мезомасштабную циркуляцию [13], баротропно-бароклинное
взаимодействие [14] и многие другие. Основной вычислительной проблемой данных моделей является ста-
ционарное уравнение неразрывности, приводящее к разностному аналогу уравнения Пуассона, разрешение
которого на каждом шаге по времени является ресурсоемкой задачей.

Альтернативным подходом является использование гиперболических систем уравнений, приближаю-
щих систему уравнений Навье–Стокса [15, 16]. Так, на основе приближения слабой сжимаемости и схемы
КАБАРЕ была создана явная численная модель негидростатической динамики жидкости CABARET–
NH [17].

Расчетная область в задачах вычислительной океанологии зачастую обладает неравносильными го-
ризонтальным и вертикальным размерами, поэтому применяемые в этих задачах вычислительные ячей-
ки имеют высокое аспектное отношение. Для явных схем главным ограничением на шаг по времени
из условия Куранта является вертикальный размер используемых ячеек. В то же время использование
полностью неявных схем приводит к необходимости разрешения больших систем линейных уравнений
и уменьшает эффективность распараллеливания полученных алгоритмов. В данной работе предлагает-
ся явно-неявная модель CABARETI–NH (CABARET Implicit Non-Hydrostatic) динамики слабосжимаемой
жидкости, явная вдоль горизонтальных направлений и неявная по вертикали. Описанный в данной работе
метод гиперболической прогонки для разрешения неявности позволяет получить вычислительную слож-
ность алгоритма, сравнимую с явной моделью CABARET–NH. В статье приводятся результаты валидации
построенной схемы на лабораторных экспериментах по динамике стратифицированной жидкости [18].

Текст организован следующим образом. В разделе 2 приводится дифференциальная система уравне-
ний динамики слабосжимаемой жидкости. Раздел 3 посвящен описанию явно-неявной схемы и алгоритму
решения по ней. Валидация модели на лабораторных экспериментах приводится в разделе 4. Статья за-
вершается разделом 5 с заключительными замечаниями.

2. Негидростатическая модель динамики слабосжимаемой жидкости. Рассмотрим систему
трехмерных уравнений гидродинамики в приближении Буссинеска с учетом слабосжимаемости жидкости
в смешанных эйлерово-лагранжевых переменных [17]:
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где (𝑥, 𝑦, 𝑧) — эйлерова декартова система координат, которая связана с лагранжевой системой коорди-
нат (𝑥′, 𝑦′, 𝑧′) якобианом перехода 𝐽 = 𝜕(𝑥, 𝑦, 𝑧)/𝜕(𝑥′, 𝑦′, 𝑧′) = 𝜕𝑧/𝜕𝑧′, 𝜌 — плотность жидкости, 𝜌0 —
средняя начальная плотность жидкости, 𝜃 — безразмерный параметр, показывающий отклонение объема
лагранжевой частицы от первоначального, 𝛿𝑃 — приращение давления относительно гидростатического:
𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝜌0𝑔(𝐻0−𝑧)+𝛿𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡),𝐻0 — средняя начальная высота жидкости, (𝑢, 𝑣, 𝑤) — компоненты
вектора скорости в системе координат (𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑐 — искусственная скорость звука, 𝑔 — ускорение свобод-
ного падения. Параметр 𝑐 подбирается таким образом, чтобы выполнялось условие |𝛿𝜃| = |𝜃 − 1| < 0.01.

Будем предполагать, что система уравнений (1) описывает динамику жидкости в области (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈
Ω, Ω = [𝑥min, 𝑥max] × [𝑦min, 𝑦max] × [𝐵(𝑥, 𝑦), 𝑧max(𝑥, 𝑦, 𝑡)], ограниченной жесткими стенками при 𝑥 = 𝑥min,
𝑥 = 𝑥max, 𝑦 = 𝑦min, 𝑦 = 𝑦max, некоторым неровным дном при 𝑧 = 𝐵(𝑥, 𝑦), а при 𝑧 = 𝑧max(𝑥, 𝑦, 𝑡) —
свободной поверхностью. Таким образом, система (1) дополняется следующими граничными условиями:

𝑢(𝑥min, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 0, 𝑢(𝑥max, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 0,

𝑣(𝑥, 𝑦min, 𝑧, 𝑡) = 0, 𝑣(𝑥, 𝑦max, 𝑧, 𝑡) = 0,
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Система уравнений (1) является гиперболической. По каждому из направлений 𝑥, 𝑦, 𝑧 можно выпи-
сать ее характеристическую форму:
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где 𝐼∙ — векторы локальных инвариантов Римана [19], 𝜆∙𝑚 — собственные значения по соответствую-
щим направлениям, 𝐺∙ — векторы правых частей, выражения для которых нам не важны. Величины с
индексами loc в (5) считаются постоянными в пределах каждой пространственно-временной ячейки.

3. Явно-неявная численная модель CABARETI–NH. Опишем методику построения и алго-
ритм решения явно-неявной схемы КАБАРЕ для системы уравнений (1), явной вдоль направлений 𝑥 и
𝑦 и неявной вдоль 𝑧. Введение неявности только по одному вертикальному направлению позволяет со-
хранить вычислительную эффективность алгоритма и снять ограничения на шаг по времени, вызванные
размерами ячеек сетки по вертикальному направлению.

Пусть имеется некоторая структурированная шестигранная сетка с прямыми ребрами по оси 𝑧 и
косыми по осям 𝑥 и 𝑦, узлы которой могут передвигаться по оси 𝑧: 𝜔ℎ = {(𝑥𝑖, 𝑦𝑗 , 𝑧𝑖,𝑗,𝑘) | 𝑖 = 0, 𝑁𝑥, 𝑗 =

0, 𝑁𝑦, 𝑘 = 0, 𝑁𝑧}, 𝑥𝑖+1−𝑥𝑖 = ℎ𝑥𝑖+1/2, 𝑦𝑗+1−𝑦𝑗 = ℎ𝑦𝑗+1/2, 𝑧𝑖,𝑗,0 = 𝑧max(𝑥𝑖, 𝑦𝑗), 𝑧𝑖,𝑗,𝑁𝑧
= 𝐵(𝑥𝑖, 𝑦𝑗). Пусть также

имеется неравномерная сетка по времени 𝜔𝜏 = {𝑡𝑛 | 𝑡𝑛+1− 𝑡𝑛 = 𝜏𝑛, 𝑛 = 0,𝐾 − 1}. Зададим в центрах ячеек
сетки 𝜔ℎ×𝜔𝜏 так называемые консервативные переменные: 𝜙𝑛

𝑖+1/2,𝑗+1/2,𝑘+1/2 — на целых слоях по времени,

𝜙
𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑗+1/2,𝑘+1/2 — на полуцелых слоях по времени. В центрах граней сетки зададим так называемые

потоковые переменные на целых слоях по времени: 𝜓𝑛
𝑖+1/2,𝑗+1/2,𝑘, 𝜓

𝑛
𝑖+1/2,𝑗,𝑘+1/2 и 𝜓𝑛

𝑖,𝑗+1/2,𝑘+1/2. В качестве
консервативных и потоковых переменных зададим полный набор неизвестных рассматриваемой системы:
{𝜙,𝜓} = {𝜌, 𝜃, 𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝛿𝑃}.

Как и явная схема [17], явно-неявный алгоритм CABARETI–NH состоит из трех фаз: двух балансных
фаз и одной характеристической.

3.1. Балансные фазы явно-неявной схемы КАБАРЕ. Первая балансная фаза схемы
CABARETI–NH представляет собой консервативную аппроксимацию законов сохранения (1) по методу
конечного объема для каждой ячейки сетки (см. обозначения на рис. 1):

(𝑉 𝑠)
𝑛+1/2
𝑐 − (𝑉 𝑠)𝑛𝑐
𝜏𝑛/2

+ 𝑎𝑛
𝑅(𝑧

𝑛
56 − 𝑧𝑛12)ℎ

𝑦
𝑐 − 𝑎𝑛

𝐿(𝑧
𝑛
78 − 𝑧𝑛34)ℎ

𝑦
𝑐 + 𝑎𝑛

𝐷(𝑧𝑛12 − 𝑧𝑛34)ℎ
𝑦
𝑐 − 𝑎𝑛

𝑇 (𝑧
𝑛
56 − 𝑧𝑛78)ℎ

𝑦
𝑐+

+ 𝑏𝑛𝐹 (𝑧
𝑛
67 − 𝑧𝑛23)ℎ

𝑥
𝑐 − 𝑏𝑛𝐵(𝑧

𝑛
58 − 𝑧𝑛14)ℎ

𝑥
𝑐 + 𝑏𝑛𝐷(𝑧𝑛23 − 𝑧𝑛14)ℎ

𝑥
𝑐 − 𝑏𝑛𝑇 (𝑧

𝑛
67 − 𝑧𝑛58)ℎ

𝑥
𝑐+

+ 𝑑𝑛+1
𝑇 ℎ𝑥𝑐ℎ

𝑦
𝑐 − 𝑑𝑛+1

𝐷 ℎ𝑥𝑐ℎ
𝑦
𝑐 = 𝑓(𝜌𝑛𝑐 )𝑉

𝑛
𝑐 , (6)
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𝑥

𝑦

𝑧

𝑧1

𝑧2

𝑧3

𝑧4

𝑧5

𝑧6
𝑧7

𝑧8
𝜙𝑐

𝜓𝑇

𝜓𝐷

𝜓𝑅
𝜓𝐿

𝜓𝐹

𝜓𝐵

Рис. 1. Шаблон консервативных
фаз (6) и (7)

Fig. 1. Template of the conservative
phases (6) and (7)

где 𝑉 𝑛
𝑐 — объем ячейки на слое по времени 𝑛, ℎ𝑥𝑐 и ℎ𝑦𝑐 — размеры

ячейки по направлениям 𝑥 и 𝑦 соответственно, 𝑧𝑝𝑚 — 𝑧-координата
центра ребра сетки, соединяющего узлы c 𝑧-координатами 𝑧𝑝 и
𝑧𝑚. Данные разностные уравнения записаны в векторной форме и
используют следующие векторы:

𝑠 = (𝜃, 𝜃𝑢, 𝜃𝑣, 𝜃𝑤, 𝜃𝜌)𝑇 ,

𝑎 = (𝜃𝑢, 𝜃𝑢2 + 𝛿𝑃/𝜌0, 𝜃𝑢𝑣, 𝜃𝑢𝑤, 𝜃𝜌𝑢)
𝑇 ,

𝑏 = (𝜃𝑣, 𝜃𝑢𝑣, 𝜃𝑣2 + 𝛿𝑃/𝜌0, 𝜃𝑣𝑤, 𝜃𝜌𝑣)
𝑇 ,

𝑑 = (𝜃(𝑤 − �̇�), 𝜃𝑢(𝑤 − �̇�), 𝜃𝑣(𝑤 − �̇�), 𝜃𝑤(𝑤 − �̇�) + 𝛿𝑃/𝜌0, 𝜃𝜌(𝑤 − �̇�))𝑇 ,

𝑓(𝜌) = (0, 0, 0,−[𝜌/𝜌0 − 1]𝑔, 0)𝑇 .

Основным отличием балансной фазы (6) от первой фазы яв-
ного алгоритма [17] является неявная аппроксимация потоков 𝑧-
компоненты импульса. По формулам (6) необходимо вычислить
значения консервативных переменных на промежуточном слое
𝜙
𝑛+1/2
𝑐 , что нельзя сделать явно, пока неизвестны потоковые пе-

ременные на горизонтальных гранях ячеек 𝜓𝑛+1
𝑖+1/2,𝑗+1/2,𝑘. Вычис-

ление этих потоковых переменных происходит на характеристической фазе алгоритма, которая будет
описана в следующем разделе. Балансная фаза (6) и характеристическая фаза вместе образуют этап
“предиктор” алгоритма.

После нахождения потоковых переменных на горизонтальных гранях и консервативных переменных
на промежуточном слое по формулам (6) осуществляется явное вычисление оставшихся потоковых пере-
менных 𝜓𝑛+1

𝑖,𝑗+1/2,𝑘+1/2 и 𝜓𝑛+1
𝑖+1/2,𝑗,𝑘+1/2 по стандартным для схем семейства КАБАРЕ процедурам линейной

экстраполяции инвариантов Римана, описанным в [17]. Затем проводится вычисление консервативных
переменных на следующем слое по времени 𝜙𝑛+1

𝑐 с помощью следующей консервативной аппроксимации
законов сохранения (1) по методу конечного объема для каждой ячейки сетки:

(𝑉 𝑠)𝑛+1
𝑐 − (𝑉 𝑠)𝑛𝑐
𝜏𝑛

+ 0.5 [𝑎𝑛
𝑅(𝑧

𝑛
56 − 𝑧𝑛12)ℎ

𝑦
𝑐 − 𝑎𝑛

𝐿(𝑧
𝑛
78 − 𝑧𝑛34)ℎ

𝑦
𝑐 + 𝑎𝑛

𝐷(𝑧𝑛12 − 𝑧𝑛34)ℎ
𝑦
𝑐 − 𝑎𝑛

𝑇 (𝑧
𝑛
56 − 𝑧𝑛78)ℎ

𝑦
𝑐+

+ 𝑏𝑛𝐹 (𝑧
𝑛
67 − 𝑧𝑛23)ℎ

𝑥
𝑐 − 𝑏𝑛𝐵(𝑧

𝑛
58 − 𝑧𝑛14)ℎ

𝑥
𝑐 + 𝑏𝑛𝐷(𝑧𝑛23 − 𝑧𝑛14)ℎ

𝑥
𝑐 − 𝑏𝑛𝑇 (𝑧

𝑛
67 − 𝑧𝑛58)ℎ

𝑥
𝑐 + 𝑑𝑛

𝑇ℎ
𝑥
𝑐ℎ

𝑦
𝑐 − 𝑑𝑛

𝐷ℎ
𝑥
𝑐ℎ

𝑦
𝑐 ] +

+ 0.5
[︀
𝑎𝑛+1
𝑅 (𝑧𝑛+1

56 − 𝑧𝑛+1
12 )ℎ𝑦𝑐 − 𝑎𝑛+1

𝐿 (𝑧𝑛+1
78 − 𝑧𝑛+1

34 )ℎ𝑦𝑐 + 𝑎𝑛+1
𝐷 (𝑧𝑛+1

12 − 𝑧𝑛+1
34 )ℎ𝑦𝑐 − 𝑎𝑛+1

𝑇 (𝑧𝑛+1
56 − 𝑧𝑛+1

78 )ℎ𝑦𝑐+

+ 𝑏𝑛+1
𝐹 (𝑧𝑛+1

67 − 𝑧𝑛+1
23 )ℎ𝑥𝑐 − 𝑏𝑛+1

𝐵 (𝑧𝑛+1
58 − 𝑧𝑛+1

14 )ℎ𝑥𝑐 + 𝑏𝑛+1
𝐷 (𝑧𝑛+1

23 − 𝑧𝑛+1
14 )ℎ𝑥𝑐 − 𝑏𝑛+1

𝑇 (𝑧𝑛+1
67 − 𝑧𝑛+1

58 )ℎ𝑥𝑐+

+ 𝑑𝑛+1
𝑇 ℎ𝑥𝑐ℎ

𝑦
𝑐 − 𝑑𝑛+1

𝐷 ℎ𝑥𝑐ℎ
𝑦
𝑐 ] = 0.5

[︀
𝑓(𝜌𝑛𝑐 )𝑉

𝑛
𝑐 + 𝑓(𝜌𝑛+1

𝑐 )𝑉 𝑛+1
𝑐

]︀
. (7)

Балансная фаза (7) аппроксимирует исходные уравнения со вторым порядком по времени и пространству
и называется этапом “корректор”.

3.2. Характеристическая фаза явно-неявной схемы КАБАРЕ. Характеристическая фаза
явно-неявной схемы КАБАРЕ, как и в явной схеме [17], представляет собой линейную экстраполяцию
локальных инвариантов Римана (5) по направлениям, определяемым собственными значениями системы
на полуцелом слое. Так, для инвариантов по направлению 𝑧 справедливы следующие формулы:

(𝐼𝑧𝑚)𝑛+1
𝑖+1/2,𝑗+1/2,𝑘 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2(𝐼𝑧𝑚)
𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑗+1/2,𝑘+1/2 − (𝐼𝑧𝑚)𝑛𝑖+1/2,𝑗+1/2,𝑘+1, если �̃�𝑚 > 0,

2(𝐼𝑧𝑚)
𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑗+1/2,𝑘−1/2 − (𝐼𝑧𝑚)𝑛𝑖+1/2,𝑗+1/2,𝑘−1, если �̃�𝑚 < 0, 𝑚 = 1, 5,

0.5
[︁
(𝐼𝑧𝑚)

𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑗+1/2,𝑘−1/2 + (𝐼𝑧𝑚)

𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑗+1/2,𝑘+1/2

]︁
, иначе

�̃�𝑚 = 0.5
[︁
(𝜆𝑧𝑚)

𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑗+1/2,𝑘−1/2 + (𝜆𝑧𝑚)

𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑗+1/2,𝑘+1/2

]︁
.

(8)
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Приближение слабой сжимаемости позволяет рассматривать лишь дозвуковые течения жидкости,
при которых направление переноса инвариантов 𝐼𝑧1 и 𝐼𝑧2 всегда фиксировано, что упрощает формулы (8):

(𝐼𝑧1 )
𝑛+1
𝑖+1/2,𝑗+1/2,𝑘 = 2(𝐼𝑧1 )

𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑗+1/2,𝑘+1/2 − (𝐼𝑧1 )

𝑛
𝑖+1/2,𝑗+1/2,𝑘+1,

(𝐼𝑧2 )
𝑛+1
𝑖+1/2,𝑗+1/2,𝑘 = 2(𝐼𝑧𝑚)

𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑗+1/2,𝑘−1/2 − (𝐼𝑧𝑚)𝑛𝑖+1/2,𝑗+1/2,𝑘−1.

(9)

Отметим, что по направлению 𝑧 мы будем использовать упрощенные (линеаризованные) выражения
для первого и второго локальных инвариантов Римана:

𝜆𝑧1,2 = (𝑤 − �̇�)± 𝑐/
√
𝜌0, 𝐼𝑧1 = 𝑤 +

𝑐
√
𝜌0𝜃0

𝛿𝜃, 𝐼𝑧2 = 𝑤 − 𝑐
√
𝜌0𝜃0

𝛿𝜃.

Упрощение заключается в замене коэффициента 𝑐/√𝜌0[𝜃]loc на 𝑐/√𝜌0𝜃0. Такая линеаризация допустима
в рамках приближения слабой сжимаемости.

В первую очередь на характеристической фазе решается система из первого (закон сохранения объ-
ема) и четвертого (закон сохранения импульса по направлению 𝑧) уравнений из (6) и уравнений перено-
са инвариантов (9), из которой находятся значения потоковых переменных 𝜃𝑛+1

𝑖+1/2,𝑗+1/2,𝑘, 𝑤
𝑛+1
𝑖+1/2,𝑗+1/2,𝑘,

𝛿𝑃𝑛+1
𝑖+1/2,𝑗+1/2,𝑘. Приведем эту систему к виду, похожему на разностный аналог характеристических урав-

нений (5), для чего рассмотрим отдельно разностные законы сохранения объема и 𝑧-компоненты импульса
из (6):

(𝑉 𝜃)
𝑛+1/2
𝑐 − (𝑉 𝜃)𝑛𝑐
𝜏𝑛/2

+
[︀
(𝜃(𝑤 − �̇�))𝑛+1

𝑇 − (𝜃(𝑤 − �̇�))𝑛+1
𝐷

]︀
ℎ𝑥𝑐ℎ

𝑦
𝑐 = 𝐺𝑛

𝜃 , (10)

(𝑉 𝜃𝑤)
𝑛+1/2
𝑐 − (𝑉 𝜃𝑤)𝑛𝑐
𝜏𝑛/2

+

[︂
(𝜃𝑤(𝑤 − �̇�))𝑛+1

𝑇 +
𝑐2

𝜌0
(𝜃𝑛+1

𝑇 − 𝜃0)−

−(𝜃𝑤(𝑤 − �̇�))𝑛+1
𝐷 − 𝑐2

𝜌0
(𝜃𝑛+1

𝐷 − 𝜃0)

]︂
ℎ𝑥𝑐ℎ

𝑦
𝑐 = 𝐺𝑛

𝜃𝑤, (11)

где было учтено уравнение состояния 𝛿𝑃 = 𝑐2(𝜃 − 𝜃0). Здесь 𝐺𝑛
𝜃 и 𝐺𝑛

𝜃𝑤 — правые части, которые зависят
лишь от значений переменных и координат элементов сетки на слое по времени 𝑛. Далее 𝐺𝑛

∙ также будет
обозначать некоторую правую часть, значение которой известно на текущем этапе алгоритма. Точные
формулы для правых частей важны для программной реализации алгоритма, но здесь не приводятся в
силу ограниченного объема публикации.

Приведем простое алгебраическое соотношение, которое поможет нам привести уравнения (10), (11)
к характеристическому виду:

𝑎*𝑏* − 𝑎𝑏 =
𝑎* + 𝑎

2
(𝑏* − 𝑏) +

𝑏* + 𝑏

2
(𝑎* − 𝑎). (12)

Используя соотношение (12) для 𝑎 = 𝑤𝑛, 𝑎* = 𝑤𝑛+1, 𝑏 = (𝑉 𝜃)𝑛, 𝑏* = (𝑉 𝜃)𝑛+1 и уравнение (10),
приведем уравнение (11) к виду:

(𝑉 𝜃)
𝑛+1/2
𝑐 + (𝑉 𝜃)𝑛𝑐

2

𝑤
𝑛+1/2
𝑐 − 𝑤𝑛

𝑐

𝜏𝑛/2
+

(𝜃(𝑤 − �̇�))𝑛+1
𝑇 + (𝜃(𝑤 − �̇�))𝑛+1

𝐷

2

(︀
𝑤𝑛+1

𝑇 − 𝑤𝑛+1
𝐷

)︀
ℎ𝑥𝑐ℎ

𝑦
𝑐+

+
𝑐2

𝜌0

(︀
𝜃𝑛+1
𝑇 − 𝜃𝑛+1

𝐷

)︀
ℎ𝑥𝑐ℎ

𝑦
𝑐 = 𝐺𝑛

𝑤. (13)

Считая изменение объема за половину шага по времени малым (𝑉 𝑛
𝑐 = 𝑉 𝑛+1

𝑐 = 𝑉𝑐) и используя 𝜃/𝜃0 ≈ 1,
преобразуем уравнения (10) и (13):

𝜃
𝑛+1/2
𝑐 − 𝜃𝑛𝑐
𝜏𝑛/2

+
[︀
(𝜃(𝑤 − �̇�))𝑛+1

𝑇 − (𝜃(𝑤 − �̇�))𝑛+1
𝐷

]︀ ℎ𝑥𝑐ℎ𝑦𝑐
𝑉𝑐

=
𝐺𝑛

𝜃

𝑉𝑐
,

𝑤
𝑛+1/2
𝑐 − 𝑤𝑛

𝑐

𝜏𝑛/2
+

(𝑤 − �̇�)𝑛+1
𝑇 + (𝑤 − �̇�)𝑛+1

𝐷

2

(︀
𝑤𝑛+1

𝑇 − 𝑤𝑛+1
𝐷

)︀ ℎ𝑥𝑐ℎ𝑦𝑐
𝑉𝑐

+

+
𝑐2

𝜃0𝜌0

(︀
𝜃𝑛+1
𝑇 − 𝜃𝑛+1

𝐷

)︀ ℎ𝑥𝑐ℎ𝑦𝑐
𝑉𝑐

=
𝐺𝑛

𝑤

𝜃0𝑉𝑐
.

(14)
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Пользуясь в первом уравнении из (14) соотношением (12) для 𝑎* = 𝜃𝑛+1
𝑇 , 𝑎 = 𝜃𝑛+1

𝐷 , 𝑏* = (𝑤 − �̇�)𝑛+1
𝑇 ,

𝑏 = (𝑤− �̇�)𝑛+1
𝐷 , опуская в некоторых местах �̇� ≈ 0 и учитывая, что разность 𝜃 можно заменить разностью

𝛿𝜃 и ℎ𝑥𝑐ℎ𝑦𝑐/𝑉𝑐 = ∆𝑧𝑐, получим следующие эволюционные уравнения для 𝛿𝜃 и 𝑤:

𝛿𝜃
𝑛+1/2
𝑐 − 𝛿𝜃𝑛𝑐
𝜏𝑛/2

+
𝜃𝑛+1
𝑇 + 𝜃𝑛+1

𝐷

2

𝑤𝑛+1
𝑇 − 𝑤𝑛+1

𝐷

∆𝑧𝑐
+

(𝑤 − �̇�)𝑛+1
𝑇 − (𝑤 − �̇�)𝑛+1

𝐷

2

𝛿𝜃𝑛+1
𝑇 − 𝛿𝜃𝑛+1

𝐷

∆𝑧𝑐
=
𝐺𝑛

𝜃

𝑉𝑐
,

𝑤
𝑛+1/2
𝑐 − 𝑤𝑛

𝑐

𝜏𝑛/2
+

(𝑤 − �̇�)𝑛+1
𝑇 + (𝑤 − �̇�)𝑛+1

𝐷

2

𝑤𝑛+1
𝑇 − 𝑤𝑛+1

𝐷

∆𝑧𝑐
+

𝑐2

𝜃0𝜌0

𝛿𝜃𝑛+1
𝑇 − 𝛿𝜃𝑛+1

𝐷

∆𝑧𝑐
=

𝐺𝑛
𝑤

𝜃0𝑉𝑐
.

(15)

Домножая первое уравнение (15) на 𝑐/√𝜌0𝜃0, складывая со вторым уравнением и пользуясь тем, что в
приближении слабой сжимаемости (𝜃𝑛+1

𝑇 +𝜃𝑛+1
𝐷 )/𝜃0 ≈ 1, получим разностный аналог характеристического

уравнения (5) для инварианта 𝑅 = 𝐼𝑧1 :

𝑅
𝑛+1/2
𝑐 −𝑅𝑛

𝑐

𝜏𝑛/2
+
(︁
�̃�
𝑧

1

)︁𝑛+1

𝑐

𝑅𝑛+1
𝑇 −𝑅𝑛+1

𝐷

∆𝑧𝑐
= 𝐺𝑛

𝑅,(︁
�̃�
𝑧

1

)︁𝑛+1

𝑐
=

(𝑤 − �̇�)𝑛+1
𝑇 + (𝑤 − �̇�)𝑛+1

𝐷

2
+

𝑐
√
𝜌0
.

(16)

Аналогично, домножая первое уравнение (15) на −𝑐/√𝜌0𝜃0 и складывая со вторым уравнением,
получим разностный аналог характеристического уравнения (5) для инварианта 𝑄 = 𝐼𝑧2 :

𝑄
𝑛+1/2
𝑐 −𝑄𝑛

𝑐

𝜏𝑛/2
+

(︁
�̃�
𝑧

2

)︁𝑛+1

𝑐

𝑄𝑛+1
𝑇 −𝑄𝑛+1

𝐷

∆𝑧𝑐
= 𝐺𝑛

𝑄,(︁
�̃�
𝑧

2

)︁𝑛+1

𝑐
=

(𝑤 − �̇�)𝑛+1
𝑇 + (𝑤 − �̇�)𝑛+1

𝐷

2
− 𝑐

√
𝜌0
.

(17)

Пользуясь экстраполяционными соотношениями (9), перепишем уравнения (16) и (17) в виде системы
уравнений для потоковых значений инвариантов на новом слое 𝑛+ 1:(︀

1 + 𝑟𝑅𝑐
)︀
𝑅𝑛+1

𝑇 − 𝑟𝑅𝑐 𝑅
𝑛+1
𝐵 = 𝜏𝑛𝐺

𝑛
𝑅 + 2𝑅𝑛

𝑐 −𝑅𝑛
𝐵 ,(︀

1− 𝑟𝑄𝑐
)︀
𝑄𝑛+1

𝐵 + 𝑟𝑄𝑐 𝑄
𝑛+1
𝑇 = 𝜏𝑛𝐺

𝑛
𝑄 + 2𝑄𝑛

𝑐 −𝑄𝑛
𝑇 ,

(18)

где 𝑟𝑅𝑐 и 𝑟𝑄𝑐 — локальные числа Куранта в ячейках сетки:

𝑟𝑅𝑐 =
1

∆𝑧𝑐
𝜏𝑛

(︁
�̃�
𝑧

1

)︁𝑛+1

𝑐
, 𝑟𝑄𝑐 =

1

∆𝑧𝑐
𝜏𝑛

(︁
�̃�
𝑧

2

)︁𝑛+1

𝑐
. (19)

Решение системы (18) осложняется тем, что числа Куранта (19) зависят от еще неизвестных пото-
ковых значений переменных на новом слое 𝑛+1. Данную систему можно решать итерационно по числам
Куранта, начиная с их значений на предыдущем временно́м слое:(︁

1 +
[︀
𝑟𝑅𝑐

]︀(𝑝))︁
𝑅𝑛+1

𝑇 −
[︀
𝑟𝑅𝑐

]︀(𝑝)
𝑅𝑛+1

𝐵 = 𝜏𝑛𝐺
𝑛
𝑅 + 2𝑅𝑛

𝑐 −𝑅𝑛
𝐵 ,(︁

1−
[︀
𝑟𝑄𝑐

]︀(𝑝))︁
𝑄𝑛+1

𝐵 +
[︀
𝑟𝑄𝑐

]︀(𝑝)
𝑄𝑛+1

𝑇 = 𝜏𝑛𝐺
𝑛
𝑄 + 2𝑄𝑛

𝑐 −𝑄𝑛
𝑇 ,

[︀
𝑟𝑅𝑐

]︀(0)
=

1

∆𝑧𝑐
𝜏𝑛

(︁
�̃�
𝑧

1

)︁𝑛

𝑐
,

[︀
𝑟𝑄𝑐

]︀(0)
=

1

∆𝑧𝑐
𝜏𝑛

(︁
�̃�
𝑧

2

)︁𝑛

𝑐
,

𝑝 = 0, 1, . . . (20)

Система (20) является системой линейных уравнений относительно инвариантов с нового слоя по
времени с блочной трехдиагональной матрицей с блоками размера 2 × 2 при рассмотрении уравнений с
фиксированными индексами 𝑖 и 𝑗, т.е. для ячеек сетки внутри одного вертикального столбца жидкости.
Таким образом, системы (20) можно решать параллельно для каждого отдельного столбца ячеек. Данные
уравнения аппроксимируют характеристическую форму (5) для инвариантов 𝐼𝑧1 и 𝐼𝑧2 со вторым порядком
при условии, что итерационный процесс продолжается бесконечно долго. На практике, для достижения
точности, характерной для методов второго порядка аппроксимации, достаточно сделать лишь одну-две
итерации.
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Формулы (20) в дальнейшем будем называть формулами “бегущего счета”, так как по известным
значениям инвариантов на одной границе данные формулы позволяют вычислить остальные инварианты
внутри области и на противоположной границе.

Процедуры переноса инвариантов и нахождения потоковых переменных, соответствующих направ-
лениям 𝑥 и 𝑦, происходят по стандартным явным формулам схемы КАБАРЕ и описаны в работе [17].

3.3. Гиперболическая прогонка для формул “бегущего счета”. Данный раздел посвящен ал-
горитму разрешения системы (20) в форме “бегущего счета”. Вернемся к индексной записи уравнений
и опустим индексы, соответствующие направлениям 𝑥 и 𝑦, так как для каждого столбца ячеек система
будет разрешаться отдельно (𝑇 = 𝑘, 𝐷 = 𝑘 + 1, 𝑐 = 𝑘 + 1/2). Также опустим индексы итераций (𝑝) у
локальных чисел Куранта, тогда уравнения (20) можно переписать в следующем виде:

𝑅𝑛+1
𝑘 = 𝛼𝑘+1𝑅

𝑛+1
𝑘+1 + 𝛽𝑘+1,

𝑄𝑛+1
𝑘+1 = 𝛾𝑘𝑄

𝑛+1
𝑘 + 𝛿𝑘,

𝑘 = 0, 𝑁𝑧 − 1, (21)

где

𝛼𝑘+1 =
𝑟𝑅𝑘+1/2(︁

1 + 𝑟𝑅𝑘+1/2

)︁ , 𝛽𝑘+1 =
𝜏𝑛𝐺

𝑛
𝑅 + 2𝑅𝑛

𝑘+1/2 −𝑅𝑛
𝑘+1(︁

1 + 𝑟𝑅𝑘+1/2

)︁ ,

𝛾𝑘 = −
𝑟𝑄𝑘+1/2(︁

1− 𝑟𝑄𝑘+1/2

)︁ , 𝛿𝑘 =
𝜏𝑛𝐺

𝑛
𝑄 + 2𝑄𝑛

𝑘+1/2 −𝑄𝑛
𝑘(︁

1− 𝑟𝑄𝑘+1/2

)︁ .

Формулы (21) позволяют выразить 𝑅𝑛+1
0 на верхней грани столбца ячеек через 𝑅𝑛+1

𝑁𝑧
на нижней грани:

𝑅𝑛+1
0 = 𝑎𝑁𝑧

𝑅𝑛+1
𝑁𝑧

+ 𝑏𝑁𝑧
, (22)

где 𝑎𝑁𝑧
и 𝑏𝑁𝑧

вычисляются с помощью рекуррентных соотношений:

𝑎1 = 𝛼1, 𝑏1 = 𝛽1,

𝑎𝑘+1 = 𝑎𝑘𝛼𝑘+1, 𝑏𝑘+1 = 𝑏𝑘 + 𝑎𝑘𝛽𝑘+1, 𝑘 = 1, 𝑁𝑧 − 1.

Аналогично, 𝑄𝑛+1
𝑁𝑧

на нижней грани столбца ячеек можно выразить через 𝑄𝑛+1
0 на верхней грани:

𝑄𝑛+1
𝑁𝑧

= 𝑑0𝑄
𝑛+1
0 + 𝑔0, (23)

где величины 𝑑0 и 𝑔0 вычисляются по рекуррентным соотношениям:

𝑑𝑁𝑧−1 = 𝛾𝑁𝑧−1, 𝑔𝑁𝑧−1 = 𝛿𝑁𝑧−1,

𝑑𝑁𝑧−𝑘 = 𝑑𝑁𝑧−𝑘+1𝛾𝑁𝑧−𝑘, 𝑔𝑁𝑧−𝑘 = 𝑔𝑁𝑧−𝑘+1 + 𝑑𝑁𝑧−𝑘+1𝛿𝑁𝑧−𝑘, 𝑘 = 2, 𝑁𝑧.

Полученные соотношения (22) и (23) для разрешения дополняются граничными условиями на дне
(2) и свободной поверхности (3), (4). Условие непротекания на дне на момент времени 𝑡 = 𝑡𝑛+1 имеет
следующий вид:

𝜕𝐵

𝜕𝑥
𝑢𝑛+1
𝑁𝑧

+
𝜕𝐵

𝜕𝑦
𝑣𝑛+1
𝑁𝑧

− 𝑤𝑛+1
𝑁𝑧

= 0.

На текущем этапе алгоритма компоненты скоростей на нижней грани столбца 𝑢𝑛+1
𝑁𝑧

, 𝑣𝑛+1
𝑁𝑧

еще не вычис-
лены, так что аппроксимируем их уже известными значениями с предыдущего временно́го слоя:

𝜕𝐵

𝜕𝑥
𝑢𝑛𝑁𝑧

+
𝜕𝐵

𝜕𝑦
𝑣𝑛𝑁𝑧

− 𝑤𝑛+1
𝑁𝑧

= 0. (24)

Пользуясь тем, что 𝑤𝑛+1
𝑘 = 0.5(𝑅𝑛+1

𝑘 +𝑄𝑛+1
𝑘 ), выразим из (24) 𝑅𝑛+1

𝑁𝑧
:

𝑅𝑛+1
𝑁𝑧

= −𝑄𝑛+1
𝑁𝑧

+ 2

(︂
𝜕𝐵

𝜕𝑥
· 𝑢𝑛𝑁𝑧

+
𝜕𝐵

𝜕𝑦
· 𝑣𝑛𝑁𝑧

)︂
. (25)
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Тогда с помощью (22), (23) и (25) можно получить уравнение, связывающее значения инвариантов на
верхней грани столбца ячеек (т.е. на свободной поверхности):

𝑅𝑛+1
0 = 𝑎𝑁𝑧𝑅

𝑛+1
𝑁𝑧

+ 𝑏𝑁𝑧 = 𝑎𝑁𝑧

(︂
−𝑄𝑛+1

𝑁𝑧
+ 2

(︂
𝜕𝐵

𝜕𝑥
· 𝑢𝑛𝑁𝑧

+
𝜕𝐵

𝜕𝑦
· 𝑣𝑛𝑁𝑧

)︂
· 𝑢𝑛𝑁𝑧

)︂
+ 𝑏𝑁𝑧 =

= 𝑎𝑁𝑧

(︂
−𝑑0𝑄𝑛+1

0 − 𝑔0 + 2

(︂
𝜕𝐵

𝜕𝑥
· 𝑢𝑛𝑁𝑧

+
𝜕𝐵

𝜕𝑦
· 𝑣𝑛𝑁𝑧

)︂
· 𝑢𝑛𝑁𝑧

)︂
+ 𝑏𝑁𝑧

. (26)

Дополняя соотношение (26) граничными условиями на свободной поверхности [17], получим:

𝑅𝑛+1
0 = 𝑎𝑁𝑧

(︂
−𝑑0𝑄𝑛+1

0 − 𝑔0 + 2

(︂
𝜕𝐵

𝜕𝑥
· 𝑢𝑛𝑁𝑧

+
𝜕𝐵

𝜕𝑦
· 𝑣𝑛𝑁𝑧

)︂
· 𝑢𝑛𝑁𝑧

)︂
+ 𝑏𝑁𝑧 ,

𝑅𝑛+1
0 = 𝑤𝑛+1

0 +
𝑐

√
𝜌0𝜃0

𝛿𝜃𝑛+1
0 ,

𝑄𝑛+1
0 = 𝑤𝑛+1

0 − 𝑐
√
𝜌0𝜃0

𝛿𝜃𝑛+1
0 ,

𝑐2𝛿𝜃𝑛+1
0 = −𝜌0𝑔

(︀
𝐻0 − 𝑧𝑛+1

0

)︀
,

𝑧𝑛+1
0 − 𝑧

𝑛+1/2
0

𝜏/2
+ 𝑢𝑛+1

0 ·

(︁
𝑧𝑛+1
𝑅,0 − 𝑧𝑛+1

𝐿,0

)︁
∆𝑥

+ 𝑣𝑛+1
0 ·

(︁
𝑧𝑛+1
𝐹,0 − 𝑧𝑛+1

𝐵,0

)︁
∆𝑥

= 𝑤𝑛+1
0 .

В последнем уравнении данной системы участвуют величины 𝑢𝑛+1
0 , 𝑣𝑛+1

0 , 𝑧𝑛+1
𝑅,0 , 𝑧𝑛+1

𝐿,0 , 𝑧𝑛+1
𝑇,0 , 𝑧𝑛+1

𝐵,0 , которые
к этому этапу алгоритма неизвестны. Будем использовать эти величины с момента времени 𝑡𝑛 в качестве
приближения:

𝑅𝑛+1
0 = 𝑎𝑁𝑧

(︂
−𝑑0𝑄𝑛+1

0 − 𝑔0 + 2

(︂
𝜕𝐵

𝜕𝑥
· 𝑢𝑛𝑁𝑧

+
𝜕𝐵

𝜕𝑦
· 𝑣𝑛𝑁𝑧

)︂
· 𝑢𝑛𝑁𝑧

)︂
+ 𝑏𝑁𝑧

,

𝑅𝑛+1
0 = 𝑤𝑛+1

0 +
𝑐

√
𝜌0𝜃0

𝛿𝜃𝑛+1
0 ,

𝑄𝑛+1
0 = 𝑤𝑛+1

0 − 𝑐
√
𝜌0𝜃0

𝛿𝜃𝑛+1
0 ,

𝑐2𝛿𝜃𝑛+1
0 = −𝜌0𝑔

(︀
𝐻0 − 𝑧𝑛+1

0

)︀
,

𝑧𝑛+1
0 − 𝑧

𝑛+1/2
0

𝜏/2
+ 𝑢𝑛0 ·

(︀
𝑧𝑛𝑅,0 − 𝑧𝑛𝐿,0

)︀
∆𝑥

+ 𝑣𝑛0 ·
(︀
𝑧𝑛𝐹,0 − 𝑧𝑛𝐵,0

)︀
∆𝑥

= 𝑤𝑛+1
0 .

(27)

Полученная система из 5 уравнений (27) линейна относительно неизвестных 𝑅𝑛+1
0 , 𝑄𝑛+1

0 , 𝑤𝑛+1
0 , 𝛿𝜃𝑛+1

0 ,
𝑧𝑛+1
0 . Решая данную систему, получим выражения для этих неизвестных. По ранее выписанным соотно-

шениям (22) и (23) находим значения инвариантов в следующем порядке:

𝑄𝑛+1
0 → 𝑄𝑛+1

𝑘 , 𝑘 = 1, 𝑁𝑧, 𝑅𝑛+1
𝑁𝑧

→ 𝑅𝑛+1
𝑘 , 𝑘 = 𝑁𝑧 − 1, 1,

где 𝑅𝑛+1
𝑁𝑧

находится из 𝑅𝑛+1
0 с помощью (26). Описанный алгоритм вычисления инвариантов Римана 𝑅 и

𝑄 назовем гиперболической прогонкой.
Имея все значения инвариантов 𝑅 и 𝑄 (𝐼𝑧1 и 𝐼𝑧2 ), находим потоковые значения вертикальной скорости

𝑤𝑛+1
𝑖+1/2,𝑘 и параметра сжимаемости 𝜃𝑛+1

𝑖+1/2,𝑘 на горизонтальных гранях.
Повторяя аналогичные рассуждения для инвариантов 𝐼𝑧3 = 𝑢 и 𝐼𝑧4 = 𝜌, находим их значения на новом

слое по времени 𝑛+ 1 на горизонтальных гранях. Отметим, что характеристические скорости этих инва-
риантов 𝜆𝑧3 = 𝜆𝑧4 = 𝑤, т.е. к данному моменту они уже известны для слоя 𝑛+1, и процедура экстраполяции
инвариантов осуществляется по характеристическим скоростям 𝑤𝑛+1

𝑘 .
3.4. Алгоритм решения явно-неявной схемы CABARETI–NH. Приведем описание алгорит-

ма решения разностных уравнений явно-неявной схемы. В начальный момент времени 𝑡 = 𝑡0 заданы значе-
ния консервативных и потоковых переменных на всей сетке. Вычисления начальных скоростей смещения
положения свободной поверхности по вертикали повторяет явный алгоритм [17] согласно формулам:

�̇�0𝑇 = 𝑤0
𝑇 − 𝑢0𝑇

(︀
𝑧0𝑅 − 𝑧0𝐿

)︀
ℎ𝑥

− 𝑣0𝑇

(︀
𝑧0𝐹 − 𝑧0𝐵

)︀
∆𝑦

.
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Далее, начиная с 𝑛 = 0 производится расчет консервативных и потоковых переменных на момент времени
𝑡𝑛+1. Для этого производятся вычисления согласно следующему алгоритму:

1. Находится положение сетки на полуцелом шаге по времени:

𝑧
𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑗+1/2,𝑘 = 𝑧𝑛𝑖+1/2,𝑗+1/2,𝑘 +

𝜏𝑛
2
�̇�𝑛𝑖+1/2,𝑗+1/2,𝑘.

2. Выполняется неявная характеристическая фаза схемы для направления 𝑧. Вычисляются инвариан-
ты

(︀
𝐼𝑧𝑝
)︀𝑛+1

𝑖+1/2,𝑘
, 𝑝 = 1, 5, и потоковые переменные {𝜃, 𝑤, 𝑢, 𝑣, 𝜌} на новом временно́м слое на горизон-

тальных гранях согласно алгоритму, описанному в разделе 3.3. Также вычисляется новое положение
свободной поверхности 𝑧𝑛+1

*,0 .
3. Выполняется первая балансная фаза схемы согласно уравнениям (6), находятся консервативные

величины {𝜃, 𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝜌}𝑛+1/2 на полуцелом шаге по времени.
4. Выполняется явная характеристическая фаза схемы для направлений 𝑥 и 𝑦. Из найденных инвари-

антов вычисляются потоковые величины на вертикальных гранях {𝜃, 𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝜌}𝑛+1.
5. Находятся координаты 𝑧 центров горизонтальных ребер сетки на новом временно́м слое.
6. Выполняется вторая балансная фаза схемы (этап “корректор”) согласно формулам (7), находятся

консервативные величины {𝜃, 𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝜌}𝑛+1 на новом шаге по времени.
Пункты 4 и 5 алгоритма совпадают с вычислениями по явной схеме CABARET–NH и подробно

описаны в [17].
Величина шага по времени должна быть выбрана из условия Куранта:

𝜏𝑛 = CFL ·min
𝑐,𝑚

(︂
ℎ𝑥𝑐

|(𝜆𝑥𝑚)𝑛𝑐 |
,

ℎ𝑦𝑐
|(𝜆𝑦𝑚)𝑛𝑐 |

)︂
,

где CFL ∈ (0, 0.5] — заданное число Куранта–Фридрихса–Леви, выбор минимума ведется по всем ячей-
кам сетки 𝑐 и по всем собственным значениям 𝑚 = 1, 5. Неявная схема по вертикальному направлению
позволяет снять ограничения на шаг по времени по этому направлению.

Представленный алгоритм назовем схемой CABARETI–NH (CABARET Implicit Non-Hydrostatic).

𝑥

𝑧

𝐿 = 1 m 𝐿 = 1 m
𝑥

𝑦

𝑑 = 0.2 m

Перегородка
Membrane

𝑑 = 0.2 m 𝐿 = 1 m

ℎ = 0.15 m

𝜌1 𝜌2

𝜌1 𝜌2

Рис. 2. Схема экспериментальной установки,
вид сверху и сбоку

Fig. 2. Scheme of the experimental setup,
top and side views

4. Валидация модели на лабораторных
экспериментах. В природе наблюдаются многие
виды гравитационных течений, возникающих из-за
разницы плотностей различных жидкостей. Океа-
ны и атмосфера часто характеризуются областями
с резкими градиентами плотности в вертикальном
направлении (термоклином). Разница в плотности
обычно возникает из-за колебаний температуры и
солености. В таких областях океанические тече-
ния промежуточной плотности распространяются
в неоднородной окружающей среде. Исследование
гравитационных течений в природе обычно очень
затруднено из-за их сложной и неожиданной осо-
бенности возникновения. С другой стороны, мас-
штабные лабораторные эксперименты широко ис-
пользуются для выяснения динамики гравитаци-
онных течений. Экспериментальные исследования
динамики плотностных течений в основном вклю-
чают в себя лабораторный анализ. Важным дости-
жением в области плотностных течений по праву считается эксперимент “отпирание перегородки” [20].
На протяжении всего времени исследований гравитационных потоков экспериментальная установка, опи-
санная в этом эксперименте, широко использовалась и в стандартном виде [21, 22], и с некоторыми изме-
нениями [23, 24].

Для валидации численного алгоритма в существенно трехмерной постановке был выбран экспери-
мент, описанный в статье [18]. Лабораторная установка (рис. 2) состоит из прямоугольного бассейна,
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Рис. 3. Изоповерхности плотности при 𝑡 = 8 с в расчетах по модели CABARETI-NH:
a) 𝜌1 = 1015 кг/м3; b) 𝜌1 = 1025 кг/м3

Fig. 3. Density isosurfaces at 𝑡 = 8 s in calculations using the CABARETI–NH model:
a) 𝜌1 = 1015 kg/m3; b) 𝜌1 = 1025 kg/m3

разделенного жесткой стенкой на две части квадратного сечения со стороной 𝐿 = 1 м, заполненных про-
зрачной водопроводной водой плотности 𝜌2 = 1000 кг/м3 и окрашенной соленой водой плотности 𝜌1 > 𝜌2.
Оба резервуара заполняются на одинаковую высоту ℎ = 0.15 м. В центре стены есть откатная перегородка
шириной 𝑑 = 0.2 м.

Рассматривались два эксперимента с ровной поверхностью дна, отличающиеся плотностью соленой
жидкости. В первом эксперименте плотность 𝜌1 = 1015 кг/м3, во втором — 𝜌1 = 1025 кг/м3.

После того как перегородка убрана, возникает ненулевой градиент давления между жидкостями
резервуаров, создавая тем самым гравитационное течение. Более плотная жидкость из левого резервуара
распространяется в придонном слое в правый резервуар. Пресная жидкость из правой части установки
перетекает влево в приповерхностном слое. На рис. 3 приведены изоповерхности плотности в расчетах
по модели CABARETI–NH на момент 𝑡 = 8 с для двух экспериментов. Динамика стратифицированной
жидкости качественно совпадает с экспериментальными данными.

Расчеты лабораторных тестов проводились по численным моделям CABARET–NH и CABARETI–
NH на сетке 200 × 100 ячеек на 30 слоях по вертикали с числом Куранта CFL = 0.3 и искусственной
скоростью звука 𝑐 =

√
𝑔ℎ, 𝑔 = 9.8 м/c2. Результаты расчетов приводятся только по модели CABARETI–

NH, так как результаты по явной и явно-неявной схеме неотличимы на приведенных графиках. Аспектное
отношение в используемых вычислительных ячейках:

ℎ

ℎ𝑧
= 2,

где ℎ = ℎ𝑥 = ℎ𝑦 — шаг сетки по осям 𝑥 и 𝑦, ℎ𝑧 — шаг сетки по оси 𝑧.
Стоит отдельно отметить, что расчетное время до достижения 𝑡 = 10 c по численным моделям

CABARET–NH и CABARETI–NH отличалось в 1.94 раза за счет большего расчетного шага по време-
ни в явно-неявной схеме, что подтверждает на практике высокую эффективность алгоритма решения
разностных уравнений построенной явно-неявной схемы.

Рис. 4 отражает положение фронта распространения гравитационного потока на разные моменты
времени. Положение фронта определялось аналогично описанному в статье [18]: построенная изоповерх-
ность для плотности 𝜌 = 1000.18 кг/м3 проецировалась на плоскость 𝑧 = 0, полученный контур опреде-
лялся как положение фронта.

Для количественного сравнения полученных положений фронта с экспериментальными данными
построены графики максимального распространения фронта по каждому из горизонтальных направлений
(𝑥 и 𝑦), показывающие ширину фронта распространения более плотной жидкости в правом резервуаре
(рис. 5). Экспериментальные данные по двум постановкам, представленные в статье [18], ограничены
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Рис. 4. Положение фронта гравитационного потока в разные моменты времени
(2 c, 4 c, 6 c, 8 c, 10 c) из расчетов по модели CABARETI–NH при разных плотностях:

a) 𝜌1 = 1015 кг/м3; b) 𝜌1 = 1025 кг/м3

Fig. 4. The position of gravitational flow front at different times
(2 s, 4 s, 6 s, 8 s, 10 s) in calculations using the CABARETI–NH model at different densities:

𝜌1 = 1015 kg/m3; b) 𝜌1 = 1025 kg/m3
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Рис. 5. Расчетное (по модели CABARETI–NH) и экспериментальное максимальное положение фронта в
зависимости от времени в эксперименте 1 (𝜌1 = 1015 кг/м3) и в эксперименте 2 (𝜌1 = 1025 кг/м3):

a) вдоль оси 𝑥; b) вдоль оси 𝑦

Fig. 5. Calculated (according to the CABARETI–NH model) and experimental maximum front position as a function
of time in experiments 1 (𝜌1 = 1015 kg/m3) and 2 (𝜌1 = 1025 kg/m3) along the horizontal axes: a) 𝑥 axis; b) 𝑦 axis
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первыми 8 с. Приведенные данные и качественное сравнение показывают хорошее совпадение результатов
расчетов с экспериментальными данными. Наличие отклонений от экспериментальных данных может
быть объяснено отсутствием модели учета выкатывания перегородки [25] и погрешностью измерений
самого эксперимента.

Для подтверждения робастности алгоритма и согласованности результатов расчета при разных ас-
пектных отношениях была проведена серия расчетов на сгущающихся по вертикальному направлению
сетках. В расчетах использовались сетки 100 × 50 ячеек с 𝑁𝜅 = 15 · 𝜅/2 слоями по вертикали, где
𝜅 ∈ {2, 4, 8, 16} — аспектное отношение. Число Куранта на всех сетках выбиралось равным 0.3 и ис-
кусственная скорость звука 𝑐 =

√
𝑔ℎ = 1.21 м/c.

На рис. 6 приведены положения фронта гравитационного потока на разные моменты времени, черной
линии соответствует 𝜅 = 2, красной — 𝜅 = 4, зеленой — 𝜅 = 8 и синей — 𝜅 = 16. Фронт гравитацион-
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Рис. 6. Положение фронта в расчетах по модели CABARETI–NH эксперимента 1 (𝜌1 = 1015 кг/м3) на сетках с
разным аспектным отношением 𝜅: a) 𝑡 = 2 с; b) 𝑡 = 4 с; c) 𝑡 = 6 с; d) 𝑡 = 8 с. Черный — 𝜅 = 2, красный — 𝜅 = 4,

зеленый — 𝜅 = 8, синий — 𝜅 = 16

Fig. 6. The position of the front in the calculations of experiment 1 (𝜌1 = 1015 kg/m3) using the CABARETI–NH
model on grids with different aspect ratio 𝜅: a) 𝑡 = 2 s; b) 𝑡 = 4 s; c) 𝑡 = 6 s; d) 𝑡 = 8 s. Black — 𝜅 = 2, red — 𝜅 = 4,

green — 𝜅 = 8, blue — 𝜅 = 16
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ного потока определялся аналогично рис. 4. Положения фронтов в расчетах отличаются на величину,
сравнимую с длиной одной ячейки по горизонтали, что может быть объяснено погрешностью алгоритма
вычисления изоповерхности и малым разрешением по вертикали для сетки при 𝜅 = 2.

Дополнительно были построены линии постоянной высоты поверхности гравитационного потока
(изоповерхность 𝜌 = 1000.18 кг/м3) на момент времени 𝑡 = 8 с (рис. 7), что позволяет сравнить расчеты
по вертикальному направлению. При всех аспектных отношениях наблюдается ядро потока, движущееся
от границы раздела двух резервуаров в положительном направлении оси 𝑥 высотой от 5 до 7.5 см при
𝑡 = 8 с. Так же в стороны от основного потока отходят возмущения, высо́ты которых составляют от 2.5
до 5 см при 𝑡 = 8 с.

Проведенные расчеты подтверждают робастность построенной явно-неявной схемы при разных ас-
пектных соотношениях и показывают согласованность получаемых результатов.
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Рис. 7. Высота в см гравитационного потока на момент времени 𝑡 = 8 с на сетках с разным аспектным
отношением 𝜅: a) 𝜅 = 2; b) 𝜅 = 4; c) 𝜅 = 8; d) 𝜅 = 16

Fig. 7. The height in cm of the gravitational flow at the time 𝑡 = 8 s on grids with different aspect ratio 𝜅: a) 𝜅 = 2; b)
𝜅 = 4; c) 𝜅 = 8; d) 𝜅 = 16

https://road.issn.org/


166 ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ МЕТОДЫ И ПРОГРАММИРОВАНИЕ / NUMERICAL METHODS AND PROGRAMMING
2023, 24 (2), 152–169. doi 10.26089/NumMet.v24r212

5. Заключение. В данной работе представлена явно-неявная модель CABARETI–NH негидроста-
тической динамики слабосжимаемой жидкости со свободной поверхностью, явная вдоль горизонтальных
направлений и неявная по вертикали. Введенная неявность снимает ограничения на шаг по времени, опре-
деляемые вертикальным направлением. Описанный в статье метод гиперболической прогонки позволяет
сохранить вычислительную эффективность явной схемы CABARET–NH [17].

В статье приводятся результаты валидации модели на лабораторных экспериментах динамики стра-
тифицированной жидкости. Результаты расчетов показывают хорошую качественную и количественную
согласованность с экспериментальными данными. Проведенные расчеты подтверждают сохранение эф-
фективности алгоритма на уровне явной схемы CABARET–NH.

В качестве дальнейшей работы авторы планируют полномасштабное моделирование течений в бас-
сейне Черного моря.
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