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Аннотация: В работе рассматривается уравнение типа Бюргерса с полиномиальной нелиней-
ностью и нулевыми краевыми условиями. Для интересующего диапазона параметров тожде-
ственно нулевое решение задачи является локально неустойчивым, и в его окрестности су-
ществует устойчивое многообразие, имеющее конечную коразмерность. Для приближенного
построения указанного многообразия предложен комбинированный итерационный алгоритм,
начальное условие для которого строится аналитическим методом и имеет квадратичную точ-
ность. Численно показано, насколько существенно данная модификация позволяет уменьшить
для типичных значений параметров вычислительную сложность проецирования на искомое
многообразие по сравнению со стандартным линейным приближением. Полученные результа-
ты допускают обобщение на многомерные диссипативные уравнения широкого класса и могут
применяться при решении задач асимптотической стабилизации по начальным данным, крае-
вым условиям и правой части.
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1. Введение. Основным объектом исследования в данной работе является начально-краевая задача
типа Бюргерса с нулевыми граничными условиями:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝜕𝑡𝑢(𝑡, 𝑥) = 𝜕𝑥𝑥𝑢(𝑡, 𝑥) + 𝛼𝑢(𝑡, 𝑥) + 𝛽𝑢2(𝑡, 𝑥) + 𝛾𝑢(𝑡, 𝑥) 𝜕𝑥𝑢(𝑡, 𝑥),

𝑢(𝑡, 0) = 𝑢(𝑡, 𝜋) = 0, 𝛼 > 1, 𝛽, 𝛾 ∈ R,

𝑢(0, 𝑥) = 𝑧0(𝑥), 𝑡 ⩾ 0, 𝑥 ∈ [0, 𝜋].

(1)

Данная математическая модель является формальным обобщением уравнений Бюргерса и Чафе–Инфанта
и охватывает все типы стандартных квадратичных нелинейностей. В том числе это позволяет сравнить
степень влияния слагаемых полиномиального и конвективного типов на устойчивое многообразие.

Уравнение относится к классу blow-up, поэтому для задачи (1) стандартным образом [1] может
быть доказана только локальная теорема существования решения при 𝑧0 из пространства 𝐻 = {𝑢(𝑥) ∈
𝐿2[0, 𝜋] |𝑢(0) = 𝑢(𝜋) = 0}. Это позволяет [2] в некоторой ненулевой окрестности 𝒪 = {𝑧0 : ‖𝑧0‖𝐻 ⩽ 𝑟}
формально определить гладкий разрешающий оператор 𝑆(𝑡, ·) задачи (1) в виде 𝑢(𝑡, 𝑥) = 𝑆(𝑡, 𝑧0(𝑥)). Ука-
жем его свойства, необходимые нам далее. Собственными значениями оператора 𝐴 = 𝜕𝑥𝑥 + 𝛼 являются

числа Λ = {𝜆𝑘 = (−𝑘2+𝛼), 𝑘 = 1, 2, . . .}, а соответствующие им собственные функции 𝑒𝑘(𝑥) =

√︂
2

𝜋
sin(𝑘 𝑥)

образуют ортонормированный базис в пространстве 𝐻. Будем считать, что для целого 𝑁 > 1 выполняется
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оценка 𝑁2 < 𝛼 < (𝑁 +1)2. В этом случае множество собственных чисел Λ распадается на два непересека-
ющихся подмножества Λ+ = {𝜆𝑘 > 0, 𝑘 = 1, . . . , 𝑁} и Λ− = {𝜆𝑘 < 0, 𝑘 = 𝑁+1, 𝑁+2, . . .}. При этом исход-
ное пространство 𝐻 можно представить в виде прямой суммы 𝐻 = 𝐻+ ⊕𝐻−, где 𝐻+ = span{𝑒1, . . . , 𝑒𝑁},
𝐻− = span{𝑒𝑁+1, . . . , 𝑒𝑘, . . . } и 𝐻+ ⊥ 𝐻−. Обозначим 𝑆± = 𝑃±𝑆, где 𝑃± — ортопроекторы на подпро-
странства 𝐻± соответственно. Отметим, что для 𝑧0(𝑥) ≡ 0 имеем 𝑢(𝑡, 𝑥) ≡ 0 при 𝑡 ⩾ 0. Таким образом,
нулевая функция 𝑧0(𝑥) ≡ 0 является неподвижной точкой разрешающего оператора 𝑆, т.е. 𝑆(𝑡, 0) = 0.

Если 𝛽 = 𝛾 = 0, а начальное условие имеет вид 𝑧0(𝑥) =
∞∑︀
𝑘=1

𝑐𝑘 sin(𝑘 𝑥), то решение задачи (1) можно

выписать в явном виде методом Фурье: 𝑢(𝑡, 𝑥) =
∞∑︀
𝑘=1

𝑐𝑘𝑒
(𝛼−𝑘2) 𝑡 sin(𝑘 𝑥). Отсюда следует, что для 𝛼 > 1

функция 𝑧0(𝑥) ≡ 0 условно устойчива по Ляпунову [3], т.е. для почти всех 𝑧0(𝑥) ∈ 𝒪 соответствующее
решение 𝑢(𝑡, 𝑥) = 𝑆(𝑡, 𝑧0(𝑥)) исходной нелинейной задачи (1) в некоторый момент времени 𝑡 > 0 покинет
окрестность 𝒪. И только для начальных условий 𝑧0 ∈ 𝐻− решения стремятся к нулевому стационару.
Таким образом, для задачи (1) при 𝛽 = 𝛾 = 0, т.е. в линейном случае, подмножество 𝑃−𝒪 однозначно
определяется условием:

𝑃−𝒪 =
{︀
𝑧0 ∈ 𝒪 : ‖𝑆(𝑡, 𝑧0)‖ ⩽ 𝑒𝜆𝑁+1𝑡‖𝑧0‖, 𝑡 ⩾ 0

}︀
.

Его аналогом для нелинейного оператора 𝑆 является так называемое устойчивое многообразие:

𝒲−(𝒪) =
{︀
𝑧0 ∈ 𝒪 : ‖𝑆(𝑡, 𝑧0)‖ ⩽ 𝐶𝜇𝑡, 𝑡 ⩾ 0

}︀
, 𝜇 < 1.

Многообразие 𝒲−(𝒪) содержит все функции окрестности 𝒪, сходящиеся к нулю под действием оператора
𝑆 с экспоненциальной скоростью. Известно, что в достаточно малой окрестности 𝒪 неподвижной точки
гиперболического типа многообразие 𝒲−(𝒪) существует, касается подпространства 𝑃−𝐻 и может быть
задано некоторым отображением 𝐹 . Соответствующее утверждение, независимо доказанное различными
авторами для всевозможных задач (например, [2, 4, 5]), принято называть теоремой Адамара–Перрона.

2. Аналитический подход. Для заданного начального условия 𝑧0(𝑥) рассмотрим задачу анали-
тического построения устойчивого многообразия для уравнения (1) в окрестности нуля. Решение данной
задачи для 𝛾 = 0 получено в работе [6]. Исходя из предположения об аналитичности искомого устойчивого
многообразия, проведем аналогичные рассуждения для 𝛾 ̸= 0. Устойчивое многообразие будем искать в
виде 𝒲−(𝒪) = {𝑧−+𝐹 (𝑧−), 𝑧− ∈ 𝑃−𝒪}. Запишем для устойчивого многообразия условие инвариантности:
𝑆+(𝑡, 𝑧0(𝑥)) = 𝐹 (𝑆−(𝑡, 𝑧0(𝑥))). Продифференцировав его по 𝑡, получим:

𝑑

𝑑𝑡
𝑆+(𝑡, 𝑧0) =

⟨
𝐹 ′(𝑆−(𝑡, 𝑧0)),

𝑑

𝑑𝑡
𝑆−(𝑡, 𝑧0)

⟩
, (2)

где скобки ⟨·, ·⟩ обозначают результат применения линейного оператора 𝐹 ′(𝑆−(𝑡, 𝑧0)) к функции
𝑑

𝑑𝑡
𝑆−(𝑡, 𝑧0).

Заменим 𝑢(𝑡) в уравнении (1) на 𝑆(𝑡, 𝑧0) и применим к нему 𝑃+ и 𝑃−. Учитывая, что операторы 𝑃± ком-
мутируют с оператором 𝐴 = 𝜕𝑥𝑥 + 𝛼, т.к. 𝐻+ и 𝐻− — собственные подпространства 𝐴, будем иметь:

𝜕𝑡𝑆±(𝑡, 𝑧0) = 𝐴𝑆±(𝑡, 𝑧0) + 𝛽𝑃±(𝑆(𝑡, 𝑧0))
2 + 𝛾𝑃±(𝑆(𝑡, 𝑧0)𝜕𝑥𝑆(𝑡, 𝑧0)) .

Подставив полученное равенство в (2), находим:

𝐴𝑆+(𝑡, 𝑧0) + 𝛽𝑃+(𝑆(𝑡, 𝑧0))
2 + 𝛾𝑃+(𝑆(𝑡, 𝑧0)𝜕𝑥𝑆(𝑡, 𝑧0)) =

=
⟨
𝐹 ′(𝑆−(𝑡, 𝑧0)), 𝐴𝑆−(𝑡, 𝑧0) + 𝛽𝑃−(𝑆(𝑡, 𝑧0))

2 + 𝛾𝑃−(𝑆(𝑡, 𝑧0)𝜕𝑥𝑆(𝑡, 𝑧0))
⟩
.

Перейдем в данном соотношении к пределу при 𝑡 → 0. Учитывая, что в силу непрерывности выполняется
𝑆(𝑡, 𝑧0) → 𝑧0, 𝑆+(𝑡, 𝑧0) → 𝑃+𝑧0 = 𝐹 (𝑧−), 𝑆−(𝑡, 𝑧0) → 𝑃−𝑧0 = 𝑧−, будем иметь:

𝐴𝐹𝑧− + 𝛽𝑃+(𝑧− + 𝐹 (𝑧−))
2 + 𝛾𝑃+((𝑧− + 𝐹 (𝑧−))

𝑑

𝑑𝑥
(𝑧− + 𝐹 (𝑧−))) =

=
⟨
𝐹 ′(𝑧−), 𝐴𝑧− + 𝛽𝑃−(𝑧− + 𝐹 (𝑧−))

2 + 𝛾𝑃−((𝑧− + 𝐹 (𝑧−))
𝑑

𝑑𝑥
(𝑧− + 𝐹 (𝑧−)))

⟩
. (3)
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Подставим формальные разложения 𝑧− =
∞∑︀

𝜉=𝑁+1

𝑧𝜉𝑒𝜉, 𝐹 (𝑧−) =
𝑁∑︀
𝑗=1

𝐹 𝑗𝑒𝑗 по базису {𝑒𝑘}∞𝑘=1 в слагаемые

равенства (3):

(𝑧− + 𝐹 (𝑧−))
2 =

∞∑︁
𝜂1,𝜂2=𝑁+1

𝑧𝜂1𝑧𝜂2𝑒𝜂1𝑒𝜂2 +

𝑁∑︁
𝑗1,𝑗2=1

𝐹 𝑗1𝐹 𝑗2𝑒𝑗1𝑒𝑗2 + 2

𝑁∑︁
𝑗=1

∞∑︁
𝜂=𝑁+1

𝐹𝑗𝑧
𝜂𝑒𝑗𝑒𝜂;

𝑑

𝑑𝑥
(𝑧− + 𝐹 (𝑧−)) =

∞∑︁
𝜉=𝑁+1

𝑧𝜉
𝑑

𝑑𝑥
𝑒𝜉 +

𝑁∑︁
𝑗=1

𝐹 𝑗
𝑑

𝑑𝑥
𝑒𝑗 ;

𝑑

𝑑𝑥
𝑒𝑘 =

√︃
2

𝜋
𝑘 cos 𝑘𝑥;

(𝑧− + 𝐹 (𝑧−))
𝑑

𝑑𝑥
(𝑧− + 𝐹 (𝑧−)) =

2

𝜋

∞∑︁
𝜉=𝑁+1

∞∑︁
𝜂=𝑁+1

𝑧𝜉𝑧𝜂𝜂 sin 𝜉𝑥 cos 𝜂𝑥+

+
2

𝜋

∞∑︁
𝜉=𝑁+1

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑧𝜉𝐹 𝑗𝜉 sin 𝑗𝑥 cos 𝜉𝑥+
2

𝜋

∞∑︁
𝜉=𝑁+1

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑧𝜉𝐹 𝑗𝑗 sin 𝜉𝑥 cos 𝑗𝑥+
2

𝜋

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑁∑︁
𝑝=1

𝐹 𝑗𝐹 𝑝𝑝 sin 𝑗𝑥 cos 𝑝𝑥.

С учетом тождества 𝑒𝑘 = −𝑒−𝑘 для 𝑘 > 0 запишем соотношение
2

𝜋
sin 𝑞𝑥 cos 𝑟𝑥 =

1
√
2𝜋

(𝑒(𝑞+𝑟) + 𝑒(𝑞−𝑟)) и

подставим его в найденное выше равенство:

√
2𝜋(𝑧− + 𝐹 (𝑧−))

𝑑

𝑑𝑥
(𝑧− + 𝐹 (𝑧−)) =

∞∑︁
𝜉=𝑁+1

∞∑︁
𝜂=𝑁+1

𝑧𝜉𝑧𝜂𝜂(𝑒(𝜉+𝜂) + 𝑒(𝜉−𝜂)) +

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑁∑︁
𝑝=1

𝐹 𝑗𝐹 𝑝𝑝(𝑒(𝑗+𝑝) + 𝑒(𝑗−𝑝))+

+

∞∑︁
𝜉=𝑁+1

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑧𝜉𝐹 𝑗𝜉(𝑒(𝑗+𝜉) + 𝑒(𝑗−𝜉)) +

∞∑︁
𝜉=𝑁+1

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑧𝜉𝐹 𝑗𝑗(𝑒(𝜉+𝑗) + 𝑒(𝜉−𝑗)) =

=

∞∑︁
𝜉=𝑁+1

∞∑︁
𝜂=𝑁+1

𝑧𝜉𝑧𝜂𝜂(𝑒(𝜉+𝜂) + 𝑒(𝜉−𝜂)) +

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑁∑︁
𝑝=1

𝐹 𝑗𝐹 𝑝𝑝(𝑒(𝑗+𝑝) + 𝑒(𝑗−𝑝))+

+

∞∑︁
𝜉=𝑁+1

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑧𝜉𝐹 𝑗((𝜉 + 𝑗)𝑒(𝑗+𝜉) − (𝜉 − 𝑗)𝑒(𝑗−𝜉)).

Приведем полученные выражения к виду
∞∑︀
𝑘=1

𝑔𝑘𝑒𝑘. В результате будем иметь:

√
2𝜋

(︀
𝑧− + 𝐹 (𝑧−)

)︀ 𝑑

𝑑𝑥

(︀
𝑧− + 𝐹 (𝑧−)

)︀
=

∞∑︁
𝜉=𝑁+1

∞∑︁
𝜂=𝑁+1

𝑧𝜉𝑧𝜂𝜂𝑒(𝜉+𝜂) +

∞∑︁
𝜉=𝑁+1

∞∑︁
𝜂=𝑁+1

𝑧𝜉𝑧𝜂𝜂𝑒(𝜉−𝜂)+

+

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑁∑︁
𝑝=1

𝐹 𝑗𝐹 𝑝𝑝𝑒(𝑗+𝑝) +

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑁∑︁
𝑝=1

𝐹 𝑗𝐹 𝑝𝑝𝑒(𝑗−𝑝) +

∞∑︁
𝜉=𝑁+1

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑧𝜉𝐹 𝑗(𝜉 + 𝑗)𝑒(𝑗+𝜉) −
∞∑︁

𝜉=𝑁+1

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑧𝜉𝐹 𝑗(𝜉 − 𝑗)𝑒(𝑗−𝜉).

Рассмотрим подробнее каждое слагаемое из правой части. Получим:
∞∑︁

𝜉=𝑁+1

∞∑︁
𝜂=𝑁+1

𝑧𝜉𝑧𝜂𝜂𝑒(𝜉+𝜂) =

∞∑︁
𝜃=2(𝑁+1)

𝜃−𝑁−1∑︁
𝜂=𝑁+1

𝑧𝜃−𝜂𝑧𝜂𝜂𝑒𝜃 (∈ 𝐻−) ,

∞∑︁
𝜉=𝑁+1

∞∑︁
𝜂=𝑁+1

𝑧𝜉𝑧𝜂𝜂𝑒(𝜉−𝜂) =

∞∑︁
𝜉=𝑁+1

𝜉−1∑︁
𝜂=𝑁+1

𝑧𝜉𝑧𝜂𝜂𝑒(𝜉−𝜂) −
∞∑︁

𝜉=𝑁+1

∞∑︁
𝜂=𝜉+1

𝑧𝜉𝑧𝜂𝜂𝑒(𝜂−𝜉) =

=

∞∑︁
𝜃=1

∞∑︁
𝜂=𝑁+1

𝑧𝜃+𝜂𝑧𝜂𝜂𝑒𝜃 −
∞∑︁
𝜃=1

∞∑︁
𝜉=𝑁+1

𝑧𝜉𝑧𝜃+𝜉(𝜃 + 𝜉)𝑒𝜃 = −
∞∑︁
𝜃=1

∞∑︁
𝜉=𝑁+1

𝑧𝜉𝑧𝜃+𝜉𝜃𝑒𝜃 =

=
(︁
−

𝑁∑︁
𝜃=1

∞∑︁
𝜉=𝑁+1

𝑧𝜉𝑧𝜃+𝜉𝜃𝑒𝜃

)︁
⏟  ⏞  

(∈𝐻+)

+
(︁
−

∞∑︁
𝜃=𝑁+1

∞∑︁
𝜉=𝑁+1

𝑧𝜉𝑧𝜃+𝜉𝜃𝑒𝜃

)︁
⏟  ⏞  

(∈𝐻−)

,
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𝑁∑︁
𝑗=1

𝑁∑︁
𝑝=1

𝐹 𝑗𝐹 𝑝𝑝𝑒(𝑗+𝑝) =

2𝑁∑︁
𝑞=2

min{𝑁, 𝑞−1}∑︁
𝑝=max{1, 𝑞−𝑁}

𝐹 𝑞−𝑝𝐹 𝑝𝑝𝑒𝑞 =

=

2𝑁∑︁
𝑞=𝑁+1

min{𝑁, 𝑞−1}∑︁
𝑝=max{1, 𝑞−𝑁}

𝐹 𝑞−𝑝𝐹 𝑝𝑝𝑒𝑞⏟  ⏞  
(∈𝐻+)

+

𝑁∑︁
𝑞=2

min{𝑁, 𝑞−1}∑︁
𝑝=max{1, 𝑞−𝑁}

𝐹 𝑞−𝑝𝐹 𝑝𝑝𝑒𝑞⏟  ⏞  
(∈𝐻−)

,

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑁∑︁
𝑝=1

𝐹 𝑗𝐹 𝑝𝑝𝑒(𝑗−𝑝) =

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑗−1∑︁
𝑝=1

𝐹 𝑗𝐹 𝑝𝑝𝑒(𝑗−𝑝) −
𝑁∑︁
𝑗=1

𝑁∑︁
𝑝=𝑗+1

𝐹 𝑗𝐹 𝑝𝑝𝑒(𝑝−𝑗) =

=

𝑁−1∑︁
𝑞=1

𝑁−𝑞∑︁
𝑝=1

𝐹 𝑞+𝑝𝐹 𝑝𝑝𝑒𝑞 −
𝑁−1∑︁
𝑞=1

𝑁−𝑞∑︁
𝑗=1

𝐹 𝑗𝐹 𝑞+𝑗(𝑞 + 𝑗)𝑒𝑞 = −
𝑁−1∑︁
𝑞=1

𝑁−𝑞∑︁
𝑗=1

𝐹 𝑗𝐹 𝑞+𝑗𝑞𝑒𝑞 (∈ 𝐻+),

∞∑︁
𝜉=𝑁+1

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑧𝜉𝐹 𝑗(𝜉 + 𝑗)𝑒(𝑗+𝜉) =

∞∑︁
𝜃=𝑁+2

min{𝑁,𝜃−𝑁−1}∑︁
𝑗=1

𝑧𝜃−𝑗𝐹 𝑗𝜃𝑒𝜃 (∈ 𝐻−),

−
∞∑︁

𝜉=𝑁+1

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑧𝜉𝑓 𝑗(𝜉 − 𝑗)𝑒(𝜉−𝑗) = −
∞∑︁
𝜃=1

𝑁∑︁
𝑗=max{1, 𝑁+1−𝜃}

𝑧𝜃+𝑗𝐹 𝜃𝑒𝜃 =

=
(︁
−

𝑁∑︁
𝜃=1

𝑁∑︁
𝑗=𝑁+1−𝜃

𝑧𝜃+𝑗𝐹 𝜃𝑒𝜃

)︁
⏟  ⏞  

(∈𝐻+)

+
(︁
−

∞∑︁
𝜃=𝑁+1

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑧𝜃+𝑗𝐹 𝜃𝑒𝜃

)︁
⏟  ⏞  

(∈𝐻−)

.

Таким образом, имеем:

𝑃+

(︁√
2𝜋(𝑧−+𝐹 (𝑧−))

𝑑

𝑑𝑥
(𝑧−+𝐹 (𝑧−))

)︁
=

(︁
−

𝑁∑︁
𝜃=1

∞∑︁
𝜉=𝑁+1

𝑧𝜃+𝜉𝑧𝜉𝜃𝑒𝜃

)︁
+

+

𝑁∑︁
𝑞=2

min{𝑁, 𝑞−1}∑︁
𝑝=max{1, 𝑞−𝑁}

𝐹 𝑞−𝑝𝐹 𝑝𝑝𝑒𝑞 +
(︁
−

𝑁−1∑︁
𝑞=1

𝑁−𝑞∑︁
𝑗=1

𝐹 𝑗𝐹 𝑞+𝑗𝑞𝑒𝑞

)︁
+

(︁
−

𝑁∑︁
𝜃=1

𝑁∑︁
𝑗=𝑁+1−𝜃

𝑧𝜃+𝑗𝐹 𝑗𝜃𝑒𝜃

)︁
,

т.е.

𝑃−

(︁√
2𝜋(𝑧− + 𝐹 (𝑧−))

𝑑

𝑑𝑥
(𝑧− + 𝐹 (𝑧−))

)︁
=

∞∑︁
𝜃=2(𝑁+1)

𝜃−𝑁−1∑︁
𝜂=𝑁+1

𝑧𝜃−𝜂𝑧𝜂𝜂𝑒𝜃 +
(︁
−

∞∑︁
𝜃=𝑁+1

∞∑︁
𝜉=𝑁+1

𝑧𝜃+𝜉𝑧𝜉𝜃𝑒𝜃

)︁
+

+

2𝑁∑︁
𝑞=𝑁+1

min{𝑁, 𝑞−1}∑︁
𝑝=max{1, 𝑞−𝑁}

𝐹 𝑞−𝑝𝐹 𝑝𝑝𝑒𝑞 +
∞∑︁

𝜃=𝑁+2

min{𝑁, 𝜃−𝑁−1}∑︁
𝑗=1

𝑧𝜃−𝑗𝐹 𝑗𝜃𝑒𝜃 +
(︁
−

∞∑︁
𝜃=𝑁+1

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑧𝜃+𝑗𝐹 𝑗𝜃𝑒𝜃

)︁
.

Подставим полученные формулы в условие инвариантности (3) и, учитывая, что 𝑒𝑘 — собственные функ-
ции оператора 𝐴, разложим обе части равенства по базису {𝑒𝑗}𝑁𝑗=1. Проекцию произведения 𝑒𝑗1𝑒𝑗2 на 𝑒𝑗
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обозначим 𝐺(𝑗, 𝑗1, 𝑗2) =

𝜋∫︁
0

𝑒𝑗1(𝑥)𝑒𝑗2(𝑥)𝑒𝑗(𝑥)𝑑𝑥. Тогда уравнение (3) запишется в следующем виде:

𝑁∑︁
𝑗=1

𝐹 𝑗𝜆𝑗𝑒𝑗 + 𝛽

𝑁∑︁
𝑗=1

∑︁
𝜂1,𝜂2=𝑁+1

𝐺(𝑗, 𝜂1, 𝜂2)𝑧
𝜂1𝑧𝜂2 + 𝛽

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑒𝑗

𝑁∑︁
𝑗1=1

∞∑︁
𝜂=𝑁+1

2𝐺(𝑗, 𝑗1, 𝜂)𝐹
𝑗1𝑧𝜂+

+ 𝛽

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑒𝑗

𝑁∑︁
𝑗1,𝑗2=1

𝐺(𝑗, 𝑗1, 𝑗2)𝐹
𝑗1𝐹 𝑗2 +

(︁
−

𝛾
√
2𝜋

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑒𝑗

∞∑︁
𝜉=𝑁+1

𝑗𝑧𝑗+𝜉𝑧𝜉
)︁
+

(︁
−

𝛾
√
2𝜋

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑒𝑗

𝑁∑︁
𝑘=𝑁+1−𝑗

𝑗𝑧𝑗+𝑘𝐹 𝑘
)︁
+

+
𝛾

√
2𝜋

𝑁∑︁
𝑗=2

𝑒𝑗

𝑗−1∑︁
𝑝=1

𝑝𝐹 𝑗−𝑝𝐹 𝑝 +
(︁
−

𝛾
√
2𝜋

𝑁−1∑︁
𝑗=1

𝑒𝑗

𝑁−𝑗∑︁
𝑝=1

𝑗𝐹 𝑝𝐹 𝑗+𝑝
)︁
=

=

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑒𝑗

∞∑︁
𝜉=𝑁+1

𝜕𝐹 𝑗(𝑧−)

𝜕𝑧𝜉
𝜆𝜉𝑧

𝜉 + 𝛽

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑒𝑗

∞∑︁
𝜉=𝑁+1

𝜕𝐹 𝑗(𝑧−)

𝜕𝑧𝜉

(︁ ∞∑︁
𝜂1=𝑁+1

∞∑︁
𝜂2=𝑁+1

𝐺(𝜉, 𝜂1, 𝜂2)𝑧
𝜂1𝑧𝜂2

)︁
+

+ 𝛽

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑒𝑗

∞∑︁
𝜉=𝑁+1

𝜕𝐹 𝑗(𝑧−)

𝜕𝑧𝜉

(︁
2

𝑁∑︁
𝑗1=1

∞∑︁
𝜂=𝑁+1

𝐺(𝜉, 𝑗1, 𝜂)𝐹
𝑗1𝑧𝜂

)︁
+

+ 𝛽

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑒𝑗

∞∑︁
𝜉=𝑁+1

𝜕𝐹 𝑗(𝑧−)

𝜕𝑧𝜉

(︁
2

𝑁∑︁
𝑗1=1

𝑁∑︁
𝑗2=1

𝐺(𝜉, 𝑗1, 𝑗2)𝐹
𝑗1𝐹 𝑗2

)︁
+

+
𝛾

√
2𝜋

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑒𝑗

∞∑︁
𝜉=2(𝑁+1)

𝜕𝐹 𝑗(𝑧−)

𝜕𝑧𝜉

𝜉−𝑁−1∑︁
𝜂=𝑁+1

𝑧𝜉−𝜂𝑧𝜂𝜂 +
(︁
−

𝛾
√
2𝜋

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑒𝑗

∞∑︁
𝜉=𝑁+1

𝜕𝐹 𝑗(𝑧−)

𝜕𝑧𝜉

∞∑︁
𝜂=𝑁+1

𝑧𝜉+𝜂𝑧𝜂𝜉
)︁
+

+
𝛾

√
2𝜋

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑒𝑗

∞∑︁
𝜉=𝑁+2

𝜕𝐹 𝑗(𝑧−)

𝜕𝑧𝜉

min{𝑁, 𝜉−𝑁−1}∑︁
𝑗=1

𝑧𝜉−𝑗𝐹 𝑗𝜉 +
(︁
−

𝛾
√
2𝜋

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑒𝑗

∞∑︁
𝜉=𝑁+1

𝜕𝐹 𝑗(𝑧−)

𝜕𝑧𝜉

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑧𝜉+𝑗𝐹 𝑗𝜉
)︁
+

+
𝛾

√
2𝜋

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑒𝑗

2𝑁∑︁
𝜉=𝑁+1

𝜕𝐹 𝑗(𝑧−)

𝜕𝑧𝜉

𝑁∑︁
𝑝=𝜉−𝑁

𝐹 𝜉−𝑝𝐹 𝑝𝑝.

В силу независимости базисных функций {𝑒𝑗}𝑁𝑗=1 приравниваем коэффициенты при одинаковых 𝑒𝑗 . Это
позволит выписать систему из 𝑁 уравнений вида 𝐿(𝑗) = 𝑅(𝑗). Пусть

𝐶1(𝑗) =

{︃
0, при 𝑗 = 1 ;

1, при 𝑗 = 2, . . . , 𝑁 ;
𝐶2(𝑗) =

{︃
1, при 𝑗 = 1, . . . , 𝑁 − 1 ;

0, при 𝑗 = 𝑁 .

Тогда

𝐿(𝑗) = 𝐹 𝑗𝜆𝑗 + 𝛽

∞∑︁
𝜂1,𝜂2=𝑁+1

𝐺(𝑗, 𝜂1, 𝜂2)𝑧
𝜂1𝑧𝜂2 + 𝛽

𝑁∑︁
𝑗1=1

∞∑︁
𝜂=𝑁+1

2𝐺(𝑗, 𝑗1, 𝜂)𝐹
𝑗1𝑧𝜂+

+ 𝛽

𝑁∑︁
𝑗1,𝑗2=1

𝐺(𝑗, 𝑗1, 𝑗2)𝐹
𝑗1𝐹 𝑗2 +

(︁
−

𝛾
√
2𝜋

∞∑︁
𝜉=𝑁+1

𝑗𝑧𝑗+𝜉𝑧𝜉
)︁
+

(︁
−

𝛾
√
2𝜋

𝑁∑︁
𝑘=𝑁+1−𝑗

𝑗𝑧𝑗+𝑘𝐹 𝑘
)︁
+
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+
𝛾

√
2𝜋

𝑗−1∑︁
𝑝=1

𝑝𝐶1(𝑗)𝐹
𝑗−𝑝𝐹 𝑝 +

(︁
−

𝛾
√
2𝜋

𝑁−𝑗∑︁
𝑝=1

𝑗𝐶2(𝑗)𝐹
𝑝𝐹 𝑗+𝑝

)︁
,

𝑅(𝑗) =

∞∑︁
𝜉=𝑁+1

𝜕𝐹 𝑗(𝑧−)

𝜕𝑧𝜉
𝜆𝜉𝑧

𝜉 + 𝛽

∞∑︁
𝜉=𝑁+1

𝜕𝐹 𝑗(𝑧−)

𝜕𝑧𝜉

(︁ ∞∑︁
𝜂1=𝑁+1

∞∑︁
𝜂2=𝑁+1

𝐺(𝜉, 𝜂1, 𝜂2)𝑧
𝜂1𝑧𝜂2

)︁
+

+ 𝛽

∞∑︁
𝜉=𝑁+1

𝜕𝐹 𝑗(𝑧−)

𝜕𝑧𝜉

(︁
2

𝑁∑︁
𝑗1=1

∞∑︁
𝜂=𝑁+1

𝐺(𝜉, 𝑗1, 𝜂)𝐹
𝑗1𝑧𝜂

)︁
+ 𝛽

∞∑︁
𝜉=𝑁+1

𝜕𝐹 𝑗(𝑧−)

𝜕𝑧𝜉

(︁ 𝑁∑︁
𝑗1=1

𝑁∑︁
𝑗2=1

𝐺(𝜉, 𝑗1, 𝑗2)𝐹
𝑗1𝐹 𝑗2

)︁
+

+
𝛾

√
2𝜋

∞∑︁
𝜉=2(𝑁+1)

𝜕𝐹 𝑗(𝑧−)

𝜕𝑧𝜉

𝜉−𝑁−1∑︁
𝜂=𝑁+1

𝑧𝜉−𝜂𝑧𝜂𝜂 +
(︁
−

𝛾
√
2𝜋

∞∑︁
𝜉=𝑁+1

𝜕𝐹 𝑗(𝑧−)

𝜕𝑧𝜉

∞∑︁
𝜂=𝑁+1

𝑧𝜉+𝜂𝑧𝜂𝜉
)︁
+

+
𝛾

√
2𝜋

∞∑︁
𝜉=𝑁+2

𝜕𝐹 𝑗(𝑧−)

𝜕𝑧𝜉

min{𝑁,𝜉−𝑁−1}∑︁
𝑗=1

𝑧𝜉−𝑗𝐹 𝑗𝜂 +
(︁
−

𝛾
√
2𝜋

∞∑︁
𝜉=𝑁+1

𝜕𝐹 𝑗(𝑧−)

𝜕𝑧𝜉

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑧𝜉+𝑗𝐹 𝑗𝜉
)︁
+

+
𝛾

√
2𝜋

2𝑁∑︁
𝜉=𝑁+1

𝜕𝐹 𝑗(𝑧−)

𝜕𝑧𝜉

𝑁∑︁
𝑝=𝜉−𝑁

𝐹 𝜉−𝑝𝐹 𝑝𝑝.

Введем обозначения 𝜂𝑘 = (𝜂1, . . . , 𝜂𝑘),
∑︀
𝜂𝑘

=
∞∑︀

𝜂1=𝑁+1

· · ·
∞∑︀

𝜂𝑘=𝑁+1

, 𝑧𝜂
𝑘

= 𝑧𝜂1 . . . 𝑧𝜂𝑘 и будем искать 𝐹 𝑗(𝑧−)

в виде 𝐹 𝑗(𝑧−) =
∞∑︀
𝑘=2

∑︀
𝜂𝑘

𝐹 𝑗
𝑘 (𝜂

𝑘)𝑧𝜂
𝑘

. Подставим выражение для 𝐹 𝑗(𝑧−) в систему уравнений 𝐿(𝑗) = 𝑅(𝑗)

и приравняем коэффициенты при одинаковых членах. Для построения квадратичного приближения к
устойчивому многообразию достаточно рассмотреть следующие члены выражений 𝐿(𝑗) и 𝑅(𝑗):

𝐹 𝑗𝜆𝑗 =

∞∑︁
𝑚=2

∑︁
𝜂𝑚

𝜆𝑗𝐹
𝑗
𝑚(𝜂𝑚)𝑧𝜂

𝑚

, 𝛽

∞∑︁
𝜂1,𝜂2=𝑁+1

𝐺(𝑗, 𝜂1, 𝜂2)𝑧
𝜂1𝑧𝜂2 = 𝛽

∑︁
𝜂2

𝐺(𝑗, 𝜂1, 𝜂2)𝑧
𝜂2

.

Слагаемое
(︁
−

𝛾𝑗
√
2𝜋

∞∑︁
𝜉=𝑁+1

𝑧𝑗+𝜉𝑧𝜉
)︁

встречается только при 𝑚 = 2 и для некоторых 𝑧𝜂
2

:

𝜕𝐹 𝑗(𝑧−)

𝜕𝑧𝜉
=

∞∑︁
𝑘=2

∑︁
𝜂𝑘−1

𝑘∑︁
𝑙=1

𝐹 𝑗
𝑘 (𝜉, 𝜂1, . . . , 𝜂𝑘−1)𝑧

𝜂𝑘−1

=

∞∑︁
𝑘=2

∑︁
𝜂𝑘−1

𝑘𝐹 𝑗
𝑘 (𝜉, 𝜂1, . . . , 𝜂𝑘−1)𝑧

𝜂𝑘−1

,

∞∑︁
𝜉=𝑁+1

𝜕𝐹 𝑗(𝑧−)

𝜕𝑧𝜉
𝜆𝜉𝑧

𝜉 =

∞∑︁
𝑚=2

∑︁
𝜂𝑚

𝜆𝜂𝑚𝐹 𝑗
𝑚(𝜂𝑚)𝑧𝜂

𝑚

,

где 𝜆𝜂𝑘 =
𝑘∑︀

𝑙=1

𝜆𝜂𝑙
. Введем обозначение 𝐶3(𝑗, 𝜂1, 𝜂2) и вычислим определенную ранее величину 𝐺(𝑗, 𝑗1, 𝑗2):

𝐶3(𝑗, 𝜂1, 𝜂2) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑗

2
√
2𝜋

, при 𝜂2 = 𝜂1 + 𝑗;

𝑗

2
√
2𝜋

, при 𝜂1 = 𝜂2 + 𝑗;

0, иначе ;

𝐺(𝑗, 𝑗1, 𝑗2) =
4
(︁√︁

2
𝜋

)︁3

𝑗𝑗1𝑗2
(︀
(𝑗 + 𝑗1 + 𝑗2)mod 2

)︀
(𝑗 + 𝑗1 + 𝑗2)(𝑗 − 𝑗1 + 𝑗2)(𝑗 + 𝑗1 − 𝑗2)(𝑗1 + 𝑗2 − 𝑗)

.
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Тогда 𝐹 𝑗
2 (𝜂1, 𝜂2) определяется из уравнения

𝜆𝑗𝐹
𝑗
2 (𝜂1, 𝜂2) +𝐺(𝑗, 𝜂1, 𝜂2) + 𝐶3(𝑗, 𝜂1, 𝜂2) = (𝜆𝜂1 + 𝜆𝜂2)𝐹

𝑗
2 (𝜂1, 𝜂2),

т.е.

𝐹 𝑗
2 (𝜂1, 𝜂2) =

𝛽 𝐺(𝑗, 𝜂1, 𝜂2)− 𝛾𝐶3(𝑗, 𝜂1, 𝜂2)

𝜆𝜂1
+ 𝜆𝜂2

− 𝜆𝑗
. (4)

Для построения проекции заданной функции 𝑧0(𝑥) на квадратичное приближение к устойчивому мно-
гообразию необходимо найти ее проекцию 𝑧− = 𝑃−𝑧0 на устойчивое подпространство 𝐻−. А затем по
найденному 𝑧− вычислить 𝐹 [2](𝑧−) по следующей формуле:

𝐹 [2](𝑧−) =

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑒𝑗

∞∑︁
𝜂1=𝑁+1

∞∑︁
𝜂2=𝑁+1

𝐹 𝑗
2 (𝜂1, 𝜂2)𝑧

𝜂1𝑧𝜂2 , (5)

где коэффициенты 𝐹 𝑗
2 (𝜂1, 𝜂2) определяются формулой (4).

3. Итерационный подход и численные результаты. Как следует из приведенных выкладок,
построение аналитического приближения выше второй степени к устойчивому многообразию сопряжено
с большими вычислительными сложностями. Поэтому для повышения точности аппроксимации много-
образия 𝒲−(𝒪) будем использовать следующий подход [5, 7]. Выберем некоторое Θ > 0 и определим
дискретный разрешающий оператор задачи (1) в виде 𝑆(𝑧0(𝑥)) = 𝑆(Θ, 𝑧0(𝑥)), т.е. 𝑢(𝑛Θ, 𝑥) = 𝑆𝑛(𝑧0). От-
метим, что величина Θ, по сути, отвечает за частоту отслеживания протекающих в системе процессов. Как
следствие, слишком малые и излишне большие значения Θ затруднят численное решение возникающих
далее промежуточных задач.

В результате на пространстве состояний 𝐻 будет определена полудинамическая система (ПДС) с
оператором эволюции 𝑆 и дискретным временем 𝑖 = 0, 1, 2, . . . , имеющая неподвижную точку 𝑆(0) = 0

гиперболического типа [4]. В данном случае термин ПДС означает, что оператор эволюции образует только
полугруппу (нет обратимости по времени), что является принципиальным для нестационарных уравнений
математической физики с диссипацией.

Отметим, устойчивое многообразие дискретного разрешающего оператора совпадает с устойчивым
многообразием исходной задачи. Представим оператор 𝑆(𝑢) в виде суммы линейной 𝐿 и нелинейной 𝑅

частей так, что выполнены следующие условия (𝑎):

𝑎1) 𝑆(𝑧) = 𝐿(𝑧) +𝑅(𝑧) ;

𝑎2) 𝐿(𝑃+𝐻) = 𝑃+𝐻, 𝐿(𝑃−𝐻) ⊂ 𝑃−𝐻 ;

𝑎3) ‖𝐿𝑧+‖ ⩾ 𝜇+‖𝑧+‖, ∀𝑧+ ∈ 𝑃+𝐻, ‖𝐿𝑧−‖ ⩽ 𝜇−‖𝑧−‖, ∀𝑧− ∈ 𝑃−𝐻, 𝜇− < 1 < 𝜇+ ;

𝑎4) ‖𝑅(𝑧1)−𝑅(𝑧2)‖ < 𝜃
(︁
max{‖𝑧1‖, ‖𝑧2‖}

)︁
‖𝑧1 − 𝑧2‖, ∀𝑧𝑖 ∈ 𝒪 .

Здесь 𝜃(·) : 𝜃(0) = 0 — непрерывная положительная неубывающая функция, а операторы 𝑃± и окрест-
ность 𝒪 определены ранее. Отметим, что 𝐿(𝑧) по определению является решением 𝑢(Θ, 𝑥) задачи (1) при
𝑢(0, 𝑥) = 𝑧(𝑥) и 𝛽 = 𝛾 = 0. Выпишем условие инвариантности 𝒲−(𝒪) относительно оператора 𝑆:

𝑃+ [𝑆 (𝐹 (𝑧−) + 𝑧−)] = 𝐹 (𝑃−[𝑆(𝐹 (𝑧−) + 𝑧−)]) ,

т.е.
𝐿+(𝐹 (𝑧−) + 𝑧−) +𝑅+(𝐹 (𝑧−) + 𝑧−) = 𝐹 (𝐿−(𝐹 (𝑧−) + 𝑧−) +𝑅−(𝐹 (𝑧−) + 𝑧−)) ,

𝐿±𝑧 = 𝑃±[𝐿𝑧], 𝑅±(𝑧) = 𝑃±[𝑅(𝑧)] .

Данное равенство, с учетом (𝑎), можно переписать в эквивалентном виде:

𝐿+𝐹 (𝑧−) +𝑅+(𝐹 (𝑧−) + 𝑧−) = 𝐹 (𝐿−𝑧− +𝑅−(𝐹 (𝑧−) + 𝑧−)) . (6)

Полученное функциональное уравнение относительно отображения 𝐹 является основой для построения
искомого многообразия. Для решения уравнения (6) рассмотрим метод обратной итерации [7] (типа пре-
образования графика [4, 5])

𝐿+𝐹𝑘(𝑧−) +𝑅+(𝐹𝑘(𝑧−) + 𝑧−) = 𝐹𝑘−1 (𝐿−𝑧− +𝑅−(𝐹𝑘(𝑧−) + 𝑧−)) , 𝑘 = 1, . . . ,𝐾, (7)
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с некоторой известной функцией 𝐹0(𝑧−). Алгоритмы данного типа успешно применялись при проектиро-
вании на устойчивое многообразие различных задач [8–11]. Для преодоления экспоненциальной сложно-
сти алгоритма по глубине итераций в работе [12] был предложен алгоритм склейки, а в работе [13] при
переходе к дискретной ПДС брался максимально допустимый шаг Θ. Отметим, что при решении некото-
рых задач асимптотической стабилизации [8, 9] достаточно реализовать метод нулевого приближения [7,
14–16], т.е. выполнить только первый шаг алгоритма.

Согласно теореме Адамара–Перрона, общепринятый выбор 𝐹0(𝑧−) ≡ 0 имеет линейную точность.
Оценим качество найденного квадратичного приближения 𝐹0(𝑧−) = 𝐹 [2](𝑧−) следующим образом. Для
численного решения задачи (1) выпишем двухслойную полностью неявную конечно–разностную схему на
равномерной несмещенной сетке с трехточечной аппроксимацией второй производной и аппроксимацией
первой производной по пространству центральной разностью. Отметим, что для рассматриваемых далее
значений 𝛼, 𝛽, 𝛾 такой выбор является допустимым. Схема является абсолютно устойчивой и имеет на
гладких решениях порядок сходимости 𝑂(𝜏+ℎ2). По заданной начальной функции 𝑢(0, 𝑥) = 𝑧(𝑥) численно
найдем соответствующее сеточное решение 𝑢𝑛

𝑚 ∼ 𝑢(𝑡𝑛, 𝑥𝑚), ℎ = 𝜋/𝑀 , 𝜏 = 𝑇/𝑁 , и вычислим время
𝑇𝑒(𝑢(0, 𝑥)) = 𝑁𝑒 𝜏 , в течение которого норма ‖𝑢𝑛‖ℎ монотонно убывает, а также значение 𝐷𝑒(𝑢(0, 𝑥)) =

‖𝑢𝑁𝑒‖ℎ. Здесь 𝑁𝑒 = min{𝑛 : ‖𝑢𝑛+1‖ℎ > ‖𝑢𝑛‖ℎ, 𝑛 = 0, 1, . . .}, ‖𝑢𝑛‖ℎ = ‖𝑢𝑛‖𝐿ℎ
2
. Если начальная функция 𝑢0

𝑚

принадлежит устойчивому многообразию 𝒲ℎ(𝒪) сеточной задачи, то при отсутствии ошибок округлений
формально имеем 𝑁𝑒 = ∞, 𝐷𝑒 = 0. Следовательно, чем меньше величина 𝐷𝑒, тем ближе к многообразию
𝒲ℎ(𝒪) выбрана функция 𝑢0

𝑚 = 𝑧(𝑥𝑚).
Рассмотрим следующие четыре варианта начальных условий. В первом случае положим 𝑧(1) = 𝑧−,

что соответствует линейному (нулевому) приближению к устойчивому многообразию; во втором слу-
чае возьмем 𝑧(2) = 𝑧− + 𝐹 [2](𝑧−), что означает квадратичное приближение; два следующих варианта
𝑧(3) и 𝑧(4) вычислим как результат применения итерационного процесса (7) для случаев 𝐹0(𝑧−) ≡ 0 и
𝐹0(𝑧−) ≡ 𝐹 [2](𝑧−) соответственно. Тестовые расчеты проводились при 𝜏 = 0.001, ℎ = 0.005 для все-
возможных комбинаций следующих значений параметров уравнения: 𝛼 ∈ {3, 12, 48}; 𝛽, 𝛾 ∈ {0,±5,±25}.

Начальная функция бралась в виде 𝑧(𝑥) =

1000∑︁
𝑛=1

1

𝑛2
sin(𝜋 𝑛𝑥). В табл. 1, 2 для нескольких показательных

тестов приведены коэффициенты 𝛼, 𝛽, 𝛾 уравнения (1) и коразмерность 𝑁 соответствующего им устой-
чивого многообразия; численно найденные (и затем округленные) величины 𝑇

(𝑖)
𝑒 , 𝐷(𝑖)

𝑒 для 𝑖 = 1, . . . , 4;

Таблица 1. Результаты численных экспериментов при 𝛼 = 3, 𝑁 = 1

Table 1. Results of numerical experiments at 𝛼 = 3, 𝑁 = 1

𝛽 𝛾 𝑇
(1)
𝑒 𝐷

(1)
𝑒 𝑇

(2)
𝑒 𝐷

(2)
𝑒 Θ 𝐾 𝑇

(3)
𝑒 𝐷

(3)
𝑒 𝑇

(4)
𝑒 𝐷

(4)
𝑒 𝐶

1 0 0,911 0,158 1,418 0,095 350 4 2,802 0,024 3,335 0,014 -0.01389

25 0 0 0,360 0,192 0,271 40 5 0,207 0,262 0,576 0,133 -0.31838

0 1 1,564 0,080 2,084 0,048 500 1 3,097 0,017 3,607 0,010 0.00221

0 25 0,968 0,087 1,534 0,042 300 1 2,046 0,024 2,269 0,019 0.05233

25 25 0 0,360 1,428 0,039 20 1 0 0,360 1,385 0,034 -0.24138

25 -35 0 0,360 11,817 0,098 20 5 0,144 0,279 1,916 0,017 -0.28270

Таблица 2. Результаты численных экспериментов при 𝛼 = 48, 𝑁 = 6

Table 2. Results of numerical experiments at 𝛼 = 48, 𝑁 = 6

𝛽 𝛾 𝑇
(1)
𝑒 𝐷

(1)
𝑒 𝑇

(2)
𝑒 𝐷

(2)
𝑒 Θ 𝐾 𝑇

(3)
𝑒 𝐷

(3)
𝑒 𝑇

(4)
𝑒 𝐷

(4)
𝑒 𝐶

1 25 0,066 0,025 0,097 0,024 20 7 0,258 0,019 0,323 0,019 0.00016

25 1 0,063 0,026 0,091 0,025 20 7 0,184 0,022 0,190 0,022 -0.00018

25 25 0,089 0,024 0,117 0,023 12 8 0,161 0,022 0,190 0,022 -0.00005

25 -35 0,047 0,028 0,075 0,026 10 8 0,140 0,023 0,171 0,022 -0.0004
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значения Θ и 𝐾, используемые в итерационном методе (7); округленная величина 𝐶, равная коэффици-
енту с наибольшим модулем при базисной функции 𝑒𝑗 в формуле (5).

Из табл. 1, 2 следует, что вклад коэффициента 𝛽 в устойчивое многообразие на порядок больше, чем
вклад коэффициента 𝛾. Также отметим, что в последнем тесте начальное условие 𝑧

(2)
0 = 𝑧−+𝐹 [2](𝑧−) ока-

залось в малой окрестности устойчивого многообразия некоторой ненулевой неподвижной точки 𝑧 = 𝑆(𝑧),
также расположенной в 𝒪. Это обеспечило исключительно высокое время стабилизации, а также позволи-
ло с высокой точностью численно найти функцию 𝑧(𝑥). Отметим, что подобный эффект наблюдался при
стабилизации течений вязкой несжимаемой жидкости [8, 9]. Таким образом, в данном тестовом расчете
метод проецирования на устойчивое многообразие по сути является методом типа дефляции (итераций
на подпространстве) для поиска стационарных решений.

Заключение. Методы типа обратной итерации (7), основанные на условии локальной инвариант-
ности (6), относятся к универсальным алгоритмам построения устойчивого многообразия для нестаци-
онарных нелинейных уравнений в частных производных. Однако итерационные процессы такого типа
имеют экспоненциальную сложность по глубине рекурсии. Известные модификации позволяют ослабить
указанное ограничение при условии аккуратного выбора итерационных параметров. В данной работе уско-
рение удается получить в результате аналитического построения квадратичного приближения к искомому
многообразию дифференциальной задачи. Для рассмотренного уравнения типа Бюргерса это позволяет
уменьшить глубину рекурсивных вызовов для достижения аналогичной точности по сравнению с обще-
принятым линейным приближением, либо ограничиться только квадратичной аппроксимацией. Изложен-
ный в работе подход охватывает большинство типов физических нелинейностей и допускает формальное
обобщение на многие диссипативные уравнения математической физики, в том числе на гидро- и газоди-
намические задачи.
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