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обоснована его корректность.
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Abstract: In this paper, we study the problem of expressibility of all functions 𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡), . . . , 𝑥𝑛(𝑡)

included in a given homogeneous system of linear differential equations with constant coefficients
𝑥′(𝑡) = 𝐴 · 𝑥(𝑡), in the form of linear combinations of derivatives of only one unknown function
𝑥𝑘(𝑡) included in this system. A simple criterion is found for the expressibility of all functions of the
system 𝑥′(𝑡) = 𝐴 · 𝑥(𝑡), in the form of linear combinations of derivatives 𝑥𝑘(𝑡), and its correctness is
proved. Based on the proven criterion, an appropriate algorithm was developed and its correctness
was substantiated.
Keywords: homogeneous system of linear differential equations with constant coefficients, method
for reducing a system of linear equations to a single higher-order equation, expressibility criterion,
algorithm.
For citation: D. N. Barotov and R. N. Barotov, “On one criterion of expressibility of functions of a
system of linear differential equations with constant coefficients in the form of linear combinations of
derivatives of one function included in this system,” Numerical Methods and Programming. 24 (3),
260–274 (2023). doi 10.26089/NumMet.v24r319.

1. Введение. Теория дифференциальных уравнений в настоящее время представляет собой исклю-
чительно богатый содержанием, быстро развивающийся раздел математики, тесно связанный с другими
областями математики и с ее приложениями [1]. Системы линейных и нелинейных дифференциальных
уравнений применяются для описания многих закономерностей реального мира, они являются мощным
инструментом исследования физических, химических, геологических, экономических и других процес-
сов [2]. При изучении конкретных дифференциальных уравнений, которые возникают при решении задач
естествознания, создаются методы, обладающие большой общностью и применяющиеся к широкому кругу
математических проблем. Задачи интегрирования дифференциальных уравнений с постоянными коэффи-
циентами оказали большое влияние на развитие линейной алгебры [1, 3].

К наиболее известным методам решения системы линейных дифференциальных уравнений с посто-
янными коэффициентами можно отнести следующие: метод приведения системы линейных уравнений к
одному уравнению высокого порядка, метод сведения решения системы к задаче отыскания собственных
значений и собственных векторов матрицы системы, метод неопределенных коэффициентов [3–6] и метод
матрично-алгебраических преобразований [7, 8].

https://road.issn.org/
https://orcid.org/0000-0001-5047-7710
mailto:DNBarotov@fa.ru
https://orcid.org/0000-0003-3729-6143
mailto:ruzmet.tj@mail.ru


262 ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ МЕТОДЫ И ПРОГРАММИРОВАНИЕ / NUMERICAL METHODS AND PROGRAMMING
2023, 24 (3), 260–274. doi 10.26089/NumMet.v24r319

В работах [9–14] рассмотрены еще некоторые подходы к решению систем линейных дифференциаль-
ных уравнений с постоянными коэффициентами, а именно: в [9] предложен простой подход к решению
систем, который позволяет получить решение в явном виде и проанализировать его, в [10] изложен опе-
раторный метод решения систем линейных дифференциальных уравнений, который является некоторым
аналогом методов Крамера и Гаусса решения систем линейных алгебраических уравнений, в [11] рас-
смотрен метод интегрируемых комбинаций для систем линейных дифференциальных уравнений, в [12]
приведена реализация алгоритма решения систем линейных дифференциальных уравнений с постоянны-
ми коэффициентами с использованием преобразования Лапласа, так как одной из актуальных проблем
компьютерной алгебры является задача решения системы линейных дифференциальных уравнений с по-
стоянными коэффициентами, в [13, 14] на примерах системы трех дифференциальных уравнений изложен
способ сведения ее к одному дифференциальному уравнению, позволяющий найти общее решение исход-
ной системы в виде линейных комбинаций производных только одной неизвестной функции.

В данной работе рассматривается уточнение метода приведения системы линейных дифференци-
альных уравнений с постоянными коэффициентами к одному уравнению высокого порядка, позволяю-
щему найти общее решение исходной системы, а именно: изучается задача выразимости всех функций
𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡), . . . , 𝑥𝑛(𝑡), входящих в заданную однородную систему линейных дифференциальных урав-
нений с постоянными коэффициентами, в виде линейных комбинаций производных только одной неиз-
вестной функции 𝑥𝑘(𝑡), входящей в эту систему. В результате исследования найден простой критерий
выразимости всех функций системы 𝑥′(𝑡) = 𝐴 · 𝑥(𝑡) в виде линейных комбинаций производных 𝑥𝑘(𝑡) и
доказана его корректность. На основе доказанного критерия разработан соответствующий алгоритм и
обоснована его корректность.

2. Используемые обозначения и понятия. Пусть 𝐸(𝑛) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 . . . 0

0 1 . . . 0

. . .

0 0 . . . 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ — единичная матрица

𝑛-го порядка, a 𝐸𝑖 — 𝑖-я строка матрицы 𝐸(𝑛).

Пусть 𝑥(𝑡) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑥1(𝑡)

𝑥2(𝑡)

. . .

𝑥𝑛(𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ и 𝐴 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑎11 𝑎12 . . . 𝑎1𝑛

𝑎21 𝑎22 . . . 𝑎2𝑛

. . .

𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 . . . 𝑎𝑛𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ∈ 𝑀𝑛(R) — вещественная матрица 𝑛-го порядка.

Пусть det(𝐴−𝜆 ·𝐸(𝑛)) = (−1)𝑛(𝜆−𝜆1)
𝑘1(𝜆−𝜆2)

𝑘2 . . . (𝜆−𝜆𝑚)𝑘𝑚 = (−1)𝑛(𝜆𝑛+𝑎𝑛−1𝜆
𝑛−1+𝑎𝑛−2𝜆

𝑛−2+

. . .+ 𝑎1𝜆+ 𝑎0) такой, что |{𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑚}| = 𝑚 и 𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑚 ∈ N.
Пусть 𝑣𝑖 — собственный вектор матрицы 𝐴, соответствующий собственному значению 𝜆𝑖.

Пусть 𝐵(𝜆) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑏11 𝑏12 . . . 𝑏1𝑛

𝑏21 𝑏22 . . . 𝑏2𝑛

. . .

𝑏𝑛1 𝑏𝑛2 . . . 𝑏𝑛𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑎11 − 𝜆 𝑎12 . . . 𝑎1𝑛

𝑎21 𝑎22 − 𝜆 . . . 𝑎2𝑛

. . .

𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 . . . 𝑎𝑛𝑛 − 𝜆

⎤⎥⎥⎥⎥⎦.

Пусть 𝐴𝑖 =
[︁
𝑎𝑖1 𝑎𝑖2 . . . 𝑎𝑖𝑛

]︁
— 𝑖-я строка матрицы 𝐴, 𝐵𝑗(𝜆) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑏1𝑗

𝑏2𝑗

. . .

𝑏𝑛𝑗

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ — 𝑗-й столбец матрицы 𝐵(𝜆).

Пусть 𝐵(𝑖)(𝜆) = [𝐵1(𝜆), 𝐵2(𝜆), . . . , 𝐵𝑖−1(𝜆), 𝐵𝑖+1(𝜆), . . . , 𝐵𝑛(𝜆)] — матрица, полученная из матрицы
𝐵(𝜆) вычеркиванием 𝑖-го столбца 𝐵𝑖(𝜆).
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3. Критерий выразимости всех функций системы 𝑥′(𝑡) = 𝐴 · 𝑥(𝑡) в виде линейных ком-
бинаций производных неизвестной функции 𝑥𝑘(𝑡), входящей в эту систему, и доказательство
его корректности. Рассмотрим однородную систему линейных дифференциальных уравнений с посто-
янными коэффициентами ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥′
1(𝑡) = 𝑎11𝑥1(𝑡) + 𝑎12𝑥2(𝑡) + . . .+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛(𝑡),

𝑥′
2(𝑡) = 𝑎21𝑥1(𝑡) + 𝑎22𝑥2(𝑡) + . . .+ 𝑎2𝑛𝑥𝑛(𝑡),

. . .

𝑥′
𝑛(𝑡) = 𝑎𝑛1𝑥1(𝑡) + 𝑎𝑛2𝑥2(𝑡) + . . .+ 𝑎𝑛𝑛𝑥𝑛(𝑡).

(1)

Систему (1) запишем в матричном виде 𝑥′(𝑡) = 𝐴 · 𝑥(𝑡).
В данной работе мы исследуем такую задачу: можно ли систему (1) относительно 𝑥𝑘(𝑡) привести к

эквивалентной системе дифференциальных уравнений вида⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑥1(𝑡) = 𝑑11𝑥𝑘(𝑡) + 𝑑12𝑥

′
𝑘(𝑡) + . . .+ 𝑑1𝑛𝑥

(𝑛−1)
𝑘 (𝑡),

𝑥2(𝑡) = 𝑑21𝑥𝑘(𝑡) + 𝑑22𝑥
′
𝑘(𝑡) + . . .+ 𝑑2𝑛𝑥

(𝑛−1)
𝑘 (𝑡),

. . .

𝑥𝑛(𝑡) = 𝑑𝑛1𝑥𝑘(𝑡) + 𝑑𝑛2𝑥
′
𝑘(𝑡) + . . .+ 𝑑𝑛𝑛𝑥

(𝑛−1)
𝑘 (𝑡),

(2)

т.е. можно ли для любого начального условия 𝑥(𝑡0) = 𝑥0 выразить все функции 𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡), . . . , 𝑥𝑛(𝑡),
входящие в систему (1), в виде линейных комбинаций производных только одной неизвестной функции
𝑥𝑘(𝑡), входящей в эту систему.

Теорема 1. Систему (1) относительно 𝑥𝑘(𝑡) можно привести к эквивалентной системе (2) тогда
и только тогда, когда rang(𝐵(𝜆)) = rang(𝐵(𝑘)(𝜆)) = 𝑛− 1, ∀𝜆 ∈ {𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑚}.

Доказательство. Достаточность. Из теоремы Гамильтона–Кэли [3] следует, что

𝑥(𝑛)(𝑡) + 𝑎𝑛−1𝑥
(𝑛−1)(𝑡) + 𝑎𝑛−2𝑥

(𝑛−2)(𝑡) + . . .+ 𝑎1𝑥
′(𝑡) + 𝑎0𝑥(𝑡) =

=
(︀
𝐴𝑛 + 𝑎𝑛−1𝐴

𝑛−1 + 𝑎𝑛−2𝐴
𝑛−2 + . . .+ 𝑎1𝐴+ 𝑎0𝐸(𝑛)

)︀
· 𝑥(𝑡) = 0 · 𝑥(𝑡) = 0. (3)

Действительно, непосредственно дифференцируя систему (1), легко заметить, что

𝑥′(𝑡) = 𝐴 · 𝑥(𝑡), 𝑥′′(𝑡) = 𝐴2 · 𝑥(𝑡), . . . , 𝑥(𝑛)(𝑡) = 𝐴𝑛 · 𝑥(𝑡). (4)

Из (3) следует, что 𝑥𝑘(𝑡) определяется выражением

𝑥
(𝑛)
𝑘 (𝑡) + 𝑎𝑛−1𝑥

(𝑛−1)
𝑘 (𝑡) + 𝑎𝑛−2𝑥

(𝑛−2)
𝑘 (𝑡) + . . .+ 𝑎1𝑥

′
𝑘(𝑡) + 𝑎0𝑥𝑘(𝑡) = 0. (5)

Пусть rang(𝐵(𝜆)) = rang(𝐵(𝑘)(𝜆)) = 𝑛− 1, ∀𝜆 ∈ {𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑚}. Тогда из (4) следует, что⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥𝑘(𝑡) = 𝐸𝑘 · 𝐸(𝑛) · 𝑥(𝑡),
𝑥′
𝑘(𝑡) = 𝐴𝑘 · 𝐸(𝑛) · 𝑥(𝑡),

𝑥′′
𝑘(𝑡) = 𝐴𝑘 ·𝐴 · 𝑥(𝑡),

. . .

𝑥
(𝑛−1)
𝑘 (𝑡) = 𝐴𝑘 ·𝐴𝑛−2 · 𝑥(𝑡).

(6)

Докажем, что det(𝑀) ̸= 0, где 𝑀 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝐸𝑘 · 𝐸(𝑛)

𝐴𝑘 · 𝐸(𝑛)

𝐴𝑘 ·𝐴
. . .

𝐴𝑘 ·𝐴𝑛−2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦. Из rang(𝐵(𝜆)) = 𝑛 − 1, ∀𝜆 ∈ {𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑚} следует,

что геометрическая кратность всех собственных значений равна 1, следовательно, для любого собствен-
ного значения 𝜆𝑖 существует ровно один соответствующий собственный вектор 𝑣𝑖 [3]. Из rang(𝐵(𝜆)) =
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rang(𝐵(𝑘)(𝜆)), ∀𝜆 ∈ {𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑚} и теоремы Кронекера–Капелли [3] следует, что 𝑘-я координата всех
собственных векторов (ненулевая) равна 1.

Пусть 𝑣𝑖(𝑗) — присоединенный вектор высоты 𝑗, соответствующий собственному значению 𝜆𝑖. Соб-
ственные векторы — присоединенные векторы высоты 1, т.е. 𝑣𝑖(1) = 𝑣𝑖. Другими словами, векторы 𝑣𝑖(𝑗)

определяются из следующих равенств:

𝐴 · 𝑣1(1) = 𝜆1 · 𝑣1(1), 𝐴 · 𝑣1(2) = 𝜆1 · 𝑣1(2) + 𝑣1(1), . . . , 𝐴 · 𝑣1(𝑘1) = 𝜆1 · 𝑣1(𝑘1) + 𝑣1(𝑘1 − 1),

𝐴 · 𝑣2(1) = 𝜆2 · 𝑣2(1), 𝐴 · 𝑣2(2) = 𝜆2 · 𝑣2(2) + 𝑣2(1), . . . , 𝐴 · 𝑣2(𝑘2) = 𝜆2 · 𝑣2(𝑘2) + 𝑣2(𝑘2 − 1),

. . .

𝐴 · 𝑣𝑚(1) = 𝜆𝑚 · 𝑣𝑚(1), 𝐴 · 𝑣𝑚(2) = 𝜆𝑚 · 𝑣𝑚(2) + 𝑣𝑚(1), . . . , 𝐴 · 𝑣𝑚(𝑘𝑚) = 𝜆𝑚 · 𝑣𝑚(𝑘𝑚) + 𝑣𝑚(𝑘𝑚 − 1).

Пусть 𝑉 (𝑛, 𝑛) = [𝑣1(1), 𝑣1(2), . . . , 𝑣1(𝑘1), 𝑣2(1), 𝑣2(2), . . . , 𝑣2(𝑘2), . . . , 𝑣𝑚(1), 𝑣𝑚(2), . . . , 𝑣𝑚(𝑘𝑚)] — мат-
рица, составленная из координат присоединенных векторов-столбцов матрицы 𝐴.

Для доказательства того, что det(𝑀) ̸= 0, достаточно показать, что det(𝑀 · 𝑉 (𝑛, 𝑛)) ̸= 0. Прямым
перемножением матриц с учетом присоединенности векторов и единичности 𝑘-й координаты всех соб-
ственных векторов показываем, что 𝑀 · 𝑉 (𝑛, 𝑛) = 𝑊 = [𝑤1, 𝑤2, 𝑤3, . . . , 𝑤𝑛], причем

𝑤1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1

𝜆1

𝜆2
1

𝜆3
1

. . .

𝜆𝑛−3
1

𝜆𝑛−2
1

𝜆𝑛−1
1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, 𝑤2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑣1𝑘(2)

𝑣1𝑘(2)𝜆1 + 1

𝑣1𝑘(2)𝜆
2
1 + 2𝜆1

𝑣1𝑘(2)𝜆
3
1 + 3𝜆2

1

. . .

𝑣1𝑘(2)𝜆
𝑛−3
1 + 𝐶1

𝑛−3𝜆
𝑛−4
1

𝑣1𝑘(2)𝜆
𝑛−2
1 + 𝐶1

𝑛−2𝜆
𝑛−3
1

𝑣1𝑘(2)𝜆
𝑛−1
1 + 𝐶1

𝑛−1𝜆
𝑛−2
1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, 𝑤3 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑣1𝑘(3)

𝑣1𝑘(3)𝜆1 + 𝑣1𝑘(2)

𝑣1𝑘(3)𝜆
2
1 + 𝑣1𝑘(2)2𝜆1 + 1

𝑣1𝑘(3)𝜆
3
1 + 𝑣1𝑘(2)3𝜆

2
1 + 3𝜆1

. . .

𝑣1𝑘(3)𝜆
𝑛−3
1 + 𝑣1𝑘(2)𝐶

1
𝑛−3𝜆

𝑛−4
1 + 𝐶2

𝑛−3𝜆
𝑛−5
1

𝑣1𝑘(3)𝜆
𝑛−2
1 + 𝑣1𝑘(2)𝐶

1
𝑛−2𝜆

𝑛−3
1 + 𝐶2

𝑛−2𝜆
𝑛−4
1

𝑣1𝑘(3)𝜆
𝑛−1
1 + 𝑣1𝑘(2)𝐶

1
𝑛−1𝜆

𝑛−2
1 + 𝐶2

𝑛−1𝜆
𝑛−3
1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

𝑤4 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑣1𝑘(4)

𝑣1𝑘(4)𝜆1 + 𝑣1𝑘(3)

𝑣1𝑘(4)𝜆
2
1 + 𝑣1𝑘(3)2𝜆1 + 𝑣1𝑘(2)

𝑣1𝑘(4)𝜆
3
1 + 𝑣1𝑘(3)3𝜆

2
1 + 𝑣1𝑘(2)3𝜆1 + 1

. . .

𝑣1𝑘(4)𝜆
𝑛−3
1 + 𝑣1𝑘(3)𝐶

1
𝑛−3𝜆

𝑛−4
1 + 𝑣1𝑘(2)𝐶

2
𝑛−3𝜆

𝑛−5
1 + 𝐶3

𝑛−3𝜆
𝑛−6
1

𝑣1𝑘(4)𝜆
𝑛−2
1 + 𝑣1𝑘(3)𝐶

1
𝑛−2𝜆

𝑛−3
1 + 𝑣1𝑘(2)𝐶

2
𝑛−2𝜆

𝑛−4
1 + 𝐶3

𝑛−2𝜆
𝑛−5
1

𝑣1𝑘(4)𝜆
𝑛−1
1 + 𝑣1𝑘(3)𝐶

1
𝑛−1𝜆

𝑛−2
1 + 𝑣1𝑘(2)𝐶

2
𝑛−1𝜆

𝑛−3
1 + 𝐶3

𝑛−1𝜆
𝑛−4
1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

. . .

𝑤𝑘1
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑣1𝑘(𝑘1)

𝑣1𝑘(𝑘1)𝜆1 + 𝑣1𝑘(𝑘1 − 1)

𝑣1𝑘(𝑘1)𝜆
2
1 + 𝑣1𝑘(𝑘1 − 1)2𝜆1 + 𝑣1𝑘(𝑘1 − 2)

𝑣1𝑘(𝑘1)𝜆
3
1 + 𝑣1𝑘(𝑘1 − 1)3𝜆2

1 + 𝑣1𝑘(𝑘1 − 2)3𝜆1 + 𝑣1𝑘(𝑘1 − 3)

. . .

𝑣1𝑘(𝑘1)𝜆
𝑛−3
1 + 𝑣1𝑘(𝑘1 − 1)𝐶1

𝑛−3𝜆
𝑛−4
1 + 𝑣1𝑘(𝑘1 − 2)𝐶2

𝑛−3𝜆
𝑛−5
1 + . . .+ 𝐶𝑘1−1

𝑛−3 𝜆𝑛−2−𝑘1
1

𝑣1𝑘(𝑘1)𝜆
𝑛−2
1 + 𝑣1𝑘(𝑘1 − 1)𝐶1

𝑛−2𝜆
𝑛−3
1 + 𝑣1𝑘(𝑘1 − 2)𝐶2

𝑛−2𝜆
𝑛−4
1 + . . .+ 𝐶𝑘1−1

𝑛−2 𝜆𝑛−1−𝑘1
1

𝑣1𝑘(𝑘1)𝜆
𝑛−1
1 + 𝑣1𝑘(𝑘1 − 1)𝐶1

𝑛−1𝜆
𝑛−2
1 + 𝑣1𝑘(𝑘1 − 2)𝐶2

𝑛−1𝜆
𝑛−3
1 + . . .+ 𝐶𝑘1−1

𝑛−1 𝜆𝑛−𝑘1
1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,
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𝑤𝑘1+1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1

𝜆2

𝜆2
2

𝜆3
2

. . .

𝜆𝑛−3
2

𝜆𝑛−2
2

𝜆𝑛−1
2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, 𝑤𝑘1+2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑣2𝑘(2)

𝑣2𝑘(2)𝜆2 + 1

𝑣2𝑘(2)𝜆
2
2 + 2𝜆2

𝑣2𝑘(2)𝜆
3
2 + 3𝜆2

2

. . .

𝑣2𝑘(2)𝜆
𝑛−3
2 + 𝐶1

𝑛−3𝜆
𝑛−4
2

𝑣2𝑘(2)𝜆
𝑛−2
2 + 𝐶1

𝑛−2𝜆
𝑛−3
2

𝑣2𝑘(2)𝜆
𝑛−1
2 + 𝐶1

𝑛−1𝜆
𝑛−2
2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

𝑤𝑘1+3 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑣2𝑘(3)

𝑣2𝑘(3)𝜆2 + 𝑣2𝑘(2)

𝑣2𝑘(3)𝜆
2
2 + 𝑣2𝑘(2)2𝜆2 + 1

𝑣2𝑘(3)𝜆
3
2 + 𝑣2𝑘(2)3𝜆

2
2 + 3𝜆2

. . .

𝑣2𝑘(3)𝜆
𝑛−3
2 + 𝑣2𝑘(2)𝐶

1
𝑛−3𝜆

𝑛−4
2 + 𝐶2

𝑛−3𝜆
𝑛−5
2

𝑣2𝑘(3)𝜆
𝑛−2
2 + 𝑣2𝑘(2)𝐶

1
𝑛−2𝜆

𝑛−3
2 + 𝐶2

𝑛−2𝜆
𝑛−4
2

𝑣2𝑘(3)𝜆
𝑛−1
2 + 𝑣2𝑘(2)𝐶

1
𝑛−1𝜆

𝑛−2
2 + 𝐶2

𝑛−1𝜆
𝑛−3
2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

𝑤𝑘1+4 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑣2𝑘(4)

𝑣2𝑘(4)𝜆2 + 𝑣2𝑘(3)

𝑣2𝑘(4)𝜆
2
2 + 𝑣2𝑘(3)2𝜆2 + 𝑣2𝑘(2)

𝑣2𝑘(4)𝜆
3
2 + 𝑣2𝑘(3)3𝜆

2
2 + 𝑣2𝑘(2)3𝜆2 + 1

. . .

𝑣2𝑘(4)𝜆
𝑛−3
2 + 𝑣2𝑘(3)𝐶

1
𝑛−3𝜆

𝑛−4
2 + 𝑣2𝑘(2)𝐶

2
𝑛−3𝜆

𝑛−5
2 + 𝐶3

𝑛−3𝜆
𝑛−6
2

𝑣2𝑘(4)𝜆
𝑛−2
2 + 𝑣2𝑘(3)𝐶

1
𝑛−2𝜆

𝑛−3
2 + 𝑣2𝑘(2)𝐶

2
𝑛−2𝜆

𝑛−4
2 + 𝐶3

𝑛−2𝜆
𝑛−5
2

𝑣2𝑘(4)𝜆
𝑛−1
2 + 𝑣2𝑘(3)𝐶

1
𝑛−1𝜆

𝑛−2
2 + 𝑣2𝑘(2)𝐶

2
𝑛−1𝜆

𝑛−3
2 + 𝐶3

𝑛−1𝜆
𝑛−4
2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

. . .

𝑤𝑘1+𝑘2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑣2𝑘(𝑘2)

𝑣2𝑘(𝑘2)𝜆2 + 𝑣2𝑘(𝑘2 − 1)

𝑣2𝑘(𝑘2)𝜆
2
2 + 𝑣2𝑘(𝑘2 − 1)2𝜆2 + 𝑣2𝑘(𝑘2 − 2)

𝑣2𝑘(𝑘2)𝜆
3
2 + 𝑣2𝑘(𝑘2 − 1)3𝜆2

2 + 𝑣2𝑘(𝑘2 − 2)3𝜆2 + 𝑣2𝑘(𝑘2 − 3)

. . .

𝑣2𝑘(𝑘2)𝜆
𝑛−3
2 + 𝑣2𝑘(𝑘2 − 1)𝐶1

𝑛−3𝜆
𝑛−4
2 + 𝑣2𝑘(𝑘2 − 2)𝐶2

𝑛−3𝜆
𝑛−5
2 + . . .+ 𝐶𝑘2−1

𝑛−3 𝜆𝑛−2−𝑘2
2

𝑣2𝑘(𝑘2)𝜆
𝑛−2
2 + 𝑣2𝑘(𝑘2 − 1)𝐶1

𝑛−2𝜆
𝑛−3
2 + 𝑣2𝑘(𝑘2 − 2)𝐶2

𝑛−2𝜆
𝑛−4
2 + . . .+ 𝐶𝑘2−1

𝑛−2 𝜆𝑛−1−𝑘2
2

𝑣2𝑘(𝑘2)𝜆
𝑛−1
2 + 𝑣2𝑘(𝑘2 − 1)𝐶1

𝑛−1𝜆
𝑛−2
2 + 𝑣2𝑘(𝑘2 − 2)𝐶2

𝑛−1𝜆
𝑛−3
2 + . . .+ 𝐶𝑘2−1

𝑛−1 𝜆𝑛−𝑘2
2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

. . .

𝑤𝑘1+𝑘2+...+𝑘𝑚−1+1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1

𝜆𝑚

𝜆2
𝑚

𝜆3
𝑚

. . .

𝜆𝑛−3
𝑚

𝜆𝑛−2
𝑚

𝜆𝑛−1
𝑚

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, 𝑤𝑘1+𝑘2+...+𝑘𝑚−1+2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑣𝑚𝑘(2)

𝑣𝑚𝑘(2)𝜆𝑚 + 1

𝑣𝑚𝑘(2)𝜆
2
𝑚 + 2𝜆𝑚

𝑣𝑚𝑘(2)𝜆
3
𝑚 + 3𝜆2

𝑚

. . .

𝑣𝑚𝑘(2)𝜆
𝑛−3
𝑚 + 𝐶1

𝑛−3𝜆
𝑛−4
𝑚

𝑣𝑚𝑘(2)𝜆
𝑛−2
𝑚 + 𝐶1

𝑛−2𝜆
𝑛−3
𝑚

𝑣𝑚𝑘(2)𝜆
𝑛−1
𝑚 + 𝐶1

𝑛−1𝜆
𝑛−2
𝑚

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,
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𝑤𝑘1+𝑘2+...+𝑘𝑚−1+3 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑣𝑚𝑘(3)

𝑣𝑚𝑘(3)𝜆𝑚 + 𝑣𝑚𝑘(2)

𝑣𝑚𝑘(3)𝜆
2
𝑚 + 𝑣𝑚𝑘(2)2𝜆𝑚 + 1

𝑣𝑚𝑘(3)𝜆
3
𝑚 + 𝑣𝑚𝑘(2)3𝜆

2
𝑚 + 3𝜆𝑚

. . .

𝑣𝑚𝑘(3)𝜆
𝑛−3
𝑚 + 𝑣𝑚𝑘(2)𝐶

1
𝑛−3𝜆

𝑛−4
𝑚 + 𝐶2

𝑛−3𝜆
𝑛−5
𝑚

𝑣𝑚𝑘(3)𝜆
𝑛−2
𝑚 + 𝑣𝑚𝑘(2)𝐶

1
𝑛−2𝜆

𝑛−3
𝑚 + 𝐶2

𝑛−2𝜆
𝑛−4
𝑚

𝑣𝑚𝑘(3)𝜆
𝑛−1
𝑚 + 𝑣𝑚𝑘(2)𝐶

1
𝑛−1𝜆

𝑛−2
𝑚 + 𝐶2

𝑛−1𝜆
𝑛−3
𝑚

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

𝑤𝑘1+𝑘2+...+𝑘𝑚−1+4 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑣𝑚𝑘(4)

𝑣𝑚𝑘(4)𝜆𝑚 + 𝑣𝑚𝑘(3)

𝑣𝑚𝑘(4)𝜆
2
𝑚 + 𝑣𝑚𝑘(3)2𝜆𝑚 + 𝑣𝑚𝑘(2)

𝑣𝑚𝑘(4)𝜆
3
𝑚 + 𝑣𝑚𝑘(3)3𝜆

2
𝑚 + 𝑣𝑚𝑘(2)3𝜆𝑚 + 1

. . .

𝑣𝑚𝑘(4)𝜆
𝑛−3
𝑚 + 𝑣𝑚𝑘(3)𝐶

1
𝑛−3𝜆

𝑛−4
𝑚 + 𝑣𝑚𝑘(2)𝐶

2
𝑛−3𝜆

𝑛−5
𝑚 + 𝐶3

𝑛−3𝜆
𝑛−6
𝑚

𝑣𝑚𝑘(4)𝜆
𝑛−2
𝑚 + 𝑣𝑚𝑘(3)𝐶

1
𝑛−2𝜆

𝑛−3
𝑚 + 𝑣𝑚𝑘(2)𝐶

2
𝑛−2𝜆

𝑛−4
𝑚 + 𝐶3

𝑛−2𝜆
𝑛−5
𝑚

𝑣𝑚𝑘(4)𝜆
𝑛−1
𝑚 + 𝑣𝑚𝑘(3)𝐶

1
𝑛−1𝜆

𝑛−2
𝑚 + 𝑣𝑚𝑘(2)𝐶

2
𝑛−1𝜆

𝑛−3
𝑚 + 𝐶3

𝑛−1𝜆
𝑛−4
𝑚

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

. . .

𝑤𝑛 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑣𝑚𝑘(𝑘𝑚)

𝑣𝑚𝑘(𝑘𝑚)𝜆𝑚 + 𝑣𝑚𝑘(𝑘𝑚 − 1)

𝑣𝑚𝑘(𝑘𝑚)𝜆2
𝑚 + 𝑣𝑚𝑘(𝑘𝑚 − 1)2𝜆𝑚 + 𝑣𝑚𝑘(𝑘𝑚 − 2)

𝑣𝑚𝑘(𝑘𝑚)𝜆3
𝑚 + 𝑣𝑚𝑘(𝑘𝑚 − 1)3𝜆2

𝑚 + 𝑣𝑚𝑘(𝑘𝑚 − 2)3𝜆𝑚 + 𝑣𝑚𝑘(𝑘𝑚 − 3)

. . .

𝑣𝑚𝑘(𝑘𝑚)𝜆𝑛−3
𝑚 + 𝑣𝑚𝑘(𝑘𝑚 − 1)𝐶1

𝑛−3𝜆
𝑛−4
𝑚 + 𝑣𝑚𝑘(𝑘𝑚 − 2)𝐶2

𝑛−3𝜆
𝑛−5
𝑚 + . . .+ 𝐶𝑘𝑚−1

𝑛−3 𝜆𝑛−2−𝑘𝑚
𝑚

𝑣𝑚𝑘(𝑘𝑚)𝜆𝑛−2
𝑚 + 𝑣𝑚𝑘(𝑘𝑚 − 1)𝐶1

𝑛−2𝜆
𝑛−3
𝑚 + 𝑣𝑚𝑘(𝑘𝑚 − 2)𝐶2

𝑛−2𝜆
𝑛−4
𝑚 + . . .+ 𝐶𝑘𝑚−1

𝑛−2 𝜆𝑛−1−𝑘𝑚
𝑚

𝑣𝑚𝑘(𝑘𝑚)𝜆𝑛−1
𝑚 + 𝑣𝑚𝑘(𝑘𝑚 − 1)𝐶1

𝑛−1𝜆
𝑛−2
𝑚 + 𝑣𝑚𝑘(𝑘𝑚 − 2)𝐶2

𝑛−1𝜆
𝑛−3
𝑚 + . . .+ 𝐶𝑘𝑚−1

𝑛−1 𝜆𝑛−𝑘𝑚
𝑚

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
где 𝑣𝑖𝑘(𝑗) — 𝑘-я координата вектора 𝑣𝑖(𝑗). Действительно, для этого методом математической индукции
достаточно доказать, что ∀𝑝 ∈ N, ∀𝑖 ∈ {1, 2, . . . ,𝑚} и ∀𝑗 ∈ {1, 2, . . . , 𝑘𝑖} верно следующее равенство:

𝐴𝑝 · 𝑣𝑖(𝑗) = 𝜆𝑝
𝑖 · 𝑣𝑖(𝑗) + 𝐶1

𝑝𝜆
𝑝−1
𝑖 · 𝑣𝑖(𝑗 − 1) + 𝐶2

𝑝𝜆
𝑝−2
𝑖 · 𝑣𝑖(𝑗 − 2) + . . .+

+ 𝐶𝑗−2
𝑝 𝜆𝑝−𝑗+2

𝑖 · 𝑣𝑖(2) + 𝐶𝑗−1
𝑝 𝜆𝑝−𝑗+1

𝑖 · 𝑣𝑖(1) =
𝑗−1∑︁
𝑞=0

𝐶𝑞
𝑝𝜆

𝑝−𝑞
𝑖 · 𝑣𝑖(𝑗 − 𝑞). (7)

Пусть 𝑝 = 1, тогда

𝐴 · 𝑣𝑖(𝑗) = 𝜆𝑖 · 𝑣𝑖(𝑗) + 𝑣𝑖(𝑗 − 1) =

𝑗−1∑︁
𝑞=0

𝐶𝑞
1𝜆

1−𝑞
𝑖 · 𝑣𝑖(𝑗 − 𝑞).

Пусть 𝑝 = 2, тогда

𝐴2 · 𝑣𝑖(𝑗) = 𝐴 · (𝜆𝑖 · 𝑣𝑖(𝑗) + 𝑣𝑖(𝑗 − 1)) = 𝜆𝑖 ·𝐴 · 𝑣𝑖(𝑗) +𝐴 · 𝑣𝑖(𝑗 − 1) =

= 𝜆𝑖(𝜆𝑖 · 𝑣𝑖(𝑗) + 𝑣𝑖(𝑗 − 1)) + 𝜆𝑖 · 𝑣𝑖(𝑗 − 1) + 𝑣𝑖(𝑗 − 2) =

𝑗−1∑︁
𝑞=0

𝐶𝑞
2𝜆

2−𝑞
𝑖 · 𝑣𝑖(𝑗 − 𝑞).
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Пусть при 𝑝 = 𝑠

𝐴𝑠 · 𝑣𝑖(𝑗) =
𝑗−1∑︁
𝑞=0

𝐶𝑞
𝑠𝜆

𝑠−𝑞
𝑖 · 𝑣𝑖(𝑗 − 𝑞).

Умножив это равенство слева на 𝐴, получим:

𝐴 · (𝐴𝑠 · 𝑣𝑖(𝑗)) = 𝐴𝑠+1 · 𝑣𝑖(𝑗) = 𝐴 ·

[︃
𝑗−1∑︁
𝑞=0

𝐶𝑞
𝑠𝜆

𝑠−𝑞
𝑖 · 𝑣𝑖(𝑗 − 𝑞)

]︃
=

𝑗−1∑︁
𝑞=0

𝐶𝑞
𝑠𝜆

𝑠−𝑞
𝑖 ·𝐴 · 𝑣𝑖(𝑗 − 𝑞) =

= 𝐶0
𝑠𝜆

𝑠−0
𝑖 · (𝜆𝑖 · 𝑣𝑖(𝑗) + 𝑣𝑖(𝑗 − 1)) + 𝐶1

𝑠𝜆
𝑠−1
𝑖 · (𝜆𝑖 · 𝑣𝑖(𝑗 − 1) + 𝑣𝑖(𝑗 − 2))+

+ 𝐶2
𝑠𝜆

𝑠−2
𝑖 · (𝜆𝑖 · 𝑣𝑖(𝑗 − 2) + 𝑣𝑖(𝑗 − 3)) + . . .+ 𝐶𝑗−1

𝑠 𝜆𝑠−𝑗+1
𝑖 · (𝜆𝑖 · 𝑣𝑖(1)) =

= 𝜆𝑠+1
𝑖 𝑣𝑖(𝑗) + (𝐶0

𝑠 + 𝐶1
𝑠 ) · 𝜆𝑠

𝑖𝑣𝑖(𝑗 − 1) + (𝐶1
𝑠 + 𝐶2

𝑠 ) · 𝜆𝑠−1
𝑖 𝑣𝑖(𝑗 − 2) + (𝐶2

𝑠 + 𝐶3
𝑠 ) · 𝜆𝑠−2

𝑖 𝑣𝑖(𝑗 − 3) + . . .+

+ (𝐶𝑗−2
𝑠 + 𝐶𝑗−1

𝑠 ) · 𝜆𝑠−𝑗+2
𝑖 𝑣𝑖(1) =

𝑗−1∑︁
𝑞=0

𝐶𝑞
𝑠+1𝜆

𝑠+1−𝑞
𝑖 · 𝑣𝑖(𝑗 − 𝑞),

откуда следует, что (7) доказано.

Упростим коэффициенты 𝜆1 в детерминанте det(𝑀 · 𝑉 (𝑛, 𝑛)), а именно:
• первый столбец умножаем на −𝑣1𝑘(2) и прибавляем ко второму столбцу, умножаем на −𝑣1𝑘(3) и

прибавляем к третьему столбцу, . . . , умножаем на −𝑣1𝑘(𝑘1) и прибавляем к 𝑘1-му столбцу;
• после этого второй столбец умножаем на −𝑣1𝑘(2) и прибавляем к третьему столбцу, умножаем на
−𝑣1𝑘(3) и прибавляем к четвертому столбцу, . . . , умножаем на −𝑣1𝑘(𝑘1 − 1) и прибавляем к 𝑘1-му
столбцу;

• после этого третий столбец умножаем на −𝑣1𝑘(2) и прибавляем к четвертому столбцу, умножаем
на −𝑣1𝑘(3) и прибавляем к пятому столбцу, . . . , умножаем на −𝑣1𝑘(𝑘1 − 2) и прибавляем к 𝑘1-му
столбцу;
. . .

• после этого (𝑘1 − 1)-й столбец умножаем на −𝑣1𝑘(2) и прибавляем к 𝑘1-му столбцу.

В результате получаем det(𝑀 ·𝑉 (𝑛, 𝑛)) = det(𝑊 ′), где 𝑊 ′ = [𝑤′
1, 𝑤

′
2, . . . , 𝑤

′
𝑘1
, 𝑤𝑘1+1, 𝑤𝑘1+2, . . . , 𝑤𝑛], причем

𝑤′
1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1

𝜆1

𝜆2
1

𝜆3
1

. . .

𝜆𝑛−3
1

𝜆𝑛−2
1

𝜆𝑛−1
1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, 𝑤′

2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

1

2𝜆1

3𝜆2
1

. . .

𝐶1
𝑛−3𝜆

𝑛−4
1

𝐶1
𝑛−2𝜆

𝑛−3
1

𝐶1
𝑛−1𝜆

𝑛−2
1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, 𝑤′

3 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

0

1

3𝜆1

. . .

𝐶2
𝑛−3𝜆

𝑛−5
1

𝐶2
𝑛−2𝜆

𝑛−4
1

𝐶2
𝑛−1𝜆

𝑛−3
1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, . . . , 𝑤′

𝑘1
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

0

0

0

. . .

𝐶𝑘1−1
𝑛−3 𝜆𝑛−2−𝑘1

1

𝐶𝑘1−1
𝑛−2 𝜆𝑛−1−𝑘1

1

𝐶𝑘1−1
𝑛−1 𝜆𝑛−𝑘1

1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

остальные столбцы матрицы 𝑊 ′ совпадают со столбцами матрицы 𝑊 , т.е. 𝑗-й столбец матрицы 𝑊 ′ равен
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𝑗-му столбцу матрицы 𝑊, ∀𝑗 ∈ {𝑘1 + 1, 𝑘1 + 2, . . . , 𝑛}. Если аналогично упростим коэффициенты других
собственных значений, то получим, что det(𝑀 · 𝑉 (𝑛, 𝑛)) равен det(𝑉 𝑇

𝑐 ), где

𝑉𝑐 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 𝜆1 𝜆2
1 𝜆3

1 . . . 𝜆𝑛−3
1 𝜆𝑛−2

1 𝜆𝑛−1
1

0 1 𝐶1
2𝜆1 𝐶1

3𝜆
2
1 . . . 𝐶1

𝑛−3𝜆
𝑛−4
1 𝐶1

𝑛−2𝜆
𝑛−3
1 𝐶1

𝑛−1𝜆
𝑛−2
1

0 0 1 𝐶2
3𝜆1 . . . 𝐶2

𝑛−3𝜆
𝑛−5
1 𝐶2

𝑛−2𝜆
𝑛−4
1 𝐶2

𝑛−1𝜆
𝑛−3
1

0 0 0 1 . . . 𝐶3
𝑛−3𝜆

𝑛−6
1 𝐶3

𝑛−2𝜆
𝑛−5
1 𝐶3

𝑛−1𝜆
𝑛−4
1

...
0 0 0 0 . . . 𝐶𝑘1−1

𝑛−3 𝜆𝑛−2−𝑘1
1 𝐶𝑘1−1

𝑛−2 𝜆𝑛−1−𝑘1
1 𝐶𝑘1−1

𝑛−1 𝜆𝑛−𝑘1
1

1 𝜆2 𝜆2
2 𝜆3

2 . . . 𝜆𝑛−3
2 𝜆𝑛−2

2 𝜆𝑛−1
2

0 1 𝐶1
2𝜆2 𝐶1

3𝜆
2
2 . . . 𝐶1

𝑛−3𝜆
𝑛−4
2 𝐶1

𝑛−2𝜆
𝑛−3
2 𝐶1

𝑛−1𝜆
𝑛−2
2

0 0 1 𝐶2
3𝜆2 . . . 𝐶2

𝑛−3𝜆
𝑛−5
2 𝐶2

𝑛−2𝜆
𝑛−4
2 𝐶2

𝑛−1𝜆
𝑛−3
2

0 0 0 1 . . . 𝐶3
𝑛−3𝜆

𝑛−6
2 𝐶3

𝑛−2𝜆
𝑛−5
2 𝐶3

𝑛−1𝜆
𝑛−4
2

...
0 0 0 0 . . . 𝐶𝑘2−1

𝑛−3 𝜆𝑛−2−𝑘2
2 𝐶𝑘2−1

𝑛−2 𝜆𝑛−1−𝑘2
2 𝐶𝑘2−1

𝑛−1 𝜆𝑛−𝑘2
2

...
. . .
...
1 𝜆𝑚 𝜆2

𝑚 𝜆3
𝑚 . . . 𝜆𝑛−3

𝑚 𝜆𝑛−2
𝑚 𝜆𝑛−1

𝑚

0 1 𝐶1
2𝜆𝑚 𝐶1

3𝜆
2
𝑚 . . . 𝐶1

𝑛−3𝜆
𝑛−4
𝑚 𝐶1

𝑛−2𝜆
𝑛−3
𝑚 𝐶1

𝑛−1𝜆
𝑛−2
𝑚

0 0 1 𝐶2
3𝜆𝑚 . . . 𝐶2

𝑛−3𝜆
𝑛−5
𝑚 𝐶2

𝑛−2𝜆
𝑛−4
𝑚 𝐶2

𝑛−1𝜆
𝑛−3
𝑚

0 0 0 1 . . . 𝐶3
𝑛−3𝜆

𝑛−6
𝑚 𝐶3

𝑛−2𝜆
𝑛−5
𝑚 𝐶3

𝑛−1𝜆
𝑛−4
𝑚

...
0 0 0 0 . . . 𝐶𝑘𝑚−1

𝑛−3 𝜆𝑛−2−𝑘𝑚
𝑚 𝐶𝑘𝑚−1

𝑛−2 𝜆𝑛−1−𝑘𝑚
𝑚 𝐶𝑘𝑚−1

𝑛−1 𝜆𝑛−𝑘𝑚
𝑚

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

а матрица 𝑉 𝑇
𝑐 — транспонированная матрица для матрицы 𝑉𝑐.

В работе [15] доказано, что

det(𝑉𝑐) =
∏︁

1⩽𝑖<𝑗⩽𝑚

(𝜆𝑗 − 𝜆𝑖)
𝑘𝑖𝑘𝑗 . (8)

Из (8) следует, что det(𝑀) ̸= 0, так как 𝑀,𝑉 (𝑛, 𝑛) — квадратные матрицы 𝑛-го порядка и, следовательно,
det(𝑀 · 𝑉 (𝑛, 𝑛)) = det(𝑀) · det(𝑉 (𝑛, 𝑛)). Теперь из (6) следует, что

𝑥(𝑡) = 𝑀−1𝑥(𝑘)(𝑡), 𝑥(𝑘)(𝑡) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑥𝑘(𝑡)

𝑥′
𝑘(𝑡)

𝑥′′
𝑘(𝑡)

. . .

𝑥
(𝑛−1)
𝑘 (𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (9)

Равенство (9) означает, что удалось выразить все функции 𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡), . . . , 𝑥𝑛(𝑡), входящие в систему (1),
в виде линейных комбинаций производных только одной неизвестной функции 𝑥𝑘(𝑡), входящей в эту
систему.

Таким образом, доказано, что равенства (5) и (9) следуют из системы (1). Теперь докажем, что верно
и обратное, т.е. из (5) и (9) следует (1).
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Для этого достаточно показать следующее: 𝑖) 𝐴 = 𝑀−1 · 𝐹 ·𝑀 и 𝑖𝑖) 𝑥′
(𝑘)(𝑡) = 𝐹 · 𝑥(𝑘)(𝑡).

𝑖) С одной стороны, известно [3], что 𝐴 = 𝑉 (𝑛, 𝑛) · 𝐽(𝑛, 𝑛) · 𝑉 (𝑛, 𝑛)−1, где

𝐽(𝑛, 𝑛) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝐽𝑘1

(𝜆1) 0 0 . . . 0

0 𝐽𝑘2
(𝜆2) 0 . . . 0

0 0 𝐽𝑘3
(𝜆3) . . . 0

. . .

0 0 0 . . . 𝐽𝑘𝑚
(𝜆𝑚)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ — матрица жордановых блоков, а блочная матри-

ца порядка 𝑘𝑗 определяется следующим образом: 𝐽𝑘𝑗 (𝜆𝑗) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝜆𝑗 1 0 . . . 0

0 𝜆𝑗 1 . . . 0

0 0 𝜆𝑗 . . . 0

. . .

0 0 0 . . . 1

0 0 0 . . . 𝜆𝑗

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, ∀𝑗 ∈ {1, 2, . . . ,𝑚}.

С другой стороны, непосредственно умножая матрицы, легко видеть, что 𝐹 ·𝑊 = 𝑊 · 𝐽(𝑛, 𝑛) = 𝑊 *, где
𝑊 * — матрица, 𝑖-я строка которой равна (𝑖+ 1)-й строке матрицы 𝑊 , а

𝐹 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 0 . . . 0

0 0 1 . . . 0

. . .

0 0 0 . . . 1

−𝑎0 −𝑎1 −𝑎2 . . . −𝑎𝑛−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ — матрица Фробениуса.

Теперь из последних двух матричных равенств имеем:

𝑊 · 𝐽(𝑛, 𝑛) = 𝐹 ·𝑊 =⇒ 𝐽(𝑛, 𝑛) ·𝑊−1 = 𝑊−1 · 𝐹 =⇒ 𝑉 (𝑛, 𝑛)−1 ·𝐴 · 𝑉 (𝑛, 𝑛) ·𝑊−1 = 𝑊−1 · 𝐹
=⇒ 𝐴 · 𝑉 (𝑛, 𝑛) ·𝑊−1 = 𝑉 (𝑛, 𝑛) ·𝑊−1 · 𝐹 =⇒ 𝐴 ·𝑀−1 = 𝑀−1 · 𝐹 =⇒ 𝐴 = 𝑀−1 · 𝐹 ·𝑀.

𝑖𝑖). Проверяется непосредственно, т.е.

𝑥′
(𝑘)(𝑡) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑥′
𝑘(𝑡)

𝑥′′
𝑘(𝑡)

𝑥′′′
𝑘 (𝑡)

. . .

𝑥
(𝑛)
𝑘 (𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑥′
𝑘(𝑡)

𝑥′′
𝑘(𝑡)

𝑥′′′
𝑘 (𝑡)

. . .

−𝑎𝑛−1𝑥
(𝑛−1)
𝑘 (𝑡)− 𝑎𝑛−2𝑥

(𝑛−2)
𝑘 (𝑡)− . . .− 𝑎1𝑥

′
𝑘(𝑡)− 𝑎0𝑥𝑘(𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 0 . . . 0

0 0 1 . . . 0

. . .

0 0 0 . . . 1

−𝑎0 −𝑎1 −𝑎2 ... −𝑎𝑛−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑥𝑘(𝑡)

𝑥′
𝑘(𝑡)

𝑥′′
𝑘(𝑡)

. . .

𝑥
(𝑛−1)
𝑘 (𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ = 𝐹 · 𝑥(𝑘)(𝑡).

Достаточность доказана.
Необходимость. Пусть неверно, что rang(𝐵(𝜆)) = rang(𝐵(𝑘)(𝜆)) = 𝑛 − 1,∀𝜆 ∈ {𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑚}. Тогда

∃𝑟 ∈ {1, 2, . . . ,𝑚}, для которого либо a) rang(𝐵(𝜆𝑟)) ̸= rang(𝐵(𝑘)(𝜆𝑟)), либо b) rang(𝐵(𝜆𝑟)) ̸= 𝑛− 1.
Пусть 𝑉 ′(𝑛, 𝑛) = [𝑣𝜆1(1), . . . , 𝑣𝜆1(𝑙1), 𝑣𝜆1(𝑙1 + 1), . . . , 𝑣𝜆1(𝑘1), . . . , 𝑣𝜆𝑚(1), . . . , 𝑣𝜆𝑚(𝑙𝑚), 𝑣𝜆𝑚(𝑙𝑚 + 1), . . . ,

𝑣𝜆𝑚(𝑘𝑚)] — матрица, составленная из координат собственных и присоединенных векторов-столбцов мат-
рицы 𝐴, где

𝑣𝜆𝑖(𝑗) =

{︃
собственный вектор, соответствующий 𝜆𝑖, если 𝑗 ∈ {1, 2, . . . , 𝑙𝑖},
присоединенный вектор, соответствующий 𝜆𝑖, если 𝑗 ∈ {𝑙𝑖 + 1, . . . , 𝑘𝑖}.

Известно [3], что det(𝑉 ′(𝑛, 𝑛)) ̸= 0.
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a) Если rang(𝐵(𝜆𝑟)) ̸= rang(𝐵(𝑘)(𝜆𝑟)), то из теоремы Кронекера–Капелли следует, что 𝑘-я координата
собственного вектора 𝑣𝑟, соответствующего собственному значению 𝜆𝑟, равна 0, так как система 𝐵(𝜆𝑟)·𝑣 =

0 имеет решение 𝑣𝑟, 𝑘-я координата которого отлична от нуля тогда и только тогда, когда rang(𝐵(𝜆𝑟)) =

rang(𝐵(𝑘)(𝜆𝑟)). В этом случае покажем, что det(𝑀) = 0. Для этого достаточно показать, что det(𝑀 ·
𝑉 ′(𝑛, 𝑛)) = 0. Последнее справедливо, так как (𝑘1 + 𝑘2 + . . . + 𝑘𝑟−1 + 1)-й столбец матрицы 𝑀 · 𝑉 ′(𝑛, 𝑛)

равен 𝑀 · 𝑣𝑟 = 0.
b) Если rang(𝐵(𝜆𝑟)) ̸= 𝑛 − 1, то 𝑙𝑟 ⩾ 2, т.е. количество собственных векторов-столбцов матрицы

𝐴, соответствующих собственному значению 𝜆𝑟, больше или равно 2. В этом случае тоже покажем, что
det(𝑀) = 0. Для этого достаточно показать, что det(𝑀 · 𝑉 ′(𝑛, 𝑛)) = 0. Последнее справедливо, так как
(𝑘1+𝑘2+ . . .+𝑘𝑟−1+1)-й и (𝑘1+𝑘2+ . . .+𝑘𝑟−1+2)-й столбцы матрицы 𝑀 ·𝑉 ′(𝑛, 𝑛) одинаковы. Теорема 1
доказана.

Следствие 1. Если систему (1) относительно 𝑥𝑘(𝑡) можно привести к эквивалентной систе-
ме (2), то все функции 𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡), . . . , 𝑥𝑛(𝑡) системы (1) периодические тогда и только тогда, когда
функция 𝑥𝑘(𝑡) периодическая.

Следствие 2. Систему (1) относительно 𝑥𝑘(𝑡) можно привести к эквивалентной системе (2)
тогда и только тогда, когда геометрическая кратность всех собственных значений равна 1 и 𝑘-я коор-
дината всех собственных векторов матрицы 𝐴 отлична от нуля.

На основе доказательства теоремы 1 легко разработать алгоритм, который находит множество функ-
ций, относительно каждой из которых система (1) может быть сведена к эквивалентной системе (2).

Алгоритм 1. Функция 𝑆𝑜𝑉 для нахождения множества функций, относительно каждой из которых система (1)
может быть сведена к эквивалентной системе (2)

Algorithm 1. Function 𝑆𝑜𝑉 for finding the set of functions, with respect to each of which the system (1) can be
reduced to the equivalent system (2)

1: function 𝑆𝑜𝑉 (𝐴, {𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑛})
2: 𝑆𝑜𝑉 := ∅
3: 𝐵(𝜆) := 𝐴− 𝜆 · 𝐸(𝑛)

4: for 𝑘 = 1 . . . 𝑛 do
5: 𝐵(𝜆, 𝑘) := 𝐵(𝑘)(𝜆)

6: 𝑐ℎ𝑒𝑘 := 1

7: for 𝑖 = 1 . . .𝑚 do
8: if | rang(𝐵(𝜆𝑖)− rang(𝐵(𝜆𝑖, 𝑘)))|+ | rang(𝐵(𝜆𝑖)− 𝑛+ 1| ≠ 0

9: 𝑐ℎ𝑒𝑘 := 0

10: break
11: end if
12: end for
13: if 𝑐ℎ𝑒𝑘 = 1

14: 𝑆𝑜𝑉 := 𝑆𝑜𝑉 ∪ {𝑥𝑘(𝑡)}
15: end if
16: end for
17: return 𝑆𝑜𝑉

18: end function

Корректность алгоритма 1 следует непосредственно из доказанной теоремы 1.

4. Применение. Рассмотрим конкретную однородную систему линейных дифференциальных урав-
нений с постоянными коэффициентами

𝑥′(𝑡) = 𝐴 · 𝑥(𝑡), где 𝐴 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 2 4 2

−1 0 −2 −4 −2

0 −1 2 4 2

0 0 −3 −4 −2

0 0 4 5 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝑥(𝑡) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑥1(𝑡)

𝑥2(𝑡)

𝑥3(𝑡)

𝑥4(𝑡)

𝑥5(𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (10)

Находим характеристический многочлен матрицы 𝐴:

𝜒(𝜆) = det(𝐴− 𝜆 · 𝐸(5)) = −𝜆5 − 2 · 𝜆− 2.
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Известно [16, 17], что корни характеристического уравнения 𝜒(𝜆) = 0 нельзя выразить в радикалах, т.е.
точно их найти невозможно.

Одно из приложений полученного результата заключается в том, что, несмотря на то что не из-
вестны точные значения корней характеристического уравнения, конструктивно докажем, что функции
𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡), 𝑥3(𝑡), 𝑥4(𝑡), 𝑥5(𝑡) могут быть выражены в виде линейных комбинаций производных функции
𝑥5(𝑡), а сама функция 𝑥5(𝑡) будет удовлетворять одному скалярному уравнению, для которого разработан
метод решения, не требующий нахождения корней характеристического уравнения.

Покажем, что rang(𝐵(𝜆)) = rang(𝐵(5)(𝜆)) = 4, ∀𝜆 ∈ {𝜆 : det(𝐴 − 𝜆 · 𝐸(5)) = 0}. Действительно,
пусть 𝜆 — любой элемент множества {𝜆 : det(𝐴− 𝜆 · 𝐸(5)) = 0}. Тогда

rang(𝐵(𝜆)) = rang(𝐴− 𝜆 · 𝐸(5)) = rang

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−𝜆 0 2 4 2

−1 −𝜆 −2 −4 −2

0 −1 2− 𝜆 4 2

0 0 −3 −𝜆− 4 −2

0 0 4 5 2− 𝜆

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =

= rang

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−1 −𝜆 −2 −4 −2

0 −1 2− 𝜆 4 2

0 𝜆2 2𝜆+ 2 4𝜆+ 4 2𝜆+ 2

0 0 −3 −𝜆− 4 −2

0 0 4 5 2− 𝜆

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =

= rang

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−1 −𝜆 −2 −4 −2

0 −1 2− 𝜆 4 2

0 0 −𝜆3 + 2𝜆2 + 2𝜆+ 2 4𝜆2 + 4𝜆+ 4 2𝜆2 + 2𝜆+ 2

0 0 −3 −𝜆− 4 −2

0 0 4 5 2− 𝜆

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =

= rang

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−1 −𝜆 −2 −4 −2

0 −1 2− 𝜆 4 2

0 0 −3 −𝜆− 4 −2

0 0 0 −4𝜆− 1 −3𝜆− 2

0 0 0 𝜆4 + 2𝜆3 + 2𝜆2 + 2𝜆+ 4 2𝜆3 + 2𝜆2 + 2𝜆+ 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =

= rang

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−1 −𝜆 −2 −4 −2

0 −1 2− 𝜆 4 2

0 0 −3 −𝜆− 4 −2

0 0 0 −4𝜆− 1 −3𝜆− 2

0 0 0 0 3𝜆5 + 6𝜆+ 6

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =

= rang

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−1 −𝜆 −2 −4 −2

0 −1 2− 𝜆 4 2

0 0 −3 −𝜆− 4 −2

0 0 0 −4𝜆− 1 −3𝜆− 2

0 0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ = 4 = rang(𝐵(5)(𝜆)) = rang

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−1 −𝜆 −2 −4

0 −1 2− 𝜆 4

0 0 −3 −𝜆− 4

0 0 0 −4𝜆− 1

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .
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Теперь в силу теоремы 1, на основе равенства (9), система (10) относительно 𝑥5(𝑡) может быть
сведена к эквивалентной системе⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑥1(𝑡)

𝑥2(𝑡)

𝑥3(𝑡)

𝑥4(𝑡)

𝑥5(𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =
1

307
·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−2 6 −24 96 −77

−6 18 −72 −19 76

−26 78 −5 20 −80

−102 −1 4 −16 64

307 0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑥5(𝑡)

𝑥′
5(𝑡)

𝑥′′
5(𝑡)

𝑥′′′
5 (𝑡)

𝑥
(4)
5 (𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

где функция 𝑥5(𝑡) удовлетворяет уравнению

−𝑥
(5)
5 (𝑡)− 2 · 𝑥′

5(𝑡)− 2 · 𝑥5(𝑡) = 0, (11)

а решение уравнения (11) может быть найдено методом, предложенным в [18], который не требует нахож-
дения корней характеристического уравнения.

5. Заключение. В исследовании получен и теоретически обоснован важный результат, позволяю-
щий в некоторых случаях заменять систему линейных дифференциальных уравнений первого порядка
с постоянными коэффициентами одним уравнением высокого порядка. Фактически получены условия,
при которых прямое преобразование (одного ОДУ высокого порядка в систему ОДУ первого порядка)
и обратное преобразование (системы ОДУ первого порядка в одно ОДУ высокого порядка) приводят к
одному и тому же решению задачи Коши.
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