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обратных задач гравиметрии и магнитометрии на основе метода сопряженных градиентов с ис-
пользованием теплицево-блочно-теплицевой структуры матрицы производных интегрального
оператора. Построен новый покомпонентный метод для решения обратной задачи магнито-
метрии в случае произвольно направленного вектора намагниченности. Проведены численные
эксперименты на GPU для исследования применимости и производительности разработанных
алгоритмов.
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Abstract: The work is devoted to algorithms for solving the inverse gravimetry problem of finding
an interface between media from gravity data and the magnetometry problem for the case of
an arbitrarily directed magnetization from magnetic data and their implementation on graphics
processors. Based on the conjugate gradient method using the Toeplitz-block-Toeplitz structure of
the matrix of integral operator derivatives, we construct the efficient modified algorithms for solving
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1. Введение. Важнейшими геофизическими задачами исследования структуры земной коры яв-
ляются обратная задача гравиметрии [1] о нахождении поверхностей раздела между слоями кусочно-
однородной среды постоянной плотности по известным скачкам плотности и гравитационному полю, из-
меренному на некоторой площади земной поверхности, и обратная задача магнитометрии [2] о нахождении
поверхностей раздела сред по известным скачкам намагниченности и магнитному полю.

Задачи описываются нелинейными интегральными уравнениями первого рода и являются некор-
ректными задачами [3]. При разработке методов решения задач используются идеи итеративной регу-
ляризации [4]. После дискретизации эти задачи сводятся к системам нелинейных уравнений большой
размерности.

В работе П. С. Мартышко и И. Л. Пруткина [5] предложена предварительная обработка гравитаци-
онных данных методом разделения суммарного поля на составляющие с помощью технологии повысотных
трансформаций. Основная идея технологии заключается в аналитическом продолжении поля вверх или
вниз. В работах [6, 7] на основе сеточных алгоритмов разработан метод интерпретации гравитационных
(и магнитных) полей: по выделенным аномалиям от источников, разделенных по горизонтальным слоям,
строится трехмерное распределение плотности (намагниченности).

В работе [8] представлены алгоритмы и вычислительные схемы интерполяции профильных данных в
объемные плотностные модели для случая сложнопостроенных сред, применяемых при решении прямых и
обратных задач гравиразведки, и описаны способы восстановления объемной среды по системе профилей,
которые позволяют учитывать априорную информацию о геолого-геофизических параметрах среды.
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Алгоритмы решения обратных геофизических задач на основе итеративно регуляризованных ме-
тодов типа Ньютона и Левенберга–Марквардта разрабатывались в Институте математики и механи-
ки УрО РАН [9–12], на основе экономичного метода локальных поправок — в Институте геофизики
УрО РАН [13]. Метод локальных поправок основан на положении, что значение поля в точке земной
поверхности определяется глубиной залегания ближайшей точки поверхности раздела и состоит в итера-
тивном уточнении глубины поверхности в узле сетки за счет невязки правой части в том же узле.

В работе В. В. Васина [14] предложен модифицированный регуляризованный метод наискорейшего
спуска для решения нелинейных нерегулярных операторных уравнений. Основная идея модификации
состоит в вычислении матрицы производных интегрального оператора в начальной точке без пересчета в
последующем итерационном процессе. В результате метод является более экономичным по числу действий
на каждой итерации. В работе [15] предложен модифицированный регуляризованный метод сопряженных
градиентов для решения систем нелинейных уравнений.

В работах [16, 17] предложен экономичный покомпонентный градиентный метод для решения систем
нелинейных уравнений в задачах гравиметрии и магнитометрии. Идея метода состоит в возможности
минимизировать невязку по правой части в узле только за счет изменения значения глубины поверхности
в том же узле с использованием градиентного метода.

Целью данной работы является разработка быстрых и экономичных по памяти итерационных алго-
ритмов решения нелинейных обратных задач гравиметрии и магнитометрии о нахождении поверхностей
раздела сред на основе градиентных методов и их реализация на графических ускорителях. Приводится
построение модифицированного метода сопряженных градиентов с использованием теплицево-блочно-
теплицевой структуры матрицы производных интегрального оператора. Построен новый покомпонент-
ный метод для решения обратной задачи магнитометрии в случае произвольно направленного вектора
намагниченности. Проведены численные эксперименты на GPU для исследования применимости и про-
изводительности разработанных алгоритмов.

В разделе 2 приводится постановка обратной задачи гравиметрии для нахождения поверхности раз-
дела сред. Описаны методы решения задачи: регуляризованный линеаризованный метод сопряженных
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Рис. 1. Модель двухслойной среды в задаче
гравиметрии

Fig. 1. Model of a two-layer medium in
a gravimetry problem

градиентов, модифицированный метод сопряженных
градиентов и гибридный метод сопряженных гра-
диентов. Приводится построение модифицированного
регуляризованного метода сопряженных градиентов.
В разделе 3 приводится постановка обратной задачи
магнитометрии для случая произвольно направлен-
ной намагниченности. Описан покомпонентный гра-
диентный метод решения этой задачи. Приводится по-
строение модифицированного покомпонентного гра-
диентного метода для решения этой задачи. В разде-
ле 4 описываются оптимизации разработанных моди-
фицированных методов с использованием теплицево-
блочно-теплицевой структуры матрицы производных
интегрального оператора. В разделе 5 описываются
проведенные вычислительные эксперименты.

2. Задача гравиметрии.

2.1. Постановка обратной задачи грави-
метрии для одной поверхности раздела. Введем
трехмерную декартову систему координат, в которой
плоскость 𝑥0𝑦 совпадает с земной поверхностью, а ось
𝑧 направлена вертикально вниз. Предполагается, что
нижнее полупространство состоит из двух слоев по-
стоянной плотности 𝜎1 и 𝜎2, разделенных искомой по-
верхностью 𝑆 (рис. 1).

Пусть поверхность раздела 𝑆 задается уравнением 𝑧 = 𝜁(𝑥, 𝑦), скачок плотности на ней равен ∆𝜎 =

𝜎1 − 𝜎2, поверхность имеет горизонтальную асимптотическую плоскость 𝑧 = ℎ, т.е.

lim
𝑥,𝑦→±∞

|𝜁(𝑥, 𝑦)− ℎ| = 0.

https://road.issn.org/


ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ МЕТОДЫ И ПРОГРАММИРОВАНИЕ / NUMERICAL METHODS AND PROGRAMMING
2023, 24 (4), 368–385. doi 10.26089/NumMet.v24r426

371

Поле от полупространства с точностью до постоянного слагаемого равно [1]
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где 𝑓 — гравитационная постоянная, ∆𝜎 — скачок плотности на границе, 𝜁 (𝑥, 𝑦) — искомая поверхность.
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Рис. 2. Распределение индексов по сетке

Fig. 2. Distribution of indexes across the grid

Обратная задача состоит в определении формы
поверхности 𝜁 (𝑥, 𝑦) по данным об изменении силы тя-
жести на поверхности Земли ∆𝑔 (𝑥′, 𝑦′, 0). Исходными
данными считаются плотности слоев 𝜎1, 𝜎2 и глубина
залегания плоскости ℎ. Задача является двумерной и
ее вычислительная сложность уменьшается.

Предположим, что правая часть ∆𝑔 (𝑥′, 𝑦′, 0) за-
дана на ограниченной области [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑], вне ко-
торой 𝜁 = ℎ. Введем расчетную сетку 𝑛 = 𝑀 × 𝑁

для переменных (𝑥, 𝑦) и (𝑥′, 𝑦′) (рис. 2) с шагами
∆𝑥 = (𝑏 − 𝑎)/𝑀 , ∆𝑦 = (𝑑 − 𝑐)/𝑁 . После дискрети-
зации уравнения (1) на сетке и аппроксимации ин-
тегрального оператора по квадратурным формулам
двойной интеграл заменяется двойной суммой по уз-
лам сетки 𝑥𝑘 = 𝑎 + 𝑘 · ∆𝑥; 𝑦𝑙 = 𝑐 + 𝑙 · ∆𝑦, где
𝑘 = 0, . . . ,𝑀 ; 𝑙 = 0, . . . , 𝑁 .

Задача сводится к системе нелинейных уравне-
ний 𝐴 (𝑧) = 𝐹 , где 𝐴 (𝑧) — конечномерная аппрокси-
мация интегрального оператора. Вектор правой части
𝐹 размерности 𝑛 состоит из значений ∆𝑔 (𝑥′, 𝑦′, 0) в
узлах сетки (𝑥′𝑖, 𝑦

′
𝑗). Вектор решения 𝑧 размерности 𝑛

состоит из искомых значений 𝜁(𝑥𝑘, 𝑦𝑙).
2.2. Методы решения обратной задачи гравиметрии. В данной работе для решения обратной

задачи гравиметрии в случае двухслойной среды используются регуляризованные методы градиентного
типа.

Регуляризованный линеаризованный метод сопряженных градиентов (РЛМСГ) [10, 15] задается фор-
мулами:

𝑧𝑘+1 = 𝑧𝑘 − 𝜓
⟨𝑝𝑘, 𝑆𝛼(𝑧

𝑘)⟩
‖𝐴′(𝑧𝑘)𝑝𝑘‖2 + 𝛼 ‖𝑝𝑘‖2

𝑝𝑘,

𝑝𝑘 = 𝑆𝛼(𝑧
𝑘) + 𝛽𝑘𝑝𝑘−1,

𝑝0 = 𝑆𝛼(𝑧
0),

𝛽𝑘 = max

{︃
⟨𝑆𝛼(𝑧

𝑘), (𝑆𝛼(𝑧
𝑘)− 𝑆𝛼(𝑧

𝑘−1))⟩
‖𝑆𝛼(𝑧𝑘−1)‖2

, 0

}︃
,

𝑆𝛼(𝑧) = 𝐴′(𝑧)𝑇 (𝐴(𝑧)− 𝐹 ) + 𝛼(𝑧 − 𝑧0),

(2)

где 𝑧0 — начальное приближение, 𝑧𝑘 — приближенное решение на 𝑘-й итерации, 𝛼 — параметр регуляриза-
ции, 𝜓 — демпфирующий множитель. В качестве условия останова используется следующее неравенство
при достаточно малом 𝜀:

‖𝐴 (𝑧)− 𝐹‖
‖𝐹‖

< 𝜀. (3)

В работах В. В. Васина [14, 18] предложен и обоснован модифицированный регуляризованный метод
наискорейшего спуска для решения нелинейных операторных уравнений, основная идея которого состо-

https://road.issn.org/


372 ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ МЕТОДЫ И ПРОГРАММИРОВАНИЕ / NUMERICAL METHODS AND PROGRAMMING
2023, 24 (4), 368–385. doi 10.26089/NumMet.v24r426

ит в вычислении матрицы производных интегрального оператора 𝐴′(𝑧) в фиксированной точке 𝑧0, что
сокращает время счета.

В данной работе предлагается использовать эту идею, чтобы получить модифицированный регуля-
ризованный линеаризованный метод сопряженных градиентов (МРЛМСГ)

𝑧𝑘+1 = 𝑧𝑘 − 𝜓
⟨𝑝𝑘, 𝑆0

𝛼(𝑧
𝑘)⟩

‖𝐴′(𝑧0)𝑝𝑘‖2 + 𝛼 ‖𝑝𝑘‖2
𝑝𝑘,

𝑝𝑘 = 𝑆0
𝛼(𝑧

𝑘) + 𝛽𝑘𝑝𝑘−1,

𝑝0 = 𝑆0
𝛼(𝑧

0),

𝛽𝑘 = max

{︃
⟨𝑆0

𝛼(𝑧
𝑘), (𝑆0

𝛼(𝑧
𝑘)− 𝑆0

𝛼(𝑧
𝑘−1))⟩

‖𝑆0
𝛼(𝑧)

𝑘−1)‖2
, 0

}︃
,

𝑆0
𝛼(𝑧) = 𝐴′(𝑧0)𝑇 (𝐴(𝑧)− 𝐹 ) + 𝛼(𝑧 − 𝑧0),

(4)

где 𝑧0 — начальное приближение, 𝑧𝑘 — приближенное решение на 𝑘-й итерации, 𝛼 — параметр регуля-
ризации, 𝜓 — демпфирующий множитель. В качестве условия останова используется (3) при достаточно
малом 𝜀. Построение метода приводится в разделе 2.3.

Гибридный регуляризованный линеаризованный метод сопряженных градиентов (ГРЛМСГ) заклю-
чается в том, что матрица производных пересчитывается не на каждой итерации, а один раз за несколько
(𝑗) итераций. Формулы метода имеют вид

𝑧𝑘+1 = 𝑧𝑘 − 𝜓
⟨𝑝𝑘, 𝑆𝑘

𝛼(𝑧
𝑘)⟩⃦⃦⃦̃︁𝐴𝑘𝑝𝑘

⃦⃦⃦2
+ 𝛼 ‖𝑝𝑘‖2

𝑝𝑘,

𝑆𝑘
𝛼(𝑧) = ̃︁𝐴𝑘

𝑇
(𝐴(𝑧)− 𝐹 ) + 𝛼(𝑧 − 𝑧0),

̃︀𝐴 = 𝐴′(𝑧0), 𝐴′(𝑧0), . . .⏟  ⏞  
𝑗

, 𝐴′(𝑧𝑗), 𝐴′(𝑧𝑗), . . .⏟  ⏞  
𝑗

, 𝐴′(𝑧2𝑗), 𝐴′(𝑧2𝑗), . . .⏟  ⏞  
𝑗

, . . .

(5)

2.3. Построение модифицированного метода сопряженных градиентов. Построим модифи-
цированный регуляризованный вариант линеаризованного метода сопряженных градиентов (2), используя
регуляризацию по методу Тихонова, и зафиксируем матрицу производных в начальной точке:

𝑆0
𝛼(𝑧) = 𝐴′(𝑧0)𝑇 (𝐴(𝑧)− 𝐹 ) + 𝛼(𝑧 − 𝑧0) = 0,

где 𝑧0 — начальное приближение, 𝛼 — параметр регуляризации.
Построим процесс вида [19]

𝑧𝑘+1 = 𝑧𝑘 + 𝜓 𝜒𝑘 𝑝𝑘,

где

𝑝𝑘 = 𝑆0
𝛼(𝑧

𝑘) + 𝛽𝑘𝑝𝑘−1, 𝑝0 = 𝑆0
𝛼(𝑧

0), 𝛽𝑘 = max

{︃
⟨𝑆0

𝛼(𝑧
𝑘), (𝑆0

𝛼(𝑧
𝑘)− 𝑆0

𝛼(𝑧
𝑘−1))⟩

‖𝑆0
𝛼(𝑧)

𝑘−1)‖2
, 0

}︃
.

Найдем выражение для приближенного размера шага 𝜒𝑘, используя линейную аппроксимацию 𝐴:

𝜒𝑘 ≈ argmin
𝜒

{︃ ⃦⃦
𝐴(𝑧𝑘) +𝐴′(𝑧0)(𝑧𝑘 + 𝜒𝑝𝑘 − 𝑧𝑘)− 𝐹

⃦⃦2
+ 𝛼

⃦⃦
𝑧𝑘 + 𝜒𝑝𝑘 − 𝑧0

⃦⃦2 }︃
=

= argmin
𝜒

{︃ ⃦⃦
(𝐴(𝑧𝑘)− 𝐹 )

⃦⃦2
+ 2𝜒⟨𝐴′(𝑧0)𝑇 (𝐴(𝑧𝑘)− 𝐹 ), 𝑝𝑘⟩+

+ 𝜒2
⃦⃦
𝐴′(𝑧0)𝑝𝑘

⃦⃦2
+ 𝛼

⃦⃦
𝑧𝑘 − 𝑧0

⃦⃦2
+ 2𝛼𝜒⟨(𝑧𝑘 − 𝑧0), 𝑝𝑘⟩+ 𝛼𝜒2

⃦⃦
𝑝𝑘
⃦⃦2 }︃

=

= argmin
𝜒

{︃ ⃦⃦
(𝐴(𝑧𝑘)− 𝐹 )

⃦⃦2
+ 𝛼

⃦⃦
𝑧𝑘 − 𝑧0

⃦⃦2
++𝜒2

⃦⃦
𝐴′(𝑧0)𝑝𝑘

⃦⃦2
+ 𝛼𝜒2

⃦⃦
𝑝𝑘
⃦⃦2

+ 2𝜒⟨𝑆0
𝛼, 𝑝

𝑘⟩

}︃
.
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Используя необходимое условие минимума

𝜕

𝜕𝜒

(︁ ⃦⃦
(𝐴(𝑧𝑘)− 𝐹 )

⃦⃦2
+ 𝛼

⃦⃦
𝑧𝑘 − 𝑧0

⃦⃦2
+ 𝜒2

⃦⃦
𝐴′(𝑧0)𝑝𝑘

⃦⃦2
+ 𝛼𝜒2

⃦⃦
𝑝𝑘
⃦⃦2

+ 2𝜒⟨𝑆0
𝛼, 𝑝

𝑘⟩
)︁
= 0 =⇒

2𝜒
⃦⃦
𝐴′(𝑧0)𝑝𝑘

⃦⃦2
+ 2𝛼𝜒

⃦⃦
𝑝𝑘
⃦⃦2

+ 2⟨𝑆0
𝛼, 𝑝

𝑘⟩ = 0,

получаем

𝜒𝑘 ≈ ̃︁𝜒𝑘 = − ⟨𝑝𝑘, 𝑆0
𝛼(𝑧

𝑘)⟩
‖𝐴′(𝑧0)𝑝𝑘‖2 + 𝛼 ‖𝑝𝑘‖2

.

После ввода демпфирующего множителя 𝜓 модифицированный регуляризованный метод сопряжен-
ных градиентов принимает вид (4). Отметим, что при выборе коэффициента 𝛽 = 0 процесс совпадет с
модифицированным регуляризованным методом наискорейшего спуска [14].

3. Задача магнитометрии.

3.1. Постановка обратной задачи магнитометрии для случая произвольно направленной
суммарной намагниченности. Предполагается, что нижнее полупространство состоит из двух сло-
ев постоянной произвольно направленной намагниченности 𝐽1, 𝐽2, разделенных искомой поверхностью
(рис. 3).

Пусть поверхность раздела задается функцией 𝑧 = 𝜁(𝑥, 𝑦), разница намагниченности слоев ∆𝐽 =

𝐽2−𝐽1, поверхность имеет горизонтальную асимптотическую плоскость 𝑧 = ℎ, т.е. lim
𝑥,𝑦→±∞

|𝜁 (𝑥, 𝑦)− ℎ| = 0.

Уравнение имеет вид [20]

1

4𝜋

∞∫︁
−∞

∞∫︁
−∞

[︃
∆𝐽𝑥 (𝑥− 𝑥′) + ∆𝐽𝑦 (𝑦 − 𝑦′)−∆𝐽𝑧ℎ(︁

(𝑥− 𝑥′)
2
+ (𝑦 − 𝑦′)

2
+ ℎ2

)︁3/2
−

− ∆𝐽𝑥 (𝑥− 𝑥′) + ∆𝐽𝑦 (𝑦 − 𝑦′)−∆𝐽𝑧𝜁 (𝑥, 𝑦)(︁
(𝑥− 𝑥′)

2
+ (𝑦 − 𝑦′)

2
+ 𝜁2 (𝑥, 𝑦)

)︁3/2

]︃
𝑑𝑥 𝑑𝑦 = ∆𝑍(𝑥′, 𝑦′, 0), (6)

где ∆𝐽 = (∆𝐽𝑥,∆𝐽𝑦,∆𝐽𝑧) — разность намагниченности слоев, ∆𝑍(𝑥′, 𝑦′, 0) — вертикальная компонента
напряженности магнитного поля (ось 𝑧 направлена вертикально вниз).

𝑥

𝑦

𝑧

𝑂

Δ𝑍

𝑧 = ℎ

𝑧 = 𝜁(𝑥, 𝑦)

Δ𝐽

��⋈

Рис. 3. Модель двухслойной среды в задаче
магнитометрии для случая произвольно

направленной намагниченности

Fig. 3. Model of a two-layer medium in a magnetometry
problem for the case of an arbitrarily directed

magnetization

После дискретизации уравнения (6) на сетке
(рис. 2) получаем систему нелинейных уравнений
𝐴(𝑧) = 𝐹 .

3.2. Построение модифицированного по-
компонентного метода. В работе [16] предло-
жен экономичный покомпонентный метод для реше-
ния обратной задачи гравиметрии и магнитометрии.
В случае вертикальной намагниченности (6) ∆𝐽𝑥 =

∆𝐽𝑦 = 0. Основная идея покомпонентного метода со-
стоит в минимизации невязки 𝐴𝑖(𝑧) − 𝐹𝑖 по правой
части в отдельно взятом узле сетки 𝑖 только за счет
изменения значения 𝑧𝑖 в этом же узле. Это допусти-
мое упрощение, поскольку значение гравитационно-
го и магнитного полей в случае вертикально направ-
ленной намагниченности обратно зависит от значения
(𝑥− 𝑥′)2 + (𝑦 − 𝑦′)2 (см. (1) и (6)).

В случае произвольно направленной намагни-
ченности слоев зависимость более слабая, поэтому
данный метод может не сходиться либо давать ре-
шение, не имеющее физического содержания. Для
такой ситуации предлагается найти нужный узел 𝑗,
в котором предполагается минимизировать невязку
𝐴𝑗(𝑧)− 𝐹𝑗 .
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Покомпонентный градиентный метод имеет вид

𝑧𝑘+1
𝑖 = 𝑧𝑘𝑖 − 𝜓

𝐴𝑖(𝑧
𝑘)− 𝐹𝑖

‖∇𝐴𝑖(𝑧𝑘)‖2

(︂
𝜕𝐴𝑖(𝑧

𝑘)

𝜕𝑧𝑖

)︂
, (7)

где 𝑧𝑖 — 𝑖-й компонент приближенного решения, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, 𝑘 ∈ N; 𝜓 — демпфирующий множитель.
На рис. 4 изображены схемы расположения узла 𝑗, в котором проводится минимизация невязки по

правой части, и узла 𝑖, в котором меняется решение, для случаев вертикальной намагниченности (𝑖 = 𝑗)
и произвольно направленной намагниченности.

Найдем приближение новой точки 𝑗, в которой наибольшее влияние на значение поля 𝐹𝑗 оказывает
значение глубины залегания 𝑧𝑖 для случая произвольно направленной намагниченности. Эта точка сме-
щена относительно точки 𝑖 на ∆𝑟 = {𝑥̄, 𝑦}. Для нахождения 𝑥̄ (𝑦 находится аналогично), решим задачу:

𝑥̄ = argmax
𝑥

[︂
− ∆𝐽𝑥(𝑥)−∆𝐽𝑧ℎ(︀

𝑥2 + ℎ2
)︀3/2 ]︂

.

Необходимое условие максимума

𝑑

𝑑𝑥

[︂
− ∆𝐽𝑥(𝑥)−∆𝐽𝑧ℎ(︀

𝑥2 + ℎ2
)︀3/2 ]︂

= 0.

Модифицированный покомпонентный метод имеет вид

𝑧𝑘+1
𝑖 = 𝑧𝑘𝑖 − 𝜓

𝐴𝑗(𝑧
𝑘)− 𝐹𝑗

‖∇𝐴𝑗(𝑧𝑘)‖2

(︂
𝜕𝐴𝑗(𝑧

𝑘)

𝜕𝑧𝑖

)︂
,

𝑗 = 𝑖+𝑀

(︁
−3∆𝐽𝑧 + sgn(∆𝐽𝑧)

√︁
8∆𝐽2

𝑦 + 9∆𝐽2
𝑧

)︁
ℎ

4∆𝐽𝑦∆𝑦
+

(︁
−3∆𝐽𝑧 + sgn(∆𝐽𝑧)

√︁
8∆𝐽2

𝑥 + 9∆𝐽2
𝑧

)︁
ℎ

4∆𝐽𝑥∆𝑥
,

(8)

где ∆𝑥 и ∆𝑦 — шаги сетки.
В случае, когда смещенные индексы выходят за границы сетки, используем индексы граничных

узлов.

a)

𝐹max

𝑖, 𝑗

𝐽

b)

𝐹max

𝑖 Δ𝑟 𝑗

𝐽

Рис. 4. Схема взаимного положения узлов 𝑖 и 𝑗: a) случай вертикальной намагниченности;
b) случай произвольно направленной намагниченности

Fig. 4. Diagram of the relative positions of nodes 𝑖 and 𝑗: a) the case of a vertical magnetization;
b) the case of an arbitrarily directed magnetization
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4. Оптимизация для модифицированных методов и параллельная реализация на GPU.
При использовании модифицированных градиентных методов, основанных на вычислении матрицы про-
изводных в фиксированной точке, при выборе начального приближения 𝑧0 = const элементы матрицы за-
висят только от значения (𝑥−𝑥′)2+(𝑦−𝑦′)2. Матрица является теплицево-блочно-теплицевой (ТБТ), т.е. на
диагоналях, параллельных главной, стоят одинаковые блоки, а внутри каждого блока каждая диагональ
состоит из одинаковых элементов. На рис. 5 изображена структура матрицы производных интегрального
оператора для случая двухслойной среды, где 𝑘, 𝑖 = 1, . . . ,𝑀 — индексы блока, 𝑙, 𝑗 = 1, . . . , 𝑁 — индек-
сы внутри блока. Поскольку элементы зависят только от взаимного расположения узлов сетки (𝑥𝑘, 𝑦𝑙) и
(𝑥𝑖, 𝑦𝑗), то блоки с равными разностями индексов (𝑘− 𝑖) будут совпадать, а значения элементов с равны-
ми разностями индексов (𝑙 − 𝑗) равны внутри каждого блока. Равные разности индексов соответствуют
диагоналям. Матрица 𝐴′ (︀𝑧0)︀ при 𝑧0 = const является теплицево-блочно-теплицевой. В модифицирован-
ных градиентных методах данная матрица вычисляется один раз и используется во всем итерационном
процессе.

0

M

N y

x

( , )lkx y
( , )i jx y 

N

11a

11a
12a

12a

12a

12a
11a

1na

1na

N
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M

NN

M

j

n

n

N

N

N

N

i

k l

11A

11A

11A

12A

12A

12A

12A

1NA

1NA

,k lA

Рис. 5. Структура матрицы производных интегрального оператора для случая двухслойной среды

Fig. 5. Structure of the matrix of derivatives of the integral operator for the case of a two-layer medium

Для использования ТБТ матрицы достаточно хранить только уникальные элементы (рис. 6). Для
получения нужного элемента матрицы достаточно по индексам нужного элемента вычислить индекс эле-
мента в хранимой строке.

Рис. 6. Способ хранения теплицево-блочно-теплицевой матрицы производных

Fig. 6. Method for storing a Toeplitz-block-Toeplitz matrix of derivatives
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Рис. 7. Алгоритм вычисления индекса элемента матрицы в хранимой строке

Fig. 7. Algorithm for computing the index of a matrix element in the stored row

Пусть нам нужно получить элемент матрицы производных с индексами (𝑗 + 𝑖 ·𝑀 ·𝑁, 𝑙+ 𝑘 ·𝑀 ·𝑁),
соответствующий точке интегрирования (𝑥𝑘, 𝑦𝑙) и точке наблюдения (𝑥′𝑖, 𝑦

′
𝑗). Индекс элемента в хранимой

строке определяется путем сложения нескольких компонент (рис. 7).
1. В 𝑙-й строке внутри блока нужно взять элемент с индексом 𝑗.
2. 𝑙-я строка внутри блока получается смещением малого окна ширины 2𝑀 − 1 элементов (число уни-

кальных элементов в блоке) вправо на 𝑀 − 𝑙 − 1 элементов.
3. 𝑖-й блок в 𝑘-й блочной строке начинается с (2𝑀 − 1) · 𝑖-го элемента.
4. 𝑘-я блочная строка получается смещением большого окна ширины (2𝑀 − 1)𝑁 вправо на

(2𝑀 − 1)(𝑁 − 𝑘 − 1) элементов.
Такой подход позволяет сократить время счета и затраты на оперативную память. Вместо вычис-

ления и хранения полной матрицы размерности 𝑀𝑁 ×𝑀𝑁 достаточно хранить в оперативной памяти
только (2𝑀 − 1)(2𝑁 − 1) уникальных элементов.

Отметим, что для расчетной сетки 512×512 и формата с двойной точностью матрица коэффициентов
займет 512 ГБ. Поэтому элементы матрицы производной оператора вычисляются “на лету” в момент
выполнения векторно-матричных операций. При использовании модифицированных методов хранение
теплицево-блочно-теплицевой матрицы для той же сетки требует менее 8 МБ. Использование требуемой
памяти уменьшается в 65536 раз.

Вычислительные эксперименты проводились на узлах суперкомпьютера “Уран”, оборудованных дву-
мя процессорами E5-2660 и восемью графическими ускорителями NVIDIA Tesla M2090. Эксперименты
были проведены на одном из вычислительных узлов суперкомпьютера с использованием от 1 до 8 гра-
фических ускорителей. Результаты экспериментов приведены для одного вычислительного узла, так как
распараллеливание вычислений на нескольких вычислительных узлах оказалось неэффективным. Это
объясняется тем, что время, затраченное на выполнение вычислений на графических ускорителях, оказа-
лось значительно меньше времени, необходимого для синхронизации и координации всех вычислительных
узлов. Использование нескольких графических ускорителей на одном вычислительном узле оказалось
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более эффективным для данной задачи, чем распределение вычислений между разными узлами сети.
Проведена оценка эффективности и ускорения параллельных алгоритмов.

Графические ускорители имеют большое количество вычислительных ядер, работающих параллель-
но. В задачах гравиметрии и магнитометрии использование градиентных методов требует большого коли-
чества матрично-векторных операций, которые можно значительно ускорить, используя вычислительную
архитектуру GPU и большую пропускную способность памяти.

В работе [21] показано, что использование графических ускорителей позволило уменьшить время
решения задачи градиентными методами в 68 раз по сравнению с многоядерными процессорами. Исполь-
зование графических ускорителей также может быть более экономически эффективным по сравнению с
увеличением числа центральных процессоров (CPU). GPU предоставляют высокую производительность
на одном вычислительном узле, что может сэкономить бюджет на оборудование и энергозатраты.

Для эффективного использования нескольких ускорителей параллельные алгоритмы организованы
таким образом, чтобы исключить необходимость передачи данных между различными ускорителями [12].
Рассмотрим основную структуру алгоритмов.

1. Первый шаг является подготовительным: на всех графических ускорителях выделяется память под
векторы и матрицы, копируется вектор правой части уравнения.

2. На следующем шаге на каждом устройстве запускается один и тот же набор ядерных функций
для разных фрагментов матриц и векторов. Данные функции реализованы таким образом, чтобы
минимизировать необходимость обмена данными между различными ускорителями. Этот шаг по-
вторяется до тех пор, пока не будет достигнута необходимая точность либо не закончится время,
отведенное на расчет задачи.

3. На последнем шаге производится выгрузка результатов с графического ускорителя на центральный
процессор. Данные сохраняются на диск, оперативная память видеокарты и хоста освобождается.
Работа алгоритма завершается.
Например, в реализации МРЛМСГ матрица 𝐴′ и векторы 𝑆0

𝛼, 𝑝𝑘 разделены на равные фрагменты,
вычисляемые на каждом графическом ускорителе независимо. Работа по вычислению скалярных произ-
ведений в коэффициентах 𝛽𝑘 и 𝜒𝑘 распределяется по графическим ускорителям. При этом вычисление ко-
эффициентов и рассылка по ускорителям проводится на центральном процессоре. Окончательные вычис-
ления фрагментов вектора 𝑧𝑘 на каждой итерации проводятся независимо на графических ускорителях.

При выполнении подпрограмм на GPU используется способ автоматической настройки параметров.
Найдены оптимальные настройки для размера сетки 256×256. В случае другого размера сетки параметры
пропорционально пересчитываются.

5. Вычислительные эксперименты на графических процессорах.

5.1. Восстановление поверхности раздела по зашумленным гравитационным данным.
Целью эксперимента является сравнение итерационных методов РЛМСГ (2), МРЛМСГ (4) и ГРЛМСГ (5)
решения обратной задачи гравиметрии для одной границы по времени счета с помощью разработанных
параллельных алгоритмов. В экспериментах использовалась модель двухслойной среды на сетке размер-
ностью 29 × 29. На рис. 8 представлено гравитационное поле, полученное путем решения прямой задачи
гравиметрии с добавлением равномерного шума с максимальным отклонением от исходного значения,
равным 10%. Асимптотическая плоскость 𝐻 = 6 км, плотность ∆𝜎 = 0.1 г/см3.

На рис. 9 представлено точное решение задачи. На рис. 10 представлено приближенное решение.
Для задачи с шумом 10% относительная погрешность решения 𝛿 = ‖𝑧 − ̃︀𝑧‖/‖𝑧‖ уменьшилась в три раза
по сравнению с погрешностью начального приближения 𝑧0 = 6 км (а именно с 0.206 до 0.06).

В табл. 1 приводится сравнение методов по количеству итераций и времени счета на графическом
ускорителе для сетки 512× 512. Применение модифицированного метода сокращает общее время вычис-
лений в 1.6 раза по сравнению с немодифицированным вариантом. Гибридный метод показал большее
время счета, чем модифицированный вариант при таком же количестве итераций и одинаковой точности.

В табл. 2 приведено сравнение эффективности и ускорения для метода МРЛМСГ при использовании
различного числа графических ускорителей. Ускорение для восьми GPU составляет 7.2, эффективность
составляет 90%.

Вывод. Применение модифицированного метода сопряженных градиентов увеличивает число ите-
раций, но за счет экономии вычислений на каждой итерации (около 40%) сокращает общее время счета.
Использование нескольких видеокарт сокращает время счета практически линейно.
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Рис. 8. Модельное гравитационное поле для задачи о восстановлении поверхности раздела
по зашумленным гравитационным данным

Fig. 8. Model gravitational field for the problem of interface reconstruction
from noisy gravitational data
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Рис. 9. Точное решение задачи о восстановлении поверхности раздела
по зашумленным гравитационным данным

Fig. 9. Exact solution of the problem of interface reconstruction
from noisy gravity data

Таблица 1. Результаты численных экспериментов для задачи о восстановлении одной поверхности раздела по
зашумленным гравитационным данным

Table 1. Results of numerical experiments for the problem of reconstructing one interface from noisy gravity data

Метод
Method

Число итераций 𝑁

Number of iterations 𝑁

Время счета 𝑇 , c
Computing time 𝑇 , s

РЛМСГ 4 115

МРЛМСГ 6 72

ГРЛМСГ 6 114
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Рис. 10. Приближенное решение задачи о восстановлении поверхности раздела
по зашумленным гравитационным данным

Fig. 10. An approximate solution of the problem of interface reconstruction
from noisy gravity data

Таблица 2. Результаты экспериментов по распараллеливанию на нескольких видеоускорителях
для задачи о восстановлении одной поверхности раздела

Table 2. Results of experiments on parallelization on several video accelerators
for the problem of reconstructing one interface

Количество GPU 𝑚

Number of GPUs 𝑚

Время счета 𝑇𝑚, с
Computing time 𝑇𝑚, s

Ускорение 𝑆𝑚 = 𝑇1/𝑇𝑚

Speed up 𝑆𝑚 = 𝑇1/𝑇𝑚

Эффективность 𝐸𝑚 = 𝑆𝑚/𝑚

Efficiency 𝐸𝑚 = 𝑆𝑚/𝑚

1 72 — —

2 38 1.9 0.94

4 19 3.8 0.93

8 10 7.2 0.90

5.2. Восстановление поверхности раздела по магнитным данным для случая произ-
вольно направленного вектора намагниченности. Целью эксперимента является сравнение методов
РЛМСГ (2), ПГМ (7), МПГМ (8) решения обратной задачи магнитометрии для случая произвольно на-
правленного вектора намагниченности по времени счета.

В экспериментах использовалась модель двухслойной среды на сетке размера 29 × 29.
На рис. 11 представлено точное решение задачи

𝑧 = 20− 5.21𝑒−(𝑥/6.13)4−(𝑦/9.59)4 + 6.11𝑒−(𝑥/4.11+8.12)4−(𝑦/7.5−3.65)4 + 8.27𝑒−(𝑥/6.13−4.9)4−(𝑦/6.72−3.65)4 .

На рис. 12 представлены модельные поля ∆𝑍𝑖(𝑥, 𝑦, 0) для различных углов отклонения от верти-
кали векторов намагниченности. Эти поля получены путем решения прямой задачи магнитометрии с
асимптотической плоскостью 𝐻 = 20 км и следующими разностями намагниченности слоев:

∆𝐽0 = (0, 0, 1) A/м, ∆𝐽15 = (0.19, 0.19, 1) А/м,
∆𝐽30 = (0.41, 0.41, 1) А/м, ∆𝐽45 = (0.71, 0.71, 1) А/м,
∆𝐽60 = (1.23, 1.23, 1) А/м, ∆𝐽70 = (1.94, 1.94, 1) А/м,
∆𝐽80 = (4.01, 4.01, 1) А/м.

Эти намагниченности соответствуют углам отклонения намагниченности от вертикали 0∘, 15∘, 30∘,
45∘, 60∘, 70∘, 80∘.

В качестве условия останова использовалось ‖𝐴(𝑧)− 𝐹‖/‖𝐹‖ < 𝜀, 𝜀 = 0.01 для всех методов. Пара-
метр 𝜓 = 0.85 был использован в РЛМСГ для 60∘, в ПГМ и МПГМ для 45∘.

Параметр 𝜓 = 0.75 был использован в ПГМ и МПГМ для 60∘. Значение параметра 𝜓 = 0.35 исполь-
зовалось для всех методов для углов 70∘ и 80∘. В остальных случаях был использован 𝜓 = 1. РЛМСГ
выполнялся с параметром регуляризации 𝛼 = 0.
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Рис. 11. Точное решение задачи о восстановлении поверхности раздела
для случая произвольно направленного вектора намагниченности

Fig. 11. Exact solution of the problem of interface reconstruction
for the case of an arbitrarily directed magnetization vector
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Рис. 12. Модельные магнитные поля для задачи о восстановлении поверхности раздела по магнитным данным
для углов отклонения намагниченности от вертикали: a) угол 30∘; b) угол 60∘

Fig. 12. Model magnetic fields for the problem of interface reconstruction from magnetic data for deviation angles of
magnetization from the vertical: a) 30∘ angle; b) 60∘ angle

На рис. 13 изображено приближенное решение обратной задачи для угла 60∘.
Эксперименты проводились на суперкомпьютере “Уран” на узлах с 8 видеоускорителями NVIDIA

Tesla M2090.
В табл. 3 приводится сравнение методов по количеству итераций и среднему времени счета для 10

запусков на узле с использованием одного графического ускорителя для сетки 512× 512.
На рис. 14, 15 изображены графики изменение невязки по правой части и погрешности решения в

зависимости от числа итераций для углов 70∘ и 80∘.
При значениях углов от 0∘ до 60∘ относительная погрешность решения для трех рассмотренных

методов составила 𝛿 = ‖𝑧 − 𝑧*‖/‖𝑧*‖ < 0.01. При значении угла 70∘ ПГМ расходится: невязка по правой
части увеличивается с ростом числа итераций (рис. 14 a). При использовании методов РЛМСГ и МПГМ
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Рис. 13. Приближенное решение задачи о восстановлении поверхности раздела по магнитным данным
для случая произвольно направленного вектора намагниченности для угла 60∘

Fig. 13. Approximate solution of the problem of interface reconstruction from magnetic data
for the case of an arbitrarily directed magnetization vector for the angle of 60∘

Таблица 3. Сравнение методов для задачи о восстановлении поверхности раздела
для случая произвольно направленного вектора намагниченности

Table 3. Comparison of methods for the problem of interface reconstruction
for the case of an arbitrarily directed magnetization vector

Угол отклонения от 𝑂𝑧
вектора намагниченности

Angle of deviation from 𝑂𝑧
of the magnetization vector

Метод
Method

РЛМСГ ПГМ МПГМ

𝑁 𝑇 , мин
𝑇 , min

𝑁 𝑇 , мин
𝑇 , min

𝑁 𝑇 , мин
𝑇 , min

0∘ 20 22 6 7.6 6 7.6
15∘ 20 22 6 7.6 6 7.6
30∘ 20 22 8 8.3 7 8
45∘ 25 28 10 10.8 9 10.3
60∘ 26 29 16 17.7 14 17

70∘ 64 70 расходится
diverges

расходится
diverges

19 22

80∘ расходится
diverges

расходится
diverges

расходится
diverges

расходится
diverges

100 10

относительная норма невязки уменьшается до 𝜀 = 0.01. При этом время счета МПГМ в три раза меньше,
чем РЛМСГ. Погрешности решений, полученных методами РЛМСГ и МПГМ, составили 0.015.

При значении угла 80∘ РЛМС и ПГМ расходятся (рис. 14 b). При использовании метода МПГМ отно-
сительная норма невязки уменьшается до 𝜀 = 0.012 за 100 итераций, при этом относительная погрешность
полученного решения составляет 0.015.

Вывод. Модифицированный покомпонентный метод обладает преимуществом по сравнению с ПГМ
и РЛМСГ. Метод позволяет решать задачу магнитометрии при углах отклонения вектора намагниченно-
сти до 80∘. Применение модифицированного покомпонентного метода сокращает общее время вычислений
в два-три раза по сравнению с РЛМСГ.

6. Заключение. Предложены экономичные алгоритмы решения обратной задачи гравиметрии для
нахождения поверхности раздела сред по гравитационным данным и задачи магнитометрии для слу-
чая произвольно направленной намагниченности по магнитным данным, реализованные на графических
процессорах. Построены экономичные модифицированные алгоритмы решения обратных задач грави-
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Рис. 14. Изменение невязки по правой части по итерациям: а) угол 70∘; б) угол 80∘

Fig. 14. Change of the residual on the right side over iterations: a) 70∘ angle; b) 80∘ angle

1 4 10 16 22 28 34 40 46 52 58 64
0.000

0.005

0.010

0.015

0.020

0.025

Погрешность 𝛿

Error 𝛿

РЛМСГ
ПГМ
МПГМ

Число итераций 𝑁

Number of iterations 𝑁

a)

0 8 16 24 32 40 48 56 64 72 80 88 96
0.000

0.005

0.010

0.015

0.020

0.025

0.030

Погрешность 𝛿

Error 𝛿

РЛМСГ
ПГМ
МПГМ

Число итераций 𝑁

Number of iterations 𝑁

b)

Рис. 15. Изменение погрешности решения по итерациям: а) угол 70∘; б) угол 80∘

Fig. 15. Change of the solution error over iterations: a) 70∘ angle; b) 80∘ angle

метрии и магнитометрии на основе метода сопряженных градиентов с использованием теплицево-блочно-
теплицевой структуры матрицы производных интегрального оператора. Построен новый модифицирован-
ный покомпонентный метод для решения обратной задачи магнитометрии в случае произвольно направ-
ленного вектора намагниченности.

Численные эксперименты проводились на графических ускорителях NVIDIA Tesla M2090, входящих
в состав суперкомпьютера “Уран”. Для модельной задачи магнитометрии для больших углов отклонения
вектора намагниченности от вертикали новый модифицированный покомпонентный метод позволяет ре-
шить обратную задачу, в то время как ранее использованные метод сопряженных градиентов и покомпо-
нентный метод расходятся. Для малых углов новый метод сокращает время вычислений в два-три раза
по сравнению с методом сопряженных градиентов. Показано, что применение модифицированного мето-
да сопряженных градиентов сокращает время решения модельной задачи гравиметрии в 1.6 раза. При
использовании нескольких видеокарт получена высокая эффективность распараллеливания.
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