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Аннотация: Построена тестовая задача, моделирующая нелинейные ленгмюровские колеба-
ния, возбуждаемые коротким мощным лазерным импульсом. Задача имеет аналитическое ре-
шение в лагранжевых координатах, которое может быть трансформировано в эйлеровы ко-
ординаты, правда в специфической неявной форме. Для различных вариантов метода частиц
в ячейке (particle-in-cell, PIC-метод), получены аналитические оценки погрешности, возника-
ющей при сборке заряда от макрочастиц в центры ячеек. Кроме того, проведены численные
эксперименты, иллюстрирующие качество этих оценок на модельной задаче. Дополнительно
предложен новый разностный метод для модельной задачи и проведено сравнение его точно-
сти с этапом сборки заряда из PIC-метода.
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1. Введение. Понимание сложного поведения плазмы привело к важным достижениям в обла-
сти космической физики, термоядерной энергетики и создания мощных микроволновых излучений и
крупномасштабных ускорителей частиц [1]. При этом изучение поведения плазмы с использованием
традиционных экспериментальных методов является сложной задачей из-за ее высокой динамичности,
что побуждает к разработке различных методов моделирования. Теоретическим фундаментом совре-
менного моделирования плазменных процессов, безусловно, является уравнение Власова [2]. Однако,
как и большинство кинетических уравнений, оно требует не только нетривиальных алгоритмов для
получения приближенного решения, но и весьма значительных объемов вычислений для их реализа-
ции.

Для численного решения уравнения Власова, как правило, используются два основных подхода: на
основе частиц и на основе сеток. Подход на основе сеток часто называют эйлеровым. Хорошие обзоры
сеточных эйлеровых методов можно найти в работах [3–5]. В свою очередь, PIC-метод [6–8] в настоя-
щее время является наиболее популярным для моделирования различного рода плазменных эффектов.
Метод физически нагляден, достаточно прост в реализации. Фактически он использует характеристи-
ки уравнения Власова для моделирования динамики большого, но конечного числа макрочастиц. Такой
подход весьма эффективен в вычислительном отношении и подходит для задач большой размерности,
однако в нем присутствуют специфические численные шумы (погрешности!). Для их анализа весьма по-
лезны модельные постановки задач, имеющие точные аналитические решения. Такие тестовые постановки
позволяют не только оценить качественные свойства используемых приближенных алгоритмов, но и коли-
чественно охарактеризовать точность получаемого приближенного решения в зависимости от выбранных
сеточных параметров, количества частиц в модели и т.п.

В настоящей работе для уравнений холодной плазмы, являющихся точным следствием системы урав-
нений Власова–Максвелла, рассматривается постановка задачи о ленгмюровских колебаниях [9]. Для нее
выписано аналитическое решение сначала в лагранжевых переменных, а затем оно трансформировано
в эйлеровы переменные, что позволяет эффективно отслеживать поведение погрешностей на различ-
ных этапах PIC-метода. Настоящая работа посвящена анализу процедуры сборки заряда в узлы сетки
на основании информации о текущем расположении макрочастиц. Следует отметить, что в простран-
ственно одномерном случае имеются примеры общей теории погрешностей PIC-метода [10, 11]. Нас же
здесь интересует только погрешность для самой чувствительной функции — электронной плотности. Та-
кие частные теоретические исследования также известны [12], но без сравнения с аналитическими ре-
шениями.

Статья организована следующим образом. В разделе 2 описаны гидродинамические уравнения и на-
чальные условия, соответствующие возбуждению ленгмюровских колебаний коротким мощным лазерным
импульсом. В разделе 3 для сформулированной задачи приведена теорема существования и единственно-
сти решения, а также — аналитические формулы в лагранжевых координатах, для которых предложен
алгоритм их трансформации в эйлеровы координаты. Целевая модельная (тестовая!) задача оформле-
на как фрагмент 2𝜋-периодической по времени задачи Коши со специально подобранными начальными
данными для исходной гиперболической системы уравнений. Раздел 4 содержит известные варианты PIC-
метода, для которых получены аналитические оценки погрешности для процедуры сборки заряда и при-
ведены численные эксперименты, иллюстрирующие качество этих оценок на модельной задаче. Наконец,
в разделе 5 приводится описание нового эйлерова метода для модельной задачи, а также его сравнение
по точности с этапом сборки заряда из PIC-метода. В Заключении суммируются результаты проведенных
исследований и возможности предложенного подхода к тестированию.

2. Уравнения и начальные условия. Будем считать плазму нерелятивистской электронной жид-
костью, пренебрегая рекомбинационными эффектами и движением ионов. Тогда в рамках одной из про-
стейших моделей плазмы, которую часто называют уравнениями гидродинамики “холодной” плазмы
[13, 14], ее плоские одномерные колебания (их часто называют “ленгмюровскими” [9]) можно описать
безразмерной системой уравнений

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜕𝑉

𝜕𝑡
+ 𝑉

𝜕𝑉

𝜕𝑥
= −𝐸,

𝜕𝐸

𝜕𝑡
+ 𝑉

𝜕𝐸

𝜕𝑥
= 𝑉,

(1)

https://road.issn.org/


ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ МЕТОДЫ И ПРОГРАММИРОВАНИЕ / NUMERICAL METHODS AND PROGRAMMING
2024, 25 (1), 47–63. doi 10.26089/NumMet.v25r105

49

где 𝑉 — скорость электронов, 𝐸 — электрическое поле. К системе (1) обычно добавляют уравнение

𝑁(𝑥, 𝑡) = 1− 𝜕𝐸(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
, (2)

характеризующее безразмерную плотность электронов 𝑁 , что связано с традиционным описанием важ-
нейших процессов в плазме. Формула (2) является частным случаем теоремы Гаусса [15], которая в диффе-
ренциальной размерной форме имеет вид div𝐸 = 4𝜋𝑒(𝑛−𝑛0), где 𝑛0 — значение невозмущенной плотности
электронов, 𝑒 — заряд электрона. Вывод уравнений (1), (2) можно найти в различных источниках [15–17].
Их связь с уравнениями для моментов кинетического уравнения Власова можно найти в [18] для рассмат-
риваемого случая “холодной” плазмы.

Далее будет представлять интерес в полуплоскости {(𝑥, 𝑡) : 𝑥 ∈ R, 𝑡 > 0} решение задачи Коши для
уравнений (1) с начальными условиями

𝑉 (𝑥, 0) = 𝑉0(𝑥), 𝐸(𝑥, 0) = 𝐸0(𝑥), 𝑥 ∈ R. (3)

0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0
1.1
1.2
1.3

𝑁0

−1.5 −1.0 −0.5 0.0 0.5 1.0 1.5
𝑥

a)

0

1

2

3

4

5

6
𝑁𝜋

−1.5 −1.0 −0.5 0.0 0.5 1.0 1.5
𝑥

b)

Рис. 1. Экстремальные распределения плотности
электронов 𝑁(𝑥, 𝑡) при 𝛼 = 0.45, 𝜌* = 0.5: a) для

𝑡 = 2𝜋𝑛; b) для 𝑡 = 𝜋(2𝑛+ 1), 𝑛 — целое

Fig. 1. Extreme electron density distributions 𝑁(𝑥, 𝑡)

at 𝛼 = 0.45, 𝜌* = 0.5: a) for 𝑡 = 2𝜋𝑛; b) for
𝑡 = 𝜋(2𝑛+ 1), 𝑛 — integer

Рассмотрим возбуждение ленгмюровских коле-
баний с помощью короткого мощного лазерного им-
пульса [19]. Согласно кинетической модели распро-
странения лазерных импульсов в плазме [20, 21] вы-
нужденное изменение электрического поля можно
описать, используя градиент квадрата модуля мед-
ленно изменяющейся комплексной амплитуды высо-
кочастотного лазерного поля (так называемой “огиба-
ющей”). При этом, если импульс имеет гауссово про-
странственное распределение, формулу возмущающе-
го электрического поля удобно задать в виде

𝐸0(𝑥) = 𝛼𝑥 exp

{︂
−2

𝑥2

𝜌2*

}︂
, 𝛼 =

(︂
𝑎*
𝜌*

)︂2

, (4)

где параметры 𝜌* и 𝑎* характеризуют масштаб обла-
сти локализации и максимальную величину 𝐸max =

𝑎2*/(𝜌*2
√
e) ≈ 0.3𝑎2*/𝜌* электрического поля. Здесь

e = 2.71828 . . . — основание натурального логариф-
ма. Вид функции (4) выбран из соображений, что по-
добное возмущение электрического поля может воз-
буждаться в разреженной плазме лазерным импуль-

сом с частотой 𝜔𝑙 ≫ 𝜔𝑝 =

(︂
4𝜋𝑒2𝑛0

𝑚

)︂1/2

, где 𝑚 —

масса электрона, при его фокусировке в линию (этого
можно добиться применением цилиндрической лин-
зы [22]). В свою очередь, начальное пространственное
распределение скорости электронов для простоты по-
лагают однородным, т.е.

𝑉0(𝑥) = 0. (5)

Отметим, что исходные уравнения обезразмере-
ны так, что плазменная частота 𝜔𝑝 равна единице, т.е.
период ленгмюровских колебаний равен 2𝜋. Поэтому
процесс колебаний в рамках нерелятивистской холодной плазмы кратко состоит в следующем. Начальное
пространственное распределение электронной плотности 𝑁(𝑥, 0), имеющее один глобальный минимум в
качестве следствия формул (2) и (4), приводит к избытку положительного заряда в окрестности начала
координат (т.е. при 𝑥 = 0); ему соответствует иллюстрация на рис. 1 a. По этой причине начинается дви-
жение электронов в направлении центра области, что через четверть периода приводит к равновесному
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распределению электронов 𝑁(𝑥, 𝜋/2) ≡ 1. Однако электроны движутся с ускорением и “проскакивают” по-
ложение равновесия, что в середине периода колебаний порождает распределение плотности с глобальным
максимумом также при 𝑥 = 0; ему соответствует иллюстрация на рис. 1 b. В свою очередь, сформиро-
вавшийся избыток электронов в центре области приводит к их движению в обратном направлении, и еще
через половину периода пространственное распределение электронной плотности возвращается к началь-
ному (как при 𝑡 = 0). Этот процесс может продолжаться бесконечно долго, если отсутствуют факторы
ему препятствующие.

3. Аналитическое решение уравнений в неявной форме. Для рассматриваемой постановки
принципиально важной является теорема существования глобального по времени решения [23] (подробные
доказательства приведены в [24]).

Теорема. Пусть начальные данные (3) принадлежат классу 𝐶2(R). Для существования и един-
ственности непрерывно дифференцируемого по обеим переменным 2𝜋-периодического по времени при
всех 𝑡 > 0 решения 𝑉 (𝑥, 𝑡), 𝐸(𝑥, 𝑡) задачи (1), (3) необходимо и достаточно, чтобы в каждой точке
𝑥 ∈ (−∞,∞) было выполнено неравенство

(𝑉 ′
0(𝑥))

2
+ 2𝐸′

0(𝑥)− 1 < 0. (6)

Если же существует хотя бы одна точка 𝑥, для которой выполняется неравенство, противополож-
ное (6), то в течение конечного времени производные решения обращаются в бесконечность.

Из доказательства теоремы вытекает строгая положительность и отделенность от нуля функции
электронной плотности:

𝑁(𝑥, 𝑡) >
1

2
.

Следует также отметить, что если начальные условия (3) нечетны относительно оси симметрии области,
т.е. прямой 𝑥 = 0, то в этом случае решение системы (1) будет оставаться нечетным в течение всего
времени его существования [25], а плотность, соответственно, — четной.

Для построения аналитических решений запишем уравнения (1) в характеристической форме:

𝑑𝑉

𝑑𝑡
= −𝐸,

𝑑𝐸

𝑑𝑡
= 𝑉,

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑉. (7)

Если начальные условия (3) — однородные, то все характеристики — вертикальные прямые 𝑦 = const,
соответствующие начальным “равновесным” координатам характеристик 𝑥(0) = 𝑦. В случае неоднородных
начальных условий удобно ввести функцию смещения 𝑅(𝑦, 𝑡) для каждой характеристики, исходящей из
“равновесной” координаты 𝑦, т.е.

𝑥(𝑡) = 𝑦 +𝑅(𝑦, 𝑡). (8)

Функция смещения для изучения плазменных колебаний была впервые введена в работе [26], ее глав-
ным свойством при использовании обычных декартовых координат является простая связь с функцией,
описывающей электрическое поле 𝐸(𝑥, 𝑡), а именно:

𝑅(𝑦, 𝑡) = 𝐸(𝑥(𝑡), 𝑡), (9)

где 𝑥(𝑡) и 𝑦 связаны соотношением (8).
Для функций 𝑅 и 𝑉 система уравнений имеет более простой вид

𝑑𝑉

𝑑𝑡
= −𝑅,

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝑉, (10)

при этом текущая (переменная!) координата характеристики 𝑥(𝑡) определяется соотношением (8).
Начальные данные для системы ОДУ (10) непосредственно следуют из (9) и (4), (5):

𝑉 (𝑦, 0) = 0, 𝑅(𝑦, 0) = 𝐸0(𝑥(0)). (11)

Аналогично (7) сначала получим из исходной системы (1) продолженную систему, описывающую
поведение производных

𝑊 (𝑥, 𝑡) =
𝜕𝑉 (𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
, 𝐷(𝑥, 𝑡) =

𝜕𝐸(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
,
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а затем перепишем ее в характеристической форме:

𝑑𝑊

𝑑𝑡
= −𝐷 −𝑊 2,

𝑑𝐷

𝑑𝑡
= (1−𝐷)𝑊. (12)

Начальные данные для системы ОДУ (12) получаются дифференцированием (4), (5):

𝑊 (𝑦, 0) = 𝛽 (= 0), 𝐷(𝑦, 0) = 𝛾 (= 𝐸′
0(𝑥(0))). (13)

Аналитические формулы для решения продолженной системы, соответствующие теореме существования,
известны (см. [16, 17]).

Пусть величина 𝑠 = (1−𝛾)/
√︀
𝛾2 + 𝛽2 удовлетворяет условию 𝑠 > 1, тогда решение (12) с начальными

условиями (13) имеет вид

𝑊 (𝑡) =
cos(𝑡+ 𝜃)

𝑠+ sin(𝑡+ 𝜃)
, 𝐷(𝑡) =

sin(𝑡+ 𝜃)

𝑠+ sin(𝑡+ 𝜃)
, (14)

где

cos 𝜃 =
𝛽√︀

𝛾2 + 𝛽2
, sin 𝜃 =

𝛾√︀
𝛾2 + 𝛽2

. (15)

С помощью аналитических решений задач (10)–(13) можно в произвольный момент времени постро-
ить точные решения уравнений (1), (2), правда они будут определены в виде неявно заданных функций.
Поясним этот момент подробнее и заметим, что в работе [17] подобный подход уже использовался для
построения и анализа приближенного метода высокой точности при моделировании колебаний холодной
плазмы.

Раcсмотрим решение задачи (10), (11), которое имеет вид

𝑉 (𝑦, 𝑡) = −𝐴(𝑦) sin 𝑡, 𝑅(𝑦, 𝑡) = 𝐴(𝑦) cos 𝑡,

где 𝐴(𝑦) = 𝐸0(𝑥(0)) и 𝑥(0) = 𝑦 +𝐴(𝑦) ≡ 𝑦 + 𝐸0(𝑥(0)). В качестве полезного примера изучим решение при
𝑡 = 𝜋/2, когда 𝑅(𝑦, 𝜋/2) ≡ 0 ∀𝑦, и, следовательно, 𝐸(𝑥, 𝜋/2) ≡ 0, 𝑁(𝑥, 𝜋/2) ≡ 1 ∀𝑥. В этот момент времени
заканчивается трансформация нулевых значений скорости в неоднородные, и, соответственно, наоборот:
неоднородных начальных условий в нулевые для электрического поля. Для скорости 𝑉 (𝑥, 𝜋/2) введем
обозначение 𝑉init(𝑥) и обратим внимание, что она задается неявно:

𝑉init(𝑦) = −𝐸0(𝑧) ∀𝑦 = 𝑧 − 𝐸0(𝑧), 𝑧 ∈ R. (16)

Обратимость аргумента формально представляет некоторые трудности, однако с вычислительной точки
зрения они легко преодолимы, хотя и требуют учета дополнительных необременительных условий.

В работе рассматривается задача Коши, формально заданная на всей прямой 𝑥 ∈ R. Однако область
численного решения в любом случае придется ограничивать, например до отрезка [−𝑑, 𝑑] по причине
симметрии (нечетности!) начальных данных. В силу экспоненциального затухания функции 𝐸0(𝑥), до-
статочно положить 𝑑 = 4.5𝜌*. В этом случае имеем exp2{−𝑑2/𝜌2*} ≈ 2.5768 · 10−18. Это означает, что
при вычислениях с двойной точностью величина скачка начальной функции 𝐸0 в точках 𝑥 = ±𝑑 со-
измерима с машинной точностью, т.е. с обычной погрешностью округления данных. Другими словами,
при численном моделировании колебаний эффект обрезания начальных условий заметен совершенно не
будет, что полностью соответствует понятию “искусственной границы”. Учитывая сказанное, параметр 𝑑,
характеризующий искусственную границу, возьмем “с запасом” — 𝑑 = 5 𝜌*.

Теперь на отрезке [−𝑑, 𝑑] возьмем достаточно подробную равномерную сетку 𝑧𝑘 = (𝑘− 1)ℎ𝑧 − 𝑑, 1 ⩽
𝑘 ⩽ 𝑁𝑧, ℎ = 2𝑑/(𝑁𝑧 − 1). Используя в узлах 𝑦𝑘 = 𝑧𝑘 − 𝐸0(𝑧𝑘) значения 𝑉init(𝑦𝑘) = −𝐸0(𝑧𝑘), можно
построить кубический естественный интерполяционный сплайн 𝑆3(𝑧) [27]. При 𝑁𝑧 порядка 104, в силу
оценки погрешности сплайна вида 𝑂(ℎ4

𝑧), для произвольного значения 𝑥 ∈ [−𝑑, 𝑑] приближенное сплайн-
значение 𝑆3(𝑥) будет с машинной точностью совпадать со значением 𝑉init(𝑥).

Обратим внимание, что в силу теоремы существования можно изучать аналитически и численно
решение уравнений (1) с новыми начальными условиями

𝑉 (𝑥, 0) = 𝑉init(𝑥), �̂�(𝑥, 0) = 0, (17)
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Рис. 2. Пространственные распределения функций
𝐸0(𝑥) и 𝑉𝜋/2(𝑥) = 𝑉init(𝑥)

Fig. 2. Spatial distributions of the functions 𝐸0(𝑥) and
𝑉𝜋/2(𝑥) = 𝑉init(𝑥)

которое есть формальный сдвиг по времени на 𝜋/2

ранее рассмотренного решения. Однако условия (17)
обладают рядом преимуществ по сравнению с услови-
ями (3). В первую очередь, они связаны с удобством
задания начальных условий для PIC-метода (равно-
мерное распределение частиц!), а также — с совпаде-
нием начальных координат характеристик в перемен-
ных �̂�(𝑡) и 𝑦

�̂�(𝑡) = 𝑦 + �̂�(𝑦, 𝑡), (18)

так как �̂�(�̂�(0), 0) ≡ 1 и �̂�(𝑦, 0) ≡ 0. На рис. 2 изобра-
жены неоднородные начальные условия для обеих по-
становок: для первоначальной — 𝐸0(𝑥) и для новой —
𝑉init(𝑥).

Получим для новой постановки неявную ана-
литическую формулу электронной плотности �̂�(𝑥, 𝑡).
Сначала определим производную функции 𝑉init(𝑥),
которую удобно обозначить через 𝐷𝑉init(𝑥):

𝐷𝑉init(𝑦) = − 𝐸′
0(𝑧)

1− 𝐸′
0(𝑧)

∀𝑦 = 𝑧 − 𝐸0(𝑧), 𝑧 ∈ R. (19)

А затем, используя формулы (14), (15), выведем соотношение

�̂�(𝑦, 𝑡) =
1

1 +𝐷𝑉init(𝑦) sin 𝑡
∀𝑦 = 𝑧 + 𝑉init(𝑧) sin 𝑡, 𝑧 ∈ R. (20)

Функция (20) будет полезна в дальнейшем для численных экспериментов.

4. PIC-метод. Рассмотрим, как и выше, одномерную математическую модель плазмы, зафиксиро-
вав в качестве области локализации колебаний отрезок [−𝑑, 𝑑], 𝑑 = 5𝜌*. Будем считать, что она покрыта
равномерной сеткой из центров ячеек размера ℎ𝑔:

𝑐𝑘 = (𝑘 − 1)ℎ𝑔 − 𝑑, 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑀𝑔, ℎ𝑔 = 2𝑑/(𝑀𝑔 − 1).

Чтобы центральный узел с номером 𝑘* = (𝑀𝑔 + 1)/2 совпадал с началом координат (𝑐𝑘* = 0), будем
полагать 𝑀𝑔 нечетным.

В соответствии с начальными условиями (17) при 𝑡 = 0 электрическое поле отсутствует, т.е. �̂�0(𝑥) = 0,
�̂�0(𝑥) = 1. Поэтому удобно расположить все частицы, имеющие координаты 𝑥𝑖, на одинаковом расстоя-
нии ℎ𝑝:

𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖 = ℎ𝑝, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑀𝑝 − 1.

Зафиксируем заряд каждой частицы как ℎ𝑝 = ℎ𝑔/𝑙, 𝑙 — параметр. При целом 𝑙 это число можно считать
количеством частиц в ячейке. Остановимся на следующем расположении частиц (рис. 3):

𝑥𝑖+𝑀𝑝/2 = (𝑖− 1/2)ℎ𝑝, 𝑥𝑖 = −𝑥𝑀𝑝+1−𝑖, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑀𝑝/2. (21)

x
𝑐𝑘� �� �� � rr rrr r

𝑥𝑖𝑥𝑖−1 𝑥𝑖+1

ℎ𝑝 ℎ𝑝 ℎ𝑝ℎ𝑝ℎ𝑝

Рис. 3. Модельное стартовое расположение частиц

Fig. 3. Model starting arrangement of particles
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Учитывая симметрию расположения частиц относительно начала координат, будем полагать 𝑀𝑝 четным.
Отметим, что отрицательно заряженные частицы (“электроны”), имеющие при 𝑡 = 0 координаты (21),
будут перемещаться, а положительно заряженные частицы (“ионы”) с теми же исходными координатами
будут оставаться неподвижными, сохраняя в целом нулевой заряд плазмы.

Напомним, что в безразмерной форме динамика движущихся частиц, т.е. их скорости и координаты,
описывается уравнениями

𝑑 𝑥𝑖

𝑑𝑡
= 𝑉𝑖,

𝑑 𝑉𝑖

𝑑𝑡
= −𝐸(𝑥𝑖, 𝑡), 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑀𝑝.

При этом сила 𝐸(𝑥𝑖, 𝑡), действующая на частицу, определяется с помощью интерполяционной процедуры
для функции 𝐸(𝑥, 𝑡), заданной в центрах ячеек 𝑐𝑘, 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑀𝑔. В свою очередь, значения 𝐸(𝑐𝑘, 𝑡)

вычисляются с помощью потенциала 𝜙(𝑥, 𝑡), удовлетворяющего уравнению (сравни с (2))

− 𝜕2𝜙(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
= 1−𝑁(𝑥, 𝑡), (22)

и равенства 𝐸(𝑥, 𝑡) = −𝜕𝜙(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
.

Таким образом, PIC-метод — это комбинация лагранжевой процедуры для динамики частиц (харак-
теристик уравнения (1)) и эйлеровой процедуры типа обычного метода сеток для потенциала электриче-
ского поля (2). Причем легко заметить, что решения дифференциальных уравнений (1), (2) и PIC-метода
совпадают. По этой причине удобно воспользоваться аналитическими решениями (16), (19), (20) из преды-
дущего раздела с целью анализа погрешностей PIC-метода.

Наибольший интерес представляет процедура “сборка заряда” (particle deposition), когда в момент
времени 𝑡 по известным координатам частиц 𝑥𝑖, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑀𝑝, вычисляется плотность 𝑁(𝑥, 𝑡) в центрах
ячеек 𝑐𝑘, 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑀𝑔. Напомним, что если задана интерполяционная функция 𝑊 (𝑥), определяющая
конкретный способ сборки заряда, то в центрах ячеек 𝑐𝑘 плотность заряда определяется формулой

𝑁(𝑐𝑘, 𝑡) =
1

ℎ𝑔

𝑀𝑝∑︁
𝑖=1

𝑞𝑖𝑊 (𝑐𝑘 − 𝑥𝑖),

где частицы с координатами 𝑥𝑖 имеют заряды 𝑞𝑖.
4.1. Оценка погрешности для метода CIC. В вычислительной практике применяются несколько

процедур сборки заряда, которые имеют устоявшиеся аббревиатуры названий (см., например, [6, 8]) —
NGP, CIC, TSC и т.п. Сначала мы рассмотрим самую популярную версию сборки CIC с интерполяционной
функцией вида [6, С. 126]

𝑊CIC(𝑥) =

⎧⎨⎩ 1− |𝑥|
ℎ𝑔

, при |𝑥| ⩽ ℎ𝑔,

0, иначе.
(23)

Легко заметить, что если координата заряда 𝑥 принадлежит отрезку [𝑐𝑘, 𝑐𝑘+1], то сам заряд распределя-
ется между этими центрами ячеек с помощью обратной линейной интерполяции.

Пусть в некоторый момент времени 𝑡 в центре ячейки 𝑐𝑘 плотность заряда имеет точное значение 𝑁 .
Без ограничения общности можно считать этот центр началом координат 𝑥 = 0. Пусть шаг ℎ𝑔 настолько
мал, что с достаточной степенью точности выполнено приближенное равенство

�̂�𝑖(𝑡) ≃ 𝑥𝑖/𝑁

для всех частиц, находящихся на отрезке [−ℎ𝑔, ℎ𝑔], что означает равномерное сгущение частиц при 𝑁 > 1

(или — разрежение при 𝑁 < 1). Посчитаем количество частиц на [0, ℎ𝑔]: из неравенства �̂�𝑖*(𝑡) ⩽ ℎ𝑔 имеем
𝑖* = [𝑁 𝑙 + 1/2] , где целая часть числа 𝑏 обозначена [𝑏].

Используя удобное модельное расположение стартовых координат (21), вычислим в центре ячейки
𝑐𝑘* = 0 суммарный заряд от одинаково заряженных частиц (𝑞𝑖 = ℎ𝑝), находящихся справа от центра:

𝑍 = ℎ𝑝

𝑖*∑︁
𝑖=1

(︂
1− |�̂�𝑖(𝑡)|

ℎ𝑔

)︂
= ℎ𝑝𝑖

*
(︂
1− 𝑖*

2𝑙 𝑁

)︂
.
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Теперь, учитывая симметрию начального расположения частиц, получим полное значение плотности в
нуле, соответствующее методу CIC, т.е. для 𝑘 = 𝑘* справедливо

𝑁CIC(𝑐𝑘, 𝑡) =
2

ℎ𝑔
𝑍,

что приводит к явной формуле для погрешности:

ERRCIC(𝑐𝑘, 𝑡) = �̂�(𝑐𝑘, 𝑡)−𝑁CIC(𝑐𝑘, 𝑡) =
1

4𝑙2𝑁
. (24)

Здесь для удобства параметр 𝑙 выбирался так, чтобы значение (𝑙 𝑁 + 1/2) оказалось целым.
Обратим внимание, что рассмотренный центр ячейки (𝑥 = 0) является единственной точкой, в ко-

торой электронная плотность принимает все значения из диапазона

[𝑁min, 𝑁max] ≡ [1− 𝛼, (1− 𝛼)/(1− 2𝛼)]

(см. формулу (4) и рис. 1), что следует из формулы [16]

𝑁(𝑥 = 0, 𝑡) =
1− 𝛼

1− 𝛼(1− cos 𝑡)
, где 𝛼 =

(︂
𝑎*
𝜌*

)︂2

.

Поэтому, выбирая в (24) наименьшее значение 𝑁 , получим оценку сверху для погрешности процедуры
сборки заряда CIC:

ERRCIC = max
𝑐𝑘,𝑡

|�̂�(𝑐𝑘, 𝑡)−𝑁CIC(𝑐𝑘, 𝑡)| ⩽
1

4𝑙2𝑁min
≡ 𝑂(𝑙−2). (25)

Напомним, что 𝑐𝑘 — набор центров ячеек, в которых определяется электронная плотность для дальней-
шего использования в PIC-методе.

Полученная оценка при достаточно малых ℎ𝑔 уточняет результат [12] (см. также [8, С. 69–71]): в
оценке (25) константа в асимптотике 𝑂(𝑙−2) примерно в 6 раз меньше.

В целях иллюстрации приведем результаты численных экспериментов. Положим

𝛼 = 0.45, 𝜌* = 0.5, 𝑀𝑔 = 105 + 1

и возьмем 𝑙 в качестве параметра. На рис. 4 a изображена динамика погрешности при 𝑙 = 11 — величины

max |ERR(𝑐𝑘, 𝑡)| = max
𝑐𝑘

|�̂�(𝑐𝑘, 𝑡)−𝑁CIC(𝑐𝑘, 𝑡)|,
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Рис. 4. Погрешности при сборке заряда по методу CIC при 𝛼 = 0.45, 𝜌* = 0.5: a) динамика равномерной нормы;
b) пространственное распределение для моментов времени 𝑡 = 3𝜋/2 + 2𝜋𝑛, 𝑛 — целое

Fig. 4. Errors in charge assembly by the CIC method at 𝛼 = 0.45, 𝜌* = 0.5: a) dynamics of a uniform norm; b) spatial
distribution for time moments 𝑡 = 3𝜋/2 + 2𝜋𝑛, 𝑛 — integer
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где �̂�(𝑐𝑘, 𝑡) вычислялась по формуле (20). Легко заметить, что численное значение погрешности не пре-
вышает величины 3.5 · 10−3. В свою очередь, при 𝑙 = 5 аналогичное численное значение погрешности
не превышает величины 1.5 · 10−2. Оба указанных значения хорошо согласуются с аналитической оцен-
кой (25).

Следует отметить, что сама погрешность ∀𝑡 имеет негладкий характер. На рис. 4 b приведено про-
странственное распределение погрешности для моментов времени 𝑡𝑛 = 3𝜋/2 + 2𝜋𝑛, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , когда
наблюдается наименьшее значение плотности при 𝑥 = 0. Подобное поведение погрешности может ока-
зать серьезное негативное влияние на вычисление сил, приводящих в движение частицы, т.е. на решение
уравнения для потенциала (22) с последующим дифференцированием.

Уточним, что в процессе численного эксперимента анализировалась только погрешность процедуры
сборки заряда CIC, т.е. сами частицы перемещались по аналитическому закону (18), точное значение плот-
ности �̂�(𝑐𝑘, 𝑡) вычислялось по формуле (20), а приближенное 𝑁CIC(𝑐𝑘, 𝑡) — с помощью интерполяционной
функции (23). Другие погрешности, возникающие при численном решении уравнения для потенциала,
дифференцировании потенциала, интегрировании уравнений движения частиц и интерполяции сил, дей-
ствующих на частицы, во внимание не принимались.

4.2. Оценка погрешности для метода TSC. В этом алгоритме сборки заряда интерполяционная
функция имеет вид [6, С. 137]

𝑊TSC(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

3

4
−
(︂

𝑥

ℎ𝑔

)︂2

, при |𝑥| ⩽ ℎ𝑔/2,

1

2

(︂
3

2
− |𝑥|

ℎ𝑔

)︂2

, при ℎ𝑔/2 ⩽ |𝑥| ⩽ 3ℎ𝑔/2,

0, иначе,

(26)

поэтому требуется определить две величины, характеризующие количества частиц, отстоящих от центра
𝑐𝑘 на расстояния не более чем ℎ𝑔/2 и 3ℎ𝑔/2. Аналогично предыдущему пункту получим их:

𝑖*1 =

[︂
𝑁𝑙 + 1

2

]︂
, 𝑖*2 =

[︂
3𝑁𝑙 + 1

2

]︂
,

где, как и ранее, [𝑏] обозначает целую часть числа 𝑏.
Заряд от частиц, находящихся справа от центра ячейки, будет вычисляться по формуле 𝑍 = 𝑍1+𝑍2,

где

𝑍1 = ℎ𝑝

𝑖*1∑︁
𝑖=1

(︂
3

4
− |�̂�𝑖(𝑡)|

ℎ𝑔

)︂
, 𝑍2 = ℎ𝑝

𝑖*2∑︁
𝑖=𝑖*1+1

1

2

(︂
3

2
− |�̂�𝑖(𝑡)|

ℎ𝑔

)︂2

,

а �̂�𝑖 ≃ 𝑥𝑖/𝑁 при достаточно малом размере ячейки ℎ𝑔.
В данном случае полное значение плотности в нуле, соответствующее методу TSC, следующее:

𝑁TSC(𝑐𝑘, 𝑡) =
2

ℎ𝑔
𝑍 =

2

ℎ𝑔
(𝑍1 + 𝑍2).

Несложные вычисления дают явную формулу погрешности:

𝐸𝑅𝑅TSC(𝑐𝑘, 𝑡) = �̂�(𝑐𝑘, 𝑡)−𝑁TSC(𝑐𝑘, 𝑡) =
1

12𝑙3𝑁2
.

При этом параметр 𝑙 выбирался так, чтобы оба значения (𝑙𝑁 + 1)/2 и (3𝑙𝑁 + 1)/2 были целыми. Учет
факта, что 𝑁 ∈ [𝑁min, 𝑁max], приводит к оценке сверху

ERRTSC = max
𝑐𝑘,𝑡

|�̂�(𝑐𝑘, 𝑡)−𝑁TSC(𝑐𝑘, 𝑡)| ⩽
1

12𝑙3𝑁2
min

≡ 𝑂(𝑙−3). (27)

Приведем результаты численных экспериментов с прежними значениями параметров:

𝛼 = 0.45, 𝜌* = 0.5, 𝑀𝑔 = 105 + 1, 𝑙 = 11.
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На рис. 5 a изображена динамика погрешности — величины

max |ERR(𝑐𝑘, 𝑡)| = max
𝑐𝑘

|�̂�(𝑐𝑘, 𝑡)−𝑁TSC(𝑐𝑘, 𝑡)|,

где �̂�(𝑐𝑘, 𝑡) вычислялась по формуле (20). Легко заметить, что численное значение погрешности не пре-
вышает величины 1.5 · 10−4. В свою очередь, при 𝑙 = 5 аналогичное численное значение погрешности
не превышает величины 1.1 · 10−3. Оба указанных значения хорошо согласуются с аналитической оцен-
кой (27). Обратим также внимание, что сама погрешность, как и для метода CIC, носит негладкий
характер. На рис. 5 b приведено пространственное распределение погрешности для моментов времени
𝑡𝑛 = 3𝜋/2 + 2𝜋𝑛, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , когда наблюдается наименьшее значение плотности при 𝑥 = 0.

Полученные оценки погрешности для сборки заряда (см. (25) и (27)) хорошо объясняют существенно
бо́льшую популярность в практических расчетах метода CIC по сравнению с методом TSC: при значимом
увеличении сложности формул (особенно при увеличении размерности!) выигрыш в точности невелик
за счет повышения степени 𝑁min в знаменателе. Иными словами, увеличение порядка 𝑙 нивелируется
увеличением порядка 𝑁min.

В заключение раздела сделаем замечание об оценке погрешности метода сборки NGP, который носит
больше учебный, чем практический характер. В этом алгоритме интерполяционная функция имеет вид

𝑊NGP(𝑥) =

{︃
1, при |𝑥| < ℎ𝑔/2 или 𝑥 = ℎ𝑔/2,

0, иначе.

Элементарные вычисления приводят к оценке погрешности сверху

ERRNGP = max
𝑐𝑘,𝑡

|�̂�(𝑐𝑘, 𝑡)−𝑁NGP(𝑐𝑘, 𝑡)| ⩽
1

𝑙
≡ 𝑂(𝑙−1). (28)

В данном случае асимптотика по параметру 𝑙 настолько плоха, что достигнуть приемлемой точности в
расчетах не представляется возможным, что хорошо объясняет вычислительную непопулярность метода
NGP.

Отметим, что оценка (28) при достаточно малых ℎ𝑔 совпадает с результатом [12] (см. также [8,
С. 69]). Аналога оценки (27) автору обнаружить не удалось.

5. Сравнение с разностным методом. Как уже говорилось выше, PIC-метод реализует смешан-
ный лагранжево-эйлеров подход при моделировании задач физики плазмы. При этом полученные выше
оценки погрешности сборки заряда характеризуют только переход от лагранжевой части метода к эйлеро-
вой. Поэтому в качестве сравнения будет полезно рассмотреть получение решения тех же уравнений (1) с
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Рис. 5. Погрешности при сборке заряда по методу TSC при 𝛼 = 0.45, 𝜌* = 0.5: a) динамика равномерной нормы,
b) пространственное распределение для моментов времени 𝑡 = 3𝜋/2 + 2𝜋𝑛, 𝑛 — целое

Fig. 5. Errors in charge assembly by the TSC method at 𝛼 = 0.45, 𝜌* = 0.5: a) dynamics of a uniform norm, b) spatial
distribution for time moments 𝑡 = 3𝜋/2 + 2𝜋𝑛, 𝑛 — integer
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теми же начальными условиями (17) только на основании эйлерова подхода, т.е. метода сеток — конечных
разностей. Преследуемая цель — сравнение вычислительных затрат для достижения одинаковой точно-
сти. Точность, как и ранее, будем оценивать с помощью аналитически заданной, но неявно определенной
функции электронной плотности (20).

В качестве разностного метода воспользуемся неявной схемой Мак-Кормака [28], адаптированной,
как и явная схема Мак-Кормака [29], к уравнениям, описывающим ленгмюровские колебания. Для пол-
ноты описания алгоритма приведем необходимые расчетные формулы.

5.1. Неявная схема Мак-Кормака для ленгмюровских колебаний. Приведем систему (1) к
удобной в рассматриваемом случае векторной форме

𝜕𝑈

𝜕𝑡
+𝐴(𝑉 )

𝜕𝑈

𝜕𝑥
= 𝑆(𝑈), (29)

где оператор 𝐴(𝑉 ) является линейным и диагональным: 𝐴 = 𝑉 (𝑥, 𝑡) 𝐼, 𝐼 — единичная матрица размера
2 × 2; 𝑈 = (𝑉,𝐸)𝑇 , 𝑆 = (−𝐸, 𝑉 )𝑇 — вектор-функции, рассматриваемые в полуплоскости {(𝑥, 𝑡) : 𝑡 ⩾
0, 𝑥 ∈ R}.

Определим дискретизацию независимых переменных с помощью постоянных параметров 𝜏 и ℎ так,
что

𝑡𝑛 = 𝑛𝜏, 𝑛 ⩾ 0, 𝑥𝑖 = 𝑖ℎ, 𝑖 = 0,±1,±2, . . .

и будем обозначать зависимую переменную 𝑈(𝑥, 𝑡) в узле сетки (𝑥𝑖, 𝑡
𝑛) как 𝑈𝑛

𝑖 .
Введем полезные обозначения для операторов разностей “вперед” 𝐷+ и “назад” 𝐷−, у которых ар-

гумент может быть как векторным, так и скалярным:

𝐷+𝐹𝑖 = 𝐹𝑖+1 − 𝐹𝑖, 𝐷−𝐹𝑖 = 𝐹𝑖 − 𝐹𝑖−1.

Запишем неявную схему Мак-Кормака для системы (29), считая известными величины 𝑉 𝑛
𝑖 , 𝐸𝑛

𝑖 :
1) предиктор с результатом 𝑈𝑝

𝑖 —
положим 𝑉 𝑛

𝑖+1/2 =
(︀
𝑉 𝑛
𝑖+1 + 𝑉 𝑛

𝑖

)︀
/2, определим матрицу

𝐶𝑛
𝑖+1/2 = 𝐴

(︁
|𝑉 𝑛

𝑖+1/2|
)︁

и последовательно вычислим

∆𝑈𝑛
𝑖 = − 𝜏

ℎ
𝐴
(︁
𝑉 𝑛
𝑖+1/2

)︁
𝐷+𝑈𝑛

𝑖 + 𝜏𝑆𝑛
𝑖 ,(︁

𝐼 − 𝜆
𝜏

ℎ
𝐶𝑛

𝑖+1/2 𝐷
+
)︁
𝛿𝑈𝑝

𝑖 = ∆𝑈𝑛
𝑖 ,

𝑈𝑝
𝑖 = 𝑈𝑛

𝑖 + 𝛿𝑈𝑝
𝑖 ,

(30)

2) корректор с результатом 𝑈 𝑐
𝑖 —

положим 𝑉 𝑝
𝑖−1/2 =

(︀
𝑉 𝑝
𝑖 + 𝑉 𝑝

𝑖−1

)︀
/2, определим матрицу

𝐶𝑝
𝑖−1/2 = 𝐴

(︁
|𝑉 𝑝

𝑖−1/2|
)︁

и последовательно вычислим
∆𝑈𝑝

𝑖 = − 𝜏

ℎ
𝐴
(︁
𝑉 𝑝
𝑖−1/2

)︁
𝐷−𝑈𝑝

𝑖 + 𝜏𝑆𝑝
𝑖 ,(︁

𝐼 + 𝜆
𝜏

ℎ
𝐶𝑝

𝑖−1/2 𝐷
−
)︁
𝛿𝑈 𝑐

𝑖 = ∆𝑈𝑝
𝑖 ,

𝑈 𝑐
𝑖 = 𝑈𝑛

𝑖 + 𝛿𝑈 𝑐
𝑖 .

(31)

В формулах (30), (31) верхний индекс 𝑝 (или 𝑐) обозначает шаг предиктор (или корректор) или 𝑛 —
временной слой 𝑡𝑛, 𝜆 — постоянный параметр схемы, который будет определен ниже.

Окончательные формулы, формирующие решение на следующем временно́м слое с номером (𝑛+1),
имеют вид:

𝑈𝑛+1
𝑖 =

𝑈𝑝
𝑖 +𝑈 𝑐

𝑖

2
, 𝑁𝑛+1

𝑖 = 1− 𝐷+ +𝐷−

2ℎ
𝐸𝑛+1

𝑖 .
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5.2. Неявная схема Мак-Кормака для скалярного уравнения переноса. Во избежание тех-
нических трудностей и следуя оригинальной идее [28], напомним основные формулы неявной схемы Мак-
Кормака для простейшего уравнения конвекции с постоянным коэффициентом 𝑎

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑎

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 0.

Будем использовать обозначения и дискретизацию независимых переменных, введенные выше, например
зависимую переменную 𝑢(𝑥, 𝑡) в узле сетки (𝑥𝑖, 𝑡

𝑛) обозначим как 𝑢𝑛
𝑖 . Тогда неявная схема Мак-Кормака

примет вид:
1) предиктор с результатом 𝑢𝑝

𝑖 —

∆𝑢𝑛 = −𝑎𝜏

ℎ

(︀
𝑢𝑛
𝑖+1 − 𝑢𝑛

𝑖

)︀
,(︂

1 +
𝜆𝜏

ℎ

)︂
𝛿𝑢𝑝

𝑖 = ∆𝑢𝑛
𝑖 +

𝜆𝜏

ℎ
𝛿𝑢𝑝

𝑖+1, 𝑢𝑝
𝑖 = 𝑢𝑛

𝑖 + 𝛿𝑢𝑝
𝑖 ,

где вычисления проводятся в сторону уменьшения индекса: 𝑖 = . . . , 𝑘 + 1, 𝑘, 𝑘 − 1, . . . ;
2) корректор с результатом 𝑢𝑐

𝑖 —

∆𝑢𝑝 = −𝑎𝜏

ℎ

(︀
𝑢𝑝
𝑖 − 𝑢𝑝

𝑖−1

)︀
,(︂

1 +
𝜆𝜏

ℎ

)︂
𝛿𝑢𝑐

𝑖 = ∆𝑢𝑝
𝑖 +

𝜆𝜏

ℎ
𝛿𝑢𝑐

𝑖−1, 𝑢𝑐
𝑖 = 𝑢𝑛

𝑖 + 𝛿𝑢𝑐
𝑖 ,

где вычисления проводятся в сторону увеличения индекса 𝑖 = . . . , 𝑘 − 1, 𝑘, 𝑘 + 1, . . . .
Окончательная формула, формирующая решение на следующем временно́м слое с номером (𝑛+ 1),

имеет вид:
𝑢𝑛+1
𝑖 = (𝑢𝑝

𝑖 + 𝑢𝑐
𝑖 ) /2.

Отметим, что если положить 𝜆 = 0, то неявная схема трансформируется в обычную явную схему
Мак-Кормака с условием устойчивости 𝜔 = |𝑎|𝜏/ℎ ⩽ 1 (условие Куранта) и первым дифференциальным
приближением [30] вида

𝑢𝑡 + 𝑎𝑢𝑥 =
𝑎ℎ2

6

(︀
𝜔2 − 1

)︀
𝑢𝑥𝑥𝑥 +𝑂(𝜏3 + ℎ3).

Если же выбирать 𝜆 из условия

𝜆 ⩾
1

2
max

{︂
|𝑎| − ℎ

𝜏
, 0

}︂
,

то неявная схема (при 𝜆 > 0) будет безусловно устойчивой, а в правую часть первого дифференциального
приближения добавится слагаемое [31]

− 𝜏2𝑎 𝜆

(︂
𝜆+

ℎ

𝜏

)︂
𝑢𝑥𝑥𝑥.

Иными словами, на гладких решениях погрешность аппроксимации неявной схемы асимптотически не
хуже, чем погрешность явной схемы.

5.3. Численные иллюстрации. В данном случае неявный метод Мак-Кормака выбран, чтобы
избежать влияния на погрешность решения шага по времени 𝜏 , сохраняя контроль только за влиянием
параметра ℎ.

Приведем результаты численных экспериментов с прежними значениями параметров: 𝛼 = 0.45,
𝜌* = 0.5, а в качестве узлов сетки в разностном методе выберем центры ячеек, как в PIC-методе. При
этом будем иметь ℎ = ℎ𝑔. Следует отметить, что при выбранных значениях параметров в явной схеме
(при 𝜆 = 0) шаг по времени имеет ограничение 𝜏 ⩽ 10ℎ𝑔, а для устойчивости неявной схемы (при 𝜆 = 1)
никаких ограничений не имеется.

Положим 𝑀𝑔 = 3 · 104 + 1 и рассмотрим рис. 6 a, на котором изображена динамика погрешности —
величины

max |ERR(𝑐𝑘, 𝑡)| = max
𝑐𝑘

|�̂�(𝑐𝑘, 𝑡)−𝑁McC(𝑐𝑘, 𝑡)|,
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Рис. 6. Погрешности при решении разностным методом при 𝛼 = 0.45, 𝜌* = 0.5: a) динамика равномерной нормы;
b) локальное пространственное распределение для моментов времени 𝑡 = 𝜋/2 + 2𝜋𝑛, 𝑛 — целое

Fig. 6. Errors in the solution by the difference method at 𝛼 = 0.45, 𝜌* = 0.5: a) dynamics of the uniform norm; b) local
spatial distribution for moments 𝑡 = 𝜋/2 + 2𝜋𝑛, 𝑛 — integer

где �̂�(𝑐𝑘, 𝑡) вычислялась по формуле (20), а 𝑁McC(𝑐𝑘, 𝑡) получалась по схеме Мак-Кормака. Легко заме-
тить, что численное значение погрешности не превышает величины 3 · 10−3. Обратим также внимание,
что сама погрешность, в отличие от вариантов PIC-метода, имеет совершенно другую форму. Она имеет
более гладкий (не “пилообразный”!) характер, причем сосредоточена в небольшой окрестности глобальных
максимумов электронной плотности. На рис. 6 b приведено пространственное распределение погрешности
для моментов времени 𝑡𝑛 = 𝜋/2 + 2𝜋𝑛, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , когда наблюдается наибольшее значение плотности
при 𝑥 = 0. Для наглядности на рисунке обозначено примерно 2% от всей расчетной области; в оставшейся
части области погрешность существенно меньше, чем в ее центре.

Следующий эксперимент заключался в выборе параметра 𝑙 при использовании метода CIC, чтобы
погрешность PIC-метода была сопоставима с погрешностью разностного метода при одинаковом значении
ℎ𝑔 = 2𝑑/(𝑀𝑔−1). Выбор 𝑙 = 13 оказался вполне подходящим, так как на протяжении трех расчетных пери-
одов по времени (как и во всех расчетах выше) численное значение погрешности не превышало величины
3 · 10−3.

В результате можно подвести итоги сравнения разностного метода и метода частиц в ячейке CIC
для рассмотренной модельной задачи о ленгмюровских колебаниях:

• чтобы добиться точности электронной плотности, получаемой разностным методом, в PIC-методе
должно быть задействовано как минимум на порядок больше частиц, чем ячеек; иными словами,
затраты памяти в PIC-методе сильно больше, чем в разностном;

• сама погрешность плотности имеет негладкий (“пилообразный”!) характер, в отличие от разност-
ного метода, что может оказать серьезное негативное влияние на вычисление потенциала, т.е. сил,
приводящих в движение частицы;

• в представленных расчетах сравнивалась полная погрешность разностного метода с частичной по-
грешностью PIC-метода, возникающей только при сборке зарядов в центры ячеек, т.е. полная по-
грешность метода CIC на фиксированной эйлеровой сетке может оказаться существенно большей
и одновременно требовать значительных вычислительных затрат, которые пока не принимались во
внимание.
В целом, вывод достаточно очевиден: за простоту, наглядность и физическую естественность PIC-

метода приходится расплачиваться большими вычислительными затратами при невысокой точности. На-
помним, что другие специфические погрешности метода частиц (статистические шумы, самодействие ча-
стиц и т.п.) выше не обсуждались.

6. Заключение. Для моделирования нелинейных колебаний, возбуждаемых коротким мощным ла-
зерным импульсом, в работе построена тестовая задача. Задача аналитически решена в лагранжевых
координатах, а также представлена трансформация решения в эйлеровы координаты в специфическом
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неявном виде. Основным результатом являются аналитические оценки погрешности для различных вари-
антов PIC-метода, которая возникает при сборке заряда от макрочастиц в центры ячеек. Качество этих
оценок иллюстрируется численными экспериментами, проведенными с помощью тестовой задачи. Кроме
того, предложен новый разностный метод для тестовой задачи в эйлеровых координатах и проведено
сравнение его точности с этапом сборки заряда из PIC-метода.

С учетом непрерывного развития PIC-метода в различных направлениях (см., например, [32–34]),
предложенная модельная постановка может быть использована в целях анализа погрешностей всех этапов
моделирования плазменных процессов.
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