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Аннотация: Предлагается оригинальный способ построения обучающего набора данных для
нейронной сети NDM-net (Numerical Dispersion Mitigation neural network), подавляющей числен-
ную дисперсию при моделировании сейсмических волновых полей. NDM-net обучается отобра-
жать вычисленное на грубой сетке решение системы уравнений динамической теории упругости
в рассчитанное на мелкой сетке. Данные сейсмограмм для обучения NDM-net предварительно
рассчитываются на мелкой сетке, что является трудоемкой процедурой. Для снижения вычис-
лительных затрат алгоритма время обучения необходимо сокращать без потери точности. В
качестве эффективной метрики для генерации обучающего набора данных рассматривается ли-
нейная комбинация трех метрик: расстояния между источниками, меры сходства сейсмограмм
и меры сходства скоростных моделей. Коэффициенты линейной комбинации определяются с
помощью глобального анализа чувствительности.
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Abstract: In this paper we present a new approach to building a training dataset for the NDM-
net (Numerical Dispersion Mitigation neural network) neural network, which suppresses numerical
dispersion in modeling seismic wave fields. The NDM-net is trained to display the solution of the
system of equations of the dynamic theory of elasticity, calculated on a coarse grid, into a solution
modeled on a fine grid. However, in order to train an NDM-net, it is necessary to pre-calculate
seismograms on a fine grid, which is a time-consuming procedure. To reduce the computational costs
of the algorithm, an original approach is proposed that allows to reduce the learning time without loss
of accuracy. It is proposed to consider a linear combination of three different parameters: the distance
between sources, the similarity of seismograms and the similarity of velocity models as an effective
metric for generating a training dataset. The weights of the linear combination are determined using
a global sensitivity analysis.
Keywords: numerical dispersion, seismic modelling, deep learning.
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1. Введение. Сейсмическое моделирование применяется для изучения распространения волн в слож-
ноустроенных средах: анизотропных [1–3], вязкоупругих [4, 5] и пороупругих [6–8], для проектирования
системы наблюдения и сейсмического мониторинга. В частности, мониторинг необходим для предотвра-
щения утечки CO2 из коллектора [9, 10]. В то же время моделирование — самая затратная процедура из
этапов алгоритма сейсмической обработки [11, 12].
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Для расчета волнового поля в земной коре используются сеточные методы: конечно-разностные [1, 2,
13–15], конечных элементов [16], спектрального элемента [17, 18], разрывный метод Галеркина [19–21],
псевдоспектральные методы [22, 23] и др. Как следует из теории численных методов, для вычисления
приближенного решения, погрешность которого мала, необходимо использовать мелкую сетку, так как
численная погрешность уменьшается вместе с шагом сетки [24]. Тогда размер определенной на сетке
задачи резко возрастает: с уменьшением шага в два раза количество узлов увеличивается в 8 раз для
двумерного случая и в 16 раз для трехмерного.

Точность численного метода растет с увеличением порядка аппроксимации, таким образом числен-
ная ошибка подавляется при грубой дискретизации [25–27]. Однако для высоких порядков аппроксимации
число Куранта невелико, т.е. условие устойчивости более строгое, чем для схем низкого порядка. А также
увеличивается длина шаблона для конечных разностей или размер локальных матриц массы и жесткости
для разрывного метода Галеркина, из-за чего операций с плавающей запятой на узел сетки становится
больше.

Для повышения точности конечно-разностного метода также используются схемы подавления дис-
персии [28–30]. Для грубых расчетных сеток такие методы больше подходят в сравнении со схемами вы-
сокого порядка. Их недостаток — большое количество операций на один узел расчетной сетки и строгое
условие устойчивости.

За счет увеличения степеней свободы при аппроксимации пространственного оператора уменьша-
ется пространственная численная дисперсия. Вместе с тем производная по времени аппроксимируется
оператором второго порядка. Для подавления временно́й дисперсии применяется предобработка входно-
го или постобработка выходного сигнала [31–33]. В сочетании со схемами подавления пространственной
дисперсии такие подходы обеспечивают достаточную точность решения на относительно грубой сетке,
содержащей всего три точки на длину волны. Но из-за большого количества операций вычислительные
затраты и в этом случае высоки.

В настоящее время распространяется постобработка сейсмических данных методом глубокого обу-
чения, например алгоритм на основе нейронной сети NDM-net, подавляющей численную дисперсию в
сейсмических полях [34, 35]. С использованием конечно-разностной схемы низкого порядка рассчитыва-
ется весь набор сейсмических данных, т.е. волновые поля для каждого из источников, число которых
достигает порядка 105. Данные для небольшого количества сейсмограмм рассчитываются или с использо-
ванием схемы высокого порядка, или на мелкой расчетной сетке, для формирования обучающего набора
нейронной сети. Обученная нейронная сеть применяется для сопоставления приближенного решения с
численной дисперсией с более точным численным решением. Применение NDM-net позволяет ускорить
сейсмическое моделирование в пять раз по сравнению с традиционными подходами в двумерном случае.
При этом эффективность NDM-net сильно зависит от качества обучающего набора данных [36–38].

Подготовка обучающих данных и уменьшение их размера без снижения репрезентативности крити-
чески важна. Для оптимизации набора обучающих данных используются различные способы, такие как
оценка качества обучающей выборки с использованием выходных данных функции потерь в процессе обу-
чения [39] или модифицированный метод RUS (Random Under Sampling) с применением классификатора
случайного леса [40]. Существует метод уменьшения размера обучающей выборки, основанный на есте-
ственном предположении, что относительная энтропия между целевым набором и набором обучающей
выборки сводится к минимуму [41]. Для оценки сходства между обучающим и целевым наборами данных
используется t-распределенное стохастическое вложение соседей (CAE t-SNE) [42].

Здесь рассматриваются три варианта построения обучающего набора данных для NDM-net: с учетом
расстояния между позициями источников [34], меры сходства сейсмограмм [37] и меры сходства исполь-
зуемых скоростных моделей [36]. Значимость трех метрик оценивается при помощи глобального анализа
чувствительности [43]. Обучающий набор данных оптимизируется для достижения наивысшей точности
NDM-net при фиксированном числе сейсмограмм в обучающем наборе данных.

Основные принципы сейсмического моделирования и NDM-net излагаются в разделе 2. Различные
показатели для построения обучающего набора данных обсуждаются в разделе 3. В разделе 4 приводится
статистический анализ наборов данных, построенных с использованием различных метрик, и предлагается
оптимальная метрика. Иллюстрирующие эффективность предлагаемого подхода численные эксперимен-
ты представлены в разделе 5.
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2. Предварительные замечания. Рассмотрим систему уравнений динамической теории упругости
в терминах скорости смещения и тензора напряжения в декартовой системе координат:
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(1)

где 𝑢 = (𝑢𝑥, 𝑢𝑧)
𝑇 — вектор скорости смещения, 𝜎𝑥𝑥, 𝜎𝑧𝑧, 𝜎𝑥𝑧 — компоненты тензора напряжения, 𝜌 =

𝜌(𝑥, 𝑧) — плотность, 𝜆 = 𝜆(𝑥, 𝑧), 𝜇 = 𝜇(𝑥, 𝑧) — коэффициенты Ламе, 𝑓𝑥𝑥 = 𝑓𝑥𝑥(𝑡)𝛿(𝑥 − 𝑥𝑠)𝛿(𝑧 − 𝑧𝑠),
𝑓𝑧𝑧 = 𝑓𝑧𝑧(𝑡)𝛿(𝑥−𝑥𝑠)𝛿(𝑧−𝑧𝑠), 𝑓𝑥𝑧 = 𝑓𝑥𝑧(𝑡)𝛿(𝑥−𝑥𝑠)𝛿(𝑧−𝑧𝑠) — компоненты тензора сейсмических моментов.
Рассматривается источник в виде дельта-функции Дирака, где (𝑥𝑠, 𝑧𝑠) — координаты источника. Вейвлет
𝑓𝑥𝑥(𝑡), 𝑓𝑧𝑧(𝑡), 𝑓𝑥𝑧(𝑡) ограничивается полосой пропускания.

Система (1) определяется либо во всей плоскости R2, либо в полуплоскости R2
+ = {𝑧 ⩾ 0}. Рас-

четная область задается как 𝐷 = [𝑥𝑠 − 𝐿𝑥, 𝑥𝑠 + 𝐿𝑥] × [0, 𝑍], где 𝐿𝑥 — максимальное смещение и 𝑍 —
глубина модели. Таким образом, расчетная область зависит от положения источника. Чтобы модель не
включала искусственные отражения, используется идеально согласованный слой PML (Perfectly Matched
Layer) [44–46].

Решение системы (1) соответствует записи расположенных согласно системе наблюдения серий при-
емников (рис. 1). Обычно для наземной системы горизонтальные координаты источников и приемников
определяются как 𝑧𝑠 = 0 и 𝑧𝑟 = 0, т.е. координаты приемников — (𝑥𝑗

𝑟(𝑥𝑠), 0) и источников — (𝑥𝑠, 0). После
замены переменных 𝑥𝑗

𝑜 = 𝑥𝑗
𝑟 − 𝑥𝑠 координаты для всех положений источников изменяются с фиксиро-

a)

b)

c)

— Seismic source — Seismic receiver

Рис. 1. Схема системы наблюдения. Красной звездой маркируется положение сейсмического источника, черными
треугольниками — положения приемников. С увеличением индекса сейсмического источника его горизонтальная

координата увеличивается и система сбора данных смещается вправо

Fig. 1. Surveillance system diagram. The position of the seismic source is marked with a red star, and the positions of
the receivers are marked with black triangles. As the seismic source index increases, its horizontal coordinate increases

and the data acquisition system shifts to the right
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ванным интервалом 𝑥𝑜 ∈ [−𝐿𝑜, 𝐿𝑜], где 𝐿𝑜 — максимальное смещение. При этом 𝐿𝑜 ⩽ 𝐿𝑥, т.е. локальная
часть модели, где система (1) решается для одной правой части, шире максимального смещения.

Полученное решение 𝑢(𝑡, 𝑥𝑜, 𝑥𝑠) называется сейсмограммой, для каждого положения источника каж-
дая составляющая вектора скорости смещения — это функция от двух переменных, времени и смещения.

2.1. Конечно-разностная схема. Для численного решения системы (1) используется конечно-раз-
ностная схема на сдвинутых сетках [12, 13, 25, 47]. Для построения схемы вводится сдвинутая сетка:
(𝑢𝑥)

𝑛
𝑖+1/2,𝑗 определяется в точках 𝑥𝑖+1/2 = ℎ𝑥(𝑖 + 1/2), 𝑧𝑗 = ℎ𝑧𝑗, 𝑡𝑛 = 𝜏𝑛; (𝑢𝑧)

𝑛
𝑖,𝑗+1/2 в точках 𝑥𝑖 = ℎ𝑥𝑖,

𝑧𝑗+1/2 = ℎ𝑧(𝑗 + 1/2), 𝑡𝑛 = 𝜏𝑛; (𝜎𝑥𝑥)
𝑛+1/2
𝑖,𝑗 и (𝜎𝑧𝑧)

𝑛+1/2
𝑖,𝑗 в точках 𝑥𝑖 = ℎ𝑥𝑖, 𝑧𝑗 = ℎ𝑧𝑗, 𝑡𝑛+1/2 = 𝜏(𝑛+ 1/2);

(𝜎𝑥𝑧)
+1/2
𝑖+1/2,𝑗+1/2 в точках 𝑥𝑖+1/2 = ℎ𝑥(𝑖+1/2), 𝑧𝑗+1/2 = ℎ𝑧(𝑗+1/2), 𝑡𝑛+1/2 = 𝜏(𝑛+1/2); 𝜏 — шаг по времени,

ℎ𝑥 и ℎ𝑧 — шаги по пространству, индексы 𝑖, 𝑗, 𝑛 — целые числа.
Для схемы второго порядка по времени и четвертого порядка по пространству производные аппрок-

симируются следующими конечно-разностными операторами:

𝐷𝑡[𝑓 ]
𝑁
𝐼,𝐽 =

𝑓
𝑁+1/2
𝐼,𝐽 − 𝑓

𝑁−1/2
𝐼,𝐽

𝜏
≈ 𝜕𝑓

𝜕𝑡
,

𝐷𝑥[𝑓 ]
𝑁
𝐼,𝐽 =

9

8

𝑓𝑁
𝐼+1/2,𝐽 − 𝑓𝑁

𝐼−1/2,𝐽

ℎ𝑥
− 1

24

𝑓𝑁
𝐼+3/2,𝐽 − 𝑓𝑁

𝐼−3/2,𝐽

ℎ𝑥
≈ 𝜕𝑓

𝜕𝑥
,

𝐷𝑧[𝑓 ]
𝑁
𝐼,𝐽 =

9

8

𝑓𝑁
𝐼,𝐽+1/2 − 𝑓𝑁

𝐼,𝐽−1/2

ℎ𝑧
− 1

24

𝑓𝑁
𝐼,𝐽+3/2 − 𝑓𝑁

𝐼,𝐽−3/2

ℎ𝑧
≈ 𝜕𝑓

𝜕𝑧
.

С учетом выражений для всех операторов аппроксимирующая уравнение (1) конечно-разностная
схема записывается следующим образом:

𝜌𝐷𝑡[𝑢𝑥]
𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑗 = 𝐷𝑥[𝜎𝑥𝑥]

𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑗 +𝐷𝑧[𝜎𝑥𝑧]

𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑗 ,

𝜌𝐷𝑡[𝑢𝑧]
𝑛+1/2
𝑖,𝑗+1/2 = 𝐷𝑥[𝜎𝑥𝑧]

𝑛+1/2
𝑖,𝑗+1/2 +𝐷𝑧[𝜎𝑧𝑧]

𝑛+1/2
𝑖,𝑗+1/2,

𝐷𝑡[𝜎𝑥𝑥]
𝑛
𝑖,𝑗 = (𝜆+ 2𝜇)𝐷𝑥[𝑢𝑥]

𝑛
𝑖,𝑗 + 𝜆𝐷𝑧[𝑢𝑧]

𝑛
𝑖,𝑗 + (𝑓𝑥𝑥)

𝑛
𝑖,𝑗 ,

𝐷𝑡[𝜎𝑧𝑧]
𝑛
𝑖,𝑗 = 𝜆𝐷𝑥[𝑢𝑥]

𝑛
𝑖,𝑗 + (𝜆+ 2𝜇)𝐷𝑧[𝑢𝑧]

𝑛
𝑖,𝑗 + (𝑓𝑧𝑧)

𝑛
𝑖,𝑗 ,

𝐷𝑡[𝜎𝑥𝑧]
𝑛
𝑖+1/2,𝑗+1/2 = 𝜇𝐷𝑥[𝑢𝑧]

𝑛
𝑖+1/2,𝑗+1/2 + 𝜇𝐷𝑧[𝑢𝑥]

𝑛
𝑖+1/2,𝑗+1/2 + (𝑓𝑥𝑧)

𝑛
𝑖+1/2,𝑗+1/2.

Коэффициенты 𝜆(𝑥, 𝑧), 𝜇(𝑥, 𝑧) и 𝜌(𝑥, 𝑧) изменяются по методу баланса [14, 48, 49–51].
С помощью дисперсионного анализа оценивается расхождение в фазовой скорости решения плоской

волны [2, 27, 52]. В частности, для рассматриваемой схемы четвертого порядка по пространству и второго
порядка по времени фазовая скорость численного решения равна

𝑐𝑓𝑑 = ±𝑁𝑤𝑐

𝛼𝜋
arcsin

(︂
𝛼

√︁
𝑘
2

1 + 𝑘
2

2

)︂
,

𝑘1 =
9

8
sin

(︂
𝜋 cos(𝛽)

𝑁𝑤

)︂
− 1

24
sin

(︂
3𝜋 cos(𝛽)

𝑁𝑤

)︂
, 𝑘2 =

9

8
sin

(︂
𝜋 sin(𝛽)

𝑁𝑤

)︂
− 1

24
sin

(︂
3𝜋 sin(𝛽)

𝑁𝑤

)︂
,

где 𝑁𝑤 — число точек на длину волны, 𝛼 — число Куранта, 𝛽 — угол, определяющий направление распро-
странения, и 𝑐 — фазовая скорость сейсмической волны. Фазовая скорость 𝑐𝑓𝑑 зависит от частоты сигнала,
поэтому форма сигнала изменяется во времени, и расхождение распространения волны увеличивается,
что трудно подавить математическими методами.

2.2. Нейронная сеть NDM-net. Чтобы скорректировать численное решение и подавить числен-
ную дисперсию сигнала, используется искусственная нейронная сеть NDM-net [34]. Подход основан на осо-
бенности сейсмического моделирования, при выполнении которого решения вычисляются для нескольких
правых частей, т.е. для нескольких положений источников. Весь набор данных быстро рассчитывается на
грубой расчетной сетке, чтобы получить неточное решение. В то же время небольшое количество задач
решается с использованием достаточно мелкой сетки, чтобы получить более точное решение. После этого
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нейронная сеть обучается сопоставлять данные с грубой сетки с данными с мелкой сетки и в итоге приме-
няется для уменьшения численной дисперсии во всем наборе сейсмических данных. Формально алгоритм
выглядит следующим образом.

1. Для всех положений источников 𝑥𝑘
𝑠 , 𝑘 = 1, . . . , 𝑁𝑠, где 𝑁𝑠 — количество источников, рассчитать

сейсмограммы 𝑢ℎ2
(𝑡, 𝑥𝑜, 𝑥

𝑘
𝑠), используя грубую сетку с характерным шагом сетки ℎ2.

2. Сформировать набор положений источников, соответствующих сейсмограммам, которые будут вхо-
дить в тренировочную выборку, т.е. сформировать набор индексов 𝐷𝑡 ⊂ {1, . . . , 𝑁𝑠}.

3. Рассчитать сейсмограммы 𝑢ℎ1
(𝑡, 𝑥𝑜, 𝑥

𝑘
𝑠), 𝑘 ∈ 𝐷𝑡, с использованием мелкой расчетной сетки с шагом

дискретизации ℎ1 < ℎ2.
4. Обучить нейронную сеть 𝐺 : 𝑢ℎ2(𝑡, 𝑥𝑜, 𝑥

𝑘
𝑠) → 𝑢𝐺(𝑡, 𝑥𝑜, 𝑥

𝑘
𝑠) так, чтобы для всех 𝑘 ∈ 𝐷𝑡 выполнялось

следующее условие:⃦⃦
𝐺
[︀
𝑢ℎ2

(𝑡, 𝑥𝑜, 𝑥
𝑘
𝑠)
]︀
− 𝑢ℎ1

(𝑡, 𝑥𝑜, 𝑥
𝑘
𝑠)
⃦⃦
≪
⃦⃦
𝑢ℎ2

(𝑡, 𝑥𝑜, 𝑥
𝑘
𝑠)− 𝑢ℎ1

(𝑡, 𝑥𝑜, 𝑥
𝑘
𝑠)
⃦⃦
,

где 𝐺 — оператор перехода из данных с грубой сетки в данные с мелкой сетки.
5. Применить обученную нейронную сеть на весь набор сейсмограмм:

𝑢𝐺(𝑡, 𝑥𝑜, 𝑥
𝑘
𝑠) = 𝐺

[︀
𝑢ℎ2

(𝑡, 𝑥𝑜, 𝑥
𝑘
𝑠)
]︀
, 𝑘 = 1, . . . , 𝑁𝑠.

NDM-net — это модификация архитектуры U-net [53], которая содержит кодер-декодер с пропуск-
ными соединениями. В блоке кодера с использованием свертки входные данные конвертируются в карту

Таблица 1. Гиперпараметры и параметры обучения

Table 1. Hyperparameters and training parameters

Parameter Value

Learning rate from 0.01 to 0.0001 during epochs

Momentum parameters 𝛽1 = 0.5, 𝛽2 = 0.999

Batch size 10

The number of epochs 500

Optimization algorithm Adaptive Momentum (Adam)

Optimality criterion Mean Absolute Error (MAE)

признаков. Декодер структурно похож на
кодер: с использованием обратной свертки
карта признаков преобразуется в изобра-
жение. Повышающие и понижающие дис-
кретизацию слои включают слои свертки
с ядром размером (4 × 4 × 4), функцию
активации 𝑅𝑒𝐿𝑈(·) = max(0, ·) для коде-
ра и 𝐿𝑒𝑎𝑘𝑦𝑅𝑒𝐿𝑈(·) = max(0, ·) + 𝑐min(0, ·)
с отрицательным коэффициентом наклона
𝑐 = −0.2 для декодера. Для ускорения ал-
горитма применяется мини-пакетный стоха-
стический градиентный спуск (SGD). Для
оценки количества оптимальных эпох ис-
пользуется метод ранней остановки: функция потерь проверяется на валидационной выборке, размер
которой составляет 10% от обучающей. Параметры обучения приведены в табл. 1.

В процессе обучения параметры нейронной сети 𝜃 оптимизируются минимизацией функции потерь:

𝐿(Θ) = E𝑘∈𝐷𝑡

[︂⃦⃦⃦
𝑢ℎ1

(𝑡, 𝑥𝑜, 𝑥
𝑘
𝑠)−𝐺

[︀
𝑢ℎ2

(𝑡, 𝑥𝑜, 𝑥
𝑘
𝑠),Θ

]︀⃦⃦⃦
1

]︂
,

где Θ = {𝑊, 𝑏} — параметры сети, включающие матрицу весов 𝑊 и вектор смещений 𝑏, E𝑘∈𝐷𝑡 — среднее
по тренировочной выборке, ‖ · ‖1 — норма 𝐿1.

3. Способы формирования обучающей выборки. От качества обучающего набора зависит эф-
фективность работы нейронной сети. Репрезентативные выборки из большого набора данных размером
𝑁𝑠 строятся с учетом параметров скоростной модели и сейсмических данных. Выделяются три типа пара-
метров задачи сейсмического моделирования, влияющих на репрезентативность выборки. Прежде всего
необходимо учитывать геометрию системы сбора данных, а именно координаты источников. Во-вторых,
так как для анализа доступен весь набор вычисленных на грубой сетке сейсмограмм, возможно их пря-
мое сравнение при помощи метрики на пространстве сейсмических данных. В-третьих, как упоминалось
выше, каждый расчет выполняется для части скоростной модели, располагающейся под источником, т.е.
скоростные модели для разных сейсмограмм различаются, а значит, мера схожести скоростных моде-
лей — это один из характерных параметров. Далее приводится формальное описание рассматриваемых
параметров.
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3.1. Расстояние между источниками. Первый и очевидный способ сформировать обучающий
набор — использовать геометрию системы наблюдения. Расстояние между положениями источников опре-
деляется как

𝑑𝑖𝑗𝑑 = 𝑑𝑑(𝑥
𝑖
𝑠, 𝑥

𝑗
𝑠) = |𝑥𝑖

𝑠 − 𝑥𝑗
𝑠|.

Пусть все источники располагаются на одинаковой глубине. Так как используется стандартная система
наблюдения, то

𝑑𝑖𝑗𝑑 = |𝑖− 𝑗|𝑑,

где 𝑑 — расстояние между двумя соседними источниками.
3.2. Расстояние между сейсмограммами. Как сказано выше, сейсмограмма для фиксированно-

го положения 𝑥𝑖
𝑠 источника — это функция 𝑢(𝑡, 𝑥𝑜, 𝑥

𝑖
𝑠) от двух переменных 𝑡 и 𝑥𝑜. Тогда вторая метрика

вводится на основе 𝐿2-нормы следующим образом:

𝑑𝑖𝑗𝑠 = 𝑑𝑠
(︀
𝑢(𝑡, 𝑥𝑜, 𝑥

𝑖
𝑠),𝑢(𝑡, 𝑥𝑜, 𝑥

𝑗
𝑠)
)︀
= 2

⃦⃦
𝑢(𝑡, 𝑥𝑜, 𝑥

𝑖
𝑠)− 𝑢(𝑡, 𝑥𝑜, 𝑥

𝑗
𝑠)
⃦⃦
2⃦⃦

𝑢(𝑡, 𝑥𝑜, 𝑥𝑖
𝑠)
⃦⃦
2
+
⃦⃦
𝑢(𝑡, 𝑥𝑜, 𝑥

𝑗
𝑠)
⃦⃦
2

,

где ⃦⃦
𝑢(𝑡, 𝑥𝑜, 𝑥

𝑖
𝑠)
⃦⃦2
2
=

𝑁𝑡∑︁
𝑛=1

𝑁𝑜∑︁
𝑚=1

[︀
𝑢2
𝑥(𝑡𝑛, 𝑥

𝑚
𝑜 , 𝑥𝑖

𝑠) + 𝑢2
𝑧(𝑡𝑛, 𝑥

𝑚
𝑜 , 𝑥𝑖

𝑠)
]︀
,

здесь 𝑁𝑡 — количество отсчетов по времени и 𝑁𝑜 — количество трасс в сейсмограмме, ‖ · ‖2 — норма 𝐿2.
3.3. Расстояние на пространстве моделей. Третья метрика задает расстояние между скорост-

ными моделями. При сейсмическом моделировании для фиксированного положения источника волновое
поле рассчитывается в подобласти, для которой горизонтальная координата центра совпадает с горизон-
тальной координатой источника. Для каждого расчета рассматривается модель 𝑀(𝑥, 𝑧, 𝑥𝑖

𝑠) ⊂ 𝑀(𝑥, 𝑧), где
𝑀(𝑥, 𝑧) — вся скоростная модель.

В соответствии с этим расстояние между моделями вводится следующим образом:

𝑑𝑖𝑗𝑚 = 𝑑𝑚
(︀
𝑀(𝑥, 𝑧, 𝑥𝑖

𝑠),𝑀(𝑥, 𝑧, 𝑥𝑗
𝑠)
)︀
= 2

⃦⃦
𝑀(𝑥, 𝑧, 𝑥𝑖

𝑠)−𝑀(𝑥, 𝑧, 𝑥𝑗
𝑠)
⃦⃦
2⃦⃦

𝑀(𝑥, 𝑧, 𝑥𝑖
𝑠)
⃦⃦
2
+
⃦⃦
𝑀(𝑥, 𝑧, 𝑥𝑗

𝑠)
⃦⃦
2

,

где ⃦⃦
𝑀(𝑥, 𝑧, 𝑥𝑖

𝑠)
⃦⃦2
2
=

𝑍∫︁
0

𝑥𝑖
𝑠+𝐿𝑥∫︁

𝑥𝑖
𝑠−𝐿𝑥

[︀
𝑣2𝑝(𝑥, 𝑧) + 𝑣2𝑠(𝑥, 𝑧)

]︀
𝑑𝑥𝑑𝑧.

Скорость продольной волны 𝑣𝑝 и скорость поперечной волны 𝑣𝑠 — параметры скоростной модели, которые

зависят от коэффициентов Ламе как 𝑣𝑝 =

√︂
𝜆+ 2𝜇

𝜌
и 𝑣𝑠 =

√︂
𝜇

𝜌
.

3.4. Хаусдорфова метрика. Введены метрики на трех пространствах: геометрическое расстояние
между источниками, 𝐿2-расстояние между сейсмограммами и 𝐿2-расстояние между скоростными моде-
лями. Расстояние между объектом и набором объектов для любой из введенных метрик определяется
следующим образом:

𝐷𝑙(𝑞
𝑗 , 𝐵) = min

𝑞𝑖∈𝐵
𝑑𝑙(𝑞

𝑗 , 𝑞𝑖),

где 𝑞𝑗 и 𝑞𝑖 — либо положения источника, либо сейсмограммы, либо скоростные модели и 𝐵 — набор
рассматриваемых объектов, 𝑑𝑙, 𝑙 ∈ {𝑑, 𝑠,𝑚} — метрика в соответствующем пространстве.

Хаусдорфово расстояние между двумя множествами:

𝛿𝑙(𝐴,𝐵) = max

{︂
max
𝑞𝑗∈𝐴

𝐷𝑙(𝑞
𝑗 , 𝐵), max

𝑞𝑖∈𝐵
𝐷𝑙(𝑞

𝑖, 𝐴)

}︂
,

где 𝐴 и 𝐵 — множества в рассматриваемом пространстве. Так как обучающий набор данных — это под-
множество всего набора сейсмограмм, то расстояние Хаусдорфа упрощается следующим образом:

𝛿𝑙(𝐵0 ⊂ 𝐵,𝐵) = max
𝑞𝑖∈𝐵

𝐷𝑙(𝑞
𝑖, 𝐵0) = max

𝑞𝑖∈𝐵
min
𝑞𝑗∈𝐵0

𝑑𝑙(𝑞
𝑖, 𝑞𝑗).

Этой формулой задается расстояние между всем набором данных и обучающим набором.
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4. Статистический анализ. Для оценки зависимости качества обучающей выборки от каждой из
трех введенных метрик проводится статистический анализ, а именно глобальный анализ чувствительно-
сти [54, 55]. Для статистического анализа требуются параметры скоростных моделей и соответствующих
систем наблюдений.

4.1. Скоростные модели.

§ 4.1.1. Модель BP. Для валидации алгоритмов обработки сейсмических данных часто используется
скоростная модель BP (рис. 2). Модель включает контрастное соляное тело в левой и центральной части
(выделено пунктиром), изменение скорости в правой части происходит плавно. Скорость варьируется
от 1400 до 4800 м/с. Размер модели — 67 км в горизонтальном направлении и 14 км в вертикальном.
Система наблюдения состоит из 2696 источников, располагающихся на расстоянии 25 м друг от друга.
Для каждого источника записывается волновое поле 2401 приемником с выбросом в 15 км. Расстояние
между приемниками — 12.5 м. Источник — вейвлет Рикера с центральной частотой 30 Гц.

Рассчитываются два набора сейсмограмм: с использованием мелкой расчетной сетки с простран-
ственным шагом ℎ = ℎ𝑥 = ℎ𝑧 = 3 м и грубой сетки с шагом ℎ = ℎ𝑥 = ℎ𝑧 = 6 м. Сейсмограммы обрезаются
до размера 512×512, что соответствует выбросу 𝐿𝑜 = 3200 м и временно́му интервалу в 4.608 с (диапазон
от 2.370 до 6.978 с), шаг по времени — 9 мс. Временно́й интервал выбирается таким образом, чтобы не учи-
тывать прямую волну, которая не дает информации о недрах Земли, но имеет амплитуду, превышающую
амплитуду отраженных волн.

§ 4.1.2. Модель Ванавары. Скоростная модель Ванавары характерна для Восточной Сибири, имеет
слоистую структуру с вертикальным включением по центру (рис. 3). Скорость продольной волны прини-
мает значения от 3000 до 6000 м/с. Размер модели — 220 на 2.6 км. Система наблюдения состоит из 1901
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Рис. 2. Скоростная модель BP, значения скорости продольной волны

Fig. 2. BP velocity model, longitudinal wave velocity values
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Рис. 3. Скоростная модель Ванавары, значения скорости продольной волны

Fig. 3. Vanavara velocity model, longitudinal wave velocity values
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источника, располагающихся на расстоянии 100 м друг от друга. Волновое поле записывалось 512 при-
емниками для каждого источника с максимальным выбросом 6.4 км. Расстояние между приемниками —
25 м. Источник — вейвлет Рикера с центральной частотой 30 Гц.

Так же как и для модели BP, моделируются два набора сейсмограмм с использованием мелкой сетки
с шагом ℎ = 2.5 м и грубой сетки с шагом ℎ = 5 м. Сейсмограммы выбираются во временно́м диапазоне
от 1.300 до 1.812 с, шаг по времени — 1 мс, размер сейсмограмм — 512× 512.

4.2. Формирование случайной обучающей выборки. Для статистического анализа выбирают-
ся наборы с фиксированным числом сейсмограмм, которые не коррелируют ни по одной из рассматривае-
мых метрик. Пусть 𝑁𝑠 — количество сейсмограмм во всем наборе данных и 𝑁 — количество сейсмограмм
в обучающем наборе. Для генерации некоррелированной последовательности 𝑁𝑠 случайных величин, при-
нимающих значения 1 и 0 с вероятностями 𝑝 = 𝑁/𝑁𝑠 и 1− 𝑝 соответственно, используется биномиальное
распределение. После этого формируется набор индексов 𝐷𝑡: в него входят те индексы из последовательно-
сти {1, . . . , 𝑁𝑠}, которым в построенной последовательности случайных величин соответствуют единицы.
Затем NDM-net обучается, и рассчитывается средняя ошибка между двумя наборами:

�̃� =
1

𝑁𝑠

𝑁𝑠∑︁
𝑖=1

𝑑𝑠
(︀
𝐺
[︀
𝑢ℎ2

(𝑡, 𝑥𝑜, 𝑥
𝑖
𝑠)
]︀
,𝑢ℎ1

(𝑡, 𝑥𝑜, 𝑥
𝑖
𝑠)
)︀
. (2)

Для каждой случайным образом сгенерированной выборки оцениваются четыре параметра: общее
количество 𝑁 = dim{𝐷𝑡} сейсмограмм в обучающей выборке и три расстояния Хаусдорфа между полным
набором данных и обучающим:

𝛿𝑑 = max
𝑖∈𝐷

min
𝑗∈𝐷𝑡

𝑑𝑑(𝑥
𝑖
𝑠, 𝑥

𝑗
𝑠),

𝛿𝑠 = max
𝑖∈𝐷

min
𝑗∈𝐷𝑡

𝑑𝑠
(︀
𝑢(𝑡, 𝑥𝑜, 𝑥

𝑖
𝑠),𝑢(𝑡, 𝑥𝑜, 𝑥

𝑗
𝑠)
)︀
,

𝛿𝑚 = max
𝑖∈𝐷

min
𝑗∈𝐷𝑡

𝑑𝑚
(︀
𝑀(𝑥, 𝑧, 𝑥𝑖

𝑠),𝑀(𝑥, 𝑧, 𝑥𝑗
𝑠)
)︀
,

где 𝐷 — полный набор индексов данных, 𝐷𝑡 — набор индексов, формирующий обучающий набор данных.
Таким образом, NDM-net рассматривается как оператор, отображающий набор данных, зависящий

от четырех параметров 𝑁 , 𝛿𝑑, 𝛿𝑠, 𝛿𝑚 выборки 𝐷𝑡, на набор данных, характеризуемый одним параметром —
средней ошибкой. Ниже приводится анализ чувствительности этого оператора.

4.3. Глобальный анализ чувствительности. Применив глобальный анализ чувствительности,
оценим влияние каждого входного параметра относительно ошибки (2) нейронной сети. Глобальный ана-
лиз чувствительности широко используется для изучения нейронных сетей [56]. В результате анализа
определяются параметры, которыми можно пренебречь и тем самым уменьшить размерность задачи, а
также строятся качественные оценки поведения модели [57, 58]. Глобальный анализ чувствительности
основывается на регрессионном анализе или дисперсионном анализе [58]. Проведем анализ чувствитель-
ности на основе метода Монте-Карло с использованием индексов Соболя [43, 54].

Пусть выходные данные обозначаются как �̃� = 𝑓(𝑦), где 𝑦 = (𝑁, 𝛿𝑑, 𝛿𝑠, 𝛿𝑚)𝑇 . Введем индексы Соболя
первого порядка

𝑆𝑖 =
Var

(︀
E𝑦∼𝑖[�̃�|𝑦𝑖]

)︀
Var (�̃�)

,

где E — математическое ожидание, Var — дисперсия, 𝑦𝑖 — 𝑖-й параметр, 𝑦 ∼ 𝑖 — набор всех параметров,
кроме 𝑦𝑖. Индексы Соболя первого порядка характеризуют изменчивость рассматриваемой функции по
одному входному параметру 𝑦𝑖, т.е. оценивают значимость каждого параметра.

Применение глобального анализа чувствительности ко всем четырем входным параметрам дает ожи-
даемый результат: наиболее значимо общее количество сейсмограмм в наборе обучающих данных. Ин-
дексы Соболя 𝑆BP

𝑁 и 𝑆Vanavar
𝑁 для моделей BP и Ванавары принимали значения близкие к 0.63. Таким

образом, 𝑁 подавляет вклад остальных параметров. По тренду ошибки �̃�, рассчитанной для всех рас-
смотренных реализаций, заметно, что даже при фиксированном 𝑁 изменение ошибки велико (рис. 4).
Следовательно, разумно сформулировать задачу построения оптимального обучающего набора данных
для фиксированного 𝑁 .
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Рис. 4. Зависимости ошибок от размера обучающей выборки: a) для модели BP; b) для модели Ванавары

Fig. 4. Trend of error dependence on the size of the training set: a) for BP model, b) for Vanavar model

4.4. Метод главных компонент для фиксированного 𝑁 . Для оптимизации обучающего набора
данных фиксированного размера применяется глобальный анализ чувствительности для каждого 𝑁 и
определяется связь параметров 𝛿𝑑, 𝛿𝑠, 𝛿𝑚 при построении обучающего набора данных.

Для глобального анализа чувствительности необходимо, чтобы параметры модели не коррелировали.
Если данные не коррелируют, то сумма индексов Соболя равна единице, в противном случае она превы-
шает единицу [59]. Для анализа корреляции между параметрами применяется метод главных компонент.

Математически анализ главных компонент включает спектральное разложение ковариационной мат-
рицы, которое совпадает с сингулярным разложением матрицы исходных данных. Собственные векторы
ковариационной матрицы статистически независимы, поэтому ковариационная матрица в новых пере-
менных — диагональная. В трехмерном пространстве параметров 𝛿𝑑, 𝛿𝑠, 𝛿𝑚 отношения между исходными
параметрами и собственными векторами могут быть представлены в виде корреляционной матрицы. Для
обеих рассмотренных моделей генерируется серия наборов данных для различных значений 𝑁 . После
этого для каждого фиксированного 𝑁 строятся ковариационные матрицы Σ𝑁 с элементами, которые
определяются следующим образом:

Σ𝑁
𝑖𝑗 = Cov

(︀
𝛿𝑁𝑖 , 𝛿𝑁𝑗

)︀
= E

[︀(︀
𝛿𝑁𝑖 − E[𝛿𝑁𝑖 ]

)︀(︀
𝛿𝑁𝑗 − E[𝛿𝑁𝑗 ]

)︀]︀
,

где E — среднее значение, 𝛿𝑖 и 𝛿𝑗 — любые из трех расстояний 𝛿𝑑, 𝛿𝑠 или 𝛿𝑚, а 𝑁 — количество сейсмограмм
в рассматриваемых наборах данных.

Далее вычисляется разложение по собственным значениям ковариационных матриц и строится гра-
фик собственных векторов в координатном пространстве 𝛿𝑑, 𝛿𝑠, 𝛿𝑚. Чтобы найти общую тенденцию в
направлениях собственных векторов, графики для разных 𝑁 совмещаются (рис. 5).

Параметр 𝛿𝑚 независим для обеих моделей, тогда как два других параметра связаны, поскольку на-
правления двух собственных векторов различаются в пределах плоскости (𝛿𝑑, 𝛿𝑠). Тем не менее для модели
Ванавары собственные векторы образуют кластеры вблизи направлений координат, а значит сумма ин-
дексов Соболя превышает единицу. Однако цель исследования — не построение полного набора индексов
Соболя, а оценка взаимосвязей между первыми индексами, и, следовательно, данный подход применим
непосредственно к рассматриваемой системе.

4.5. Глобальный анализ чувствительности для фиксированного 𝑁 . Далее будем предпола-
гать, что ошибка может быть представлена в виде

�̃�𝑁𝑐
(𝛿1, 𝛿2, 𝛿3) = �̃�0 + 𝛼1𝛿1 + 𝛼2𝛿2 + 𝛼3𝛿3 + 𝑜(𝛿1, 𝛿2, 𝛿3),

где �̃�0 — среднее значение ошибки, �̃�𝑁𝑐
— ошибка для фиксированного размера обучающей выборки 𝑁𝑐 =

const, (𝛿1, 𝛿2, 𝛿3) = (𝛿𝑑, 𝛿𝑠, 𝛿𝑚). Минимизация ошибки соответствует минимизации линейной комбинации

𝑙(𝛿1, 𝛿2, 𝛿3) = 𝑞(𝛼1𝛿1 + 𝛼2𝛿2 + 𝛼3𝛿3) → min,

где 𝑞 — любое положительное вещественное число.
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Коэффициенты Соболя для линейной функции:

𝑆𝛿𝑖 =
Var (E𝛿∼𝑖[�̃�|𝛿𝑖])

Var (�̃�)
=

(𝛼𝑖𝐿𝛿𝑖)
2∑︀

𝑗(𝛼𝑗𝐿𝛿𝑗 )
2
,

где 𝐿𝛿𝑖 — разброс переменной 𝛿𝑖. Видно, что безразмерные переменные изменяются в промежутке [0, 1].
Так, индексы Соболя для линейной функции считаются с помощью первых производных.

Коэффициенты 𝛼1, 𝛼2 и 𝛼3 рассчитываются с применением регрессионного анализа, затем введенная
метрика нормируется и осредняется по формуле

̃︀𝛼𝑖 =
1

𝑁𝑟

𝑁𝑟∑︁
𝑘=0

√︁
𝑆𝑘
𝑖

∑︀
𝑗(𝛼

𝑘
𝑗𝐿

𝑘
𝑗 )

2

𝐿𝑘
𝑖

,

где 𝑁𝑟 — количество случайных обучающих выборок.
Глобальный анализа чувствительности выполняется для обеих скоростных моделей при размере

выборки 5–10% от общего количества сейсмограмм (табл. 2). Оценки коэффициентов линейной части
функции ошибки приведены в табл. 2.

Таблица 2. Оценки коэффициентов линейной части ошибки

Table 2. Estimates of the coefficients of linear part of the error

Model 𝑆𝛿𝑑 𝑆𝛿𝑠 𝑆𝛿𝑚 ̃︀𝛼𝑑 ̃︀𝛼𝑠 ̃︀𝛼𝑚

BP 0.499 0.0442 0.4565 0.815 0.089 0.095

Vanavar 0.489 0.139 0.3714 0.812 0.112 0.075

5. Численные эксперименты. Выполняются две серии численных экспериментов, по одной для
каждой скоростной модели. Для обеих моделей рассматривается линейная комбинация метрик со сред-
ними коэффициентами (табл. 2), т.е. исследуется задача минимизации:

0.813𝛿𝑑 + 0.1𝛿𝑠 + 0.085𝛿𝑚 → min .

В соответствии с линейной комбинацией рассчитываются матрицы расстояний, затем для формиро-
вания обучающей выборки с фиксированным 𝑁 и минимальным расстоянием применяется иерархическая
кластеризация [60]. Далее на полученных наборах данных обучается NDM-net. Процедура повторяется
для различных 𝑁 . Так формируется оптимизированная обучающая выборка с набором индексов 𝐷𝐻new .
Также формируются три выборки с наборами индексов 𝐷𝐻𝑑 , 𝐷𝐻𝑠 , 𝐷𝐻𝑚 : на основе расстояния между
положениями источников 𝑑𝑑, между сейсмограммами 𝑑𝑠, между скоростными моделями 𝑑𝑚.

BP model

𝛿𝑑

𝛿𝑚 𝛿𝑠

a)

Vanavar model

𝛿𝑑

𝛿𝑚 𝛿𝑠

b)

Рис. 5. Собственные векторы ковариационной матрицы Σ: а) для модели BP; b) для модели Ванавары

Fig. 5. Eigenvectors of the covariation matrix Σ: a) for BP model; b) for Vanavar model
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Рис. 6. Средняя ошибка после применения NDM-net ко всему набору данных в зависимости от размера
обучающей выборки для различных типов выборки для модели BP

Fig. 6. The average error of applying NDM-net to all data, depending on the size of training dataset for different types
of samples for BP model
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Рис. 7. Средняя ошибка после применения NDM-net ко всему набору данных в зависимости от размера
обучающей выборки для различных типов выборки для модели Ванавары

Fig. 7. The average error of applying NDM-net to all data, depending on the size of the training dataset for different
types of samples for the Vanavar model

По формуле (2) вычисляются ошибки �̃� для оптимизированных наборов данных в зависимости от 𝑁

для моделей BP (рис. 6) и Ванавары (рис. 7) и ошибки, соответствующие минимизации только одного рас-
стояния, для случайным образом сгенерированных наборов данных, индексы которых обозначаются как
𝐷random. Графики демонстрируют, насколько меньшую ошибку обеспечивает оптимизированный набор
данных в сравнении с остальными способами построения обучающего набора данных.
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Рис. 8. Распределение источников в пространстве для каждого типа выборок и соответствующее им
результирующее среднее отношение сигнал/шум: а) для модели BP; b) для модели Ванавары

Fig. 8. Distribution of sources in space for each type of samples and the resulting average signal-to-noise ratio
corresponding to them: a) for the BP model; b) for the Vanavara model
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Рис. 9. Кривые обучения NDM-net для модели Ванавары с использованием различных тренировочных
наборов данных: a) 𝐷𝐻𝑑 ; b) 𝐷𝐻𝑠 ; c) 𝐷𝐻𝑚 ; d) 𝐷𝐻new

Fig. 9. Loss curves for NDM-net training using Vanavar model using
different datasets: a) 𝐷𝐻𝑑 ; b) 𝐷𝐻𝑠 ; c) 𝐷𝐻𝑚 ; d) 𝐷𝐻new

Кроме того, для проверки результатов используется отношение сигнал/шум (SNR), которое опреде-
ляется по формуле

SNR = 20 lg

(︃⃦⃦
𝑢ℎ1

(𝑡, 𝑥𝑜, 𝑥
𝑖
𝑠)−𝐺

[︀
𝑢ℎ2

(𝑡, 𝑥𝑜, 𝑥
𝑖
𝑠)
]︀⃦⃦

2⃦⃦
𝑢ℎ1

(𝑡, 𝑥𝑜, 𝑥𝑖
𝑠)
⃦⃦
2

)︃
.

Среднее значение SNR между полным сгенерированным нейронной сетью набором данных и набо-
ром данных, рассчитанных с использованием мелкой сетки, приводится на рис. 8 для различных типов
обучающей выборки совместно с расположением источников. Для модели BP и модели Ванавары размеры
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выборки составляют 𝑁 = 100 и 𝑁 = 110 соответственно. Для модели BP оптимизация набора данных
позволила уменьшить SNR в 9 раз, в то время как использование других обучающих наборов данных
уменьшает SNR в 7 раз. Для модели Ванавары применение нового набора данных уменьшает SNR в 3
раза, на других наборах данных — почти в 2.5 раза.

Кривые обучения и проверки NDM-net с использованием различных наборов данных для модели
Ванавары показывают, что нейронная сеть эффективно работает без переобучения (рис. 9). Кривые обу-
чения для модели BP аналогичны.

6. Заключение. Представлен новый способ оптимизации обучающей выборки для NDM-net. Ней-
ронная сеть NDM-net разрабатывается для подавления численной дисперсии в результатах сейсмического
моделирования, при котором система уравнений динамической теории упругости решается для несколь-
ких правых частей. Решение для всех положений источников, т.е. для всех правых частей, вычисляется с
использованием конечно-разностной схемы низкого порядка аппроксимации на грубой сетке. Обучающий
набор данных генерируется с использованием достаточно мелкой сетки для небольшого числа источников.
Затем NDM-net обучается отображать решение на грубой сетке в решение на мелкой сетке. Генерация
обучающего набора данных — наиболее трудоемкая часть алгоритма применения NDM-net.

Строится обучающий набор данных, минимизирующий ошибку выхода нейронной сети для фиксиро-
ванного числа правых частей. Рассматриваются три метрики расхождения между данными: физическое
расстояние между позициями источников, прямое расхождение между сейсмограммами для различных
источников и разница в скоростных моделях, используемых для моделирования сейсмических волновых
полей. Для каждой метрики вводится хаусдорфово расстояние между обучающим набором данных и всем
набором сейсмограмм. В итоге предлагается линейная комбинация рассматриваемых метрик с коэффи-
циентами, полученными на основе глобального анализа чувствительности ошибки NDM-net к каждой из
этих метрик.

Результаты численных экспериментов показали, что обученная на наборе данных, построенном на
основе линейной комбинации метрик, NDM-net подавляет численную дисперсию в несколько раз эффек-
тивнее, чем при использовании других обучающих наборов данных для двух скоростных моделей. Оценки
для коэффициентов линейной комбинации метрик, полученные глобальным анализом чувствительности
для двух рассматриваемых моделей, близки. Тот факт, что эти скоростные модели характеризуются прин-
ципиально различным геологическим строением, позволяет предположить универсальность полученных
результатов и возможность их обобщения и применения для других сейсмогеологических моделей.
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