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Аннотация: В работе представлена математическая модель для решения трехмерных радиаци-
онных задач магнитной гидродинамики. Для численного решения системы дифференциальных
уравнений применена неявная полностью консервативная разностная схема. Используются два
метода решения системы разностных уравнений: метод раздельного и метод комбинированного
решения уравнений, которые расщеплены по физическим процессам. Произведена программная
реализация разработанных численных алгоритмов, выполнены расчеты, моделирующие сжатие
плазмы магнитным полем. Изучалась динамика по времени параметров вещества и магнитного
поля. В процессе расчета на его различных стадиях были задействованы оба используемых в
программе численных метода. Полученные результаты соответствуют физике процесса.
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Abstract: This work presents a mathematical model for solving three-dimensional radiation
problems of magnetohydrodynamics. An implicit fully conservative difference scheme is used to
solve the system of differential equations. Two methods are used to solve the system of difference
equations: the method of separate and the method of combined solution of equations, which are split
by physical processes. A software implementation of the developed numerical algorithms is carried
out, and calculations are performed modeling the compression of plasma by a magnetic field. The
time dynamics of the parameters of matter and the magnetic field are studied. During the calculation
process, at its various stages, both numerical methods used in the program are involved. The results
obtained correspond to the physics of the process.
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1. Введение. Исследованию поведения плазмы в магнитном поле посвящено значительное коли-
чество работ. Отметим важные работы отечественной и зарубежной научных школ [1–38], которые мы
расположили для удобства в хронологическом порядке. Среди них важное место занимают работы, разви-
вающие численные методы расчета задач радиационной магнитной газовой динамики (РМГД). Обсудим
некоторые из них, связанные с двумерным и трехмерным моделированием РМГД процессов в областях
реальной геометрии.

В статье [20] разработаны и реализованы трехмерные численные методы для решения уравнений
сжимаемой РМГД, описывающих процессы в атмосфере Солнца. Применены схемы конечных объемов,
эффективные решатели задачи Римана, методы высокого порядка, локальная адаптация сетки и парал-
лельные вычисления. Представлена также скалярная модельная задача с возможностью аналитического
решения.

Численное моделирование осесимметричных течений плазмы в коаксиальном ускорителе с продоль-
ным магнитным полем, основанное на двумерной одножидкостной МГД модели, выполнено в [21]. Ис-
следования выявили основные закономерности плазмодинамических процессов, включая возникновение
токовых слоев в потоке плазмы при значительных величинах продольного поля.

В работе [22] предложена обобщенная схема Лакса–Фридрихса для решения уравнений идеальной
магнитной гидродинамики на неструктурированных треугольных сетках. Построенные аппроксимации
уравнений МГД являются консервативными и имеют второй порядок аппроксимации по пространству и
времени.
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В статье [23] исследовано двумерное численное МГД моделирование разлета плазмы во внешнем
однородном магнитном поле после воздействия короткого лазерного импульса. МГД расчеты показали,
что магнитное поле существенно влияет на структуру плазменного факела, заставляя вещество двигаться
ближе к оси симметрии.

В [29] исследуются МГД характеристики плазменного потока, генерируемого компактной геометрией
магнитоплазменного компрессора. Анализируются пространственные распределения электрического тока
и электромагнитной силы в плазменном потоке, а также плотность и скорость плазмы в зоне сжатия.

В работе [34] проведено 3D МГД моделирование коллапса облачных ядер с эффектом Холла. Изу-
чено его влияние на эволюцию углового момента при разных углах между магнитным полем и вектором
углового момента. Выявлены механизмы формирования противовращающихся оболочек, связанные с на-
блюдаемыми размерами дисков молодых звездных объектов.

В работе [35] предложена комплексная РМГД модель солнечной вспышки, охватывающая процесс
от появления до извержения. Модель успешно воспроизводит ключевые наблюдаемые характеристики
вспышек в видимом, ультрафиолетовом и рентгеновском диапазонах, включая динамику плазмы и спек-
тральные особенности.

В [37] создана асимптотически устойчивая схема для решения уравнений РМГД. Метод основан
на декомпозиции интенсивности излучения и комбинировании явных и неявных дискретизаций. Схема
эффективна для различных режимов оптической толщины и задач с радиационными ударными волнами.

В статье [38] выполнено численное моделирование МГД течения Уильямсона–Сакиадиса в пористой
среде с учетом различных эффектов. Разработана математическая модель, уравнения решались с помо-
щью функции BVP4c пакета прикладных программ MATLAB. Проанализировано влияние параметров на
характеристики потока. Результаты валидированы сравнением с опубликованными данными.

Обратимся теперь к сути предлагаемого нами исследования. При моделировании трехмерной задачи
РМГД необходимо определить ее специфику и выбрать численный метод ее решения. Созданная на осно-
ве этого метода решения разностных уравнений программная реализация будет способна решать только
сравнительно узкий класс задач. Другие же задачи будут решаться с помощью этой программы менее
эффективно. Создание универсального метода для достаточно широкого класса задач обычно не при-
водит к положительным результатам из-за сложности программной реализации и огромного количества
машинных ресурсов (машинной памяти, времени счета одного варианта и т.д.).

Полностью консервативные разностные схемы (ПКРС) позволяют существенно сократить время
расчета каждого варианта задачи за счет выбора расчетных сеток со сравнительно небольшим числом
расчетных ячеек и обеспечивают адекватность модели изучаемым физическим процессам [14], а неявность
разностной схемы не требует существенных ограничений на временно́й шаг. В данной работе в качестве
базовой рассматривается неявная ПКРС. Новизна представленной работы заключается в следующем.
Предложенные алгоритмы решения системы разностных уравнений являются двухэтапными. На первом
этапе решается система нелинейных уравнений в переменных Лагранжа. На втором этапе лагранжева
сетка корректируется (там, где это необходимо). Затем выполняется перерасчет рассчитанных величин
на новой разностной сетке.

В работе реализованы методы раздельного и комбинированного решения систем разностных урав-
нений. Эти уравнения разбиты на группы по физическим процессам [18, 36] (“динамическая группа”,
“тепловая группа” и “электромагнитная группа”). Метод комбинированного решения заключается в том,
что эти три группы объединяются следующим образом: в первую группу входят уравнения динамики и
электромагнитного поля, во вторую группу — уравнения энергии. Метод раздельного решения заключа-
ется в том, что в первую группу входят уравнения динамики, во вторую группу — уравнения Максвелла
и в третью группу — уравнения энергии. Уравнение состояния — уравнение-связка между этими двумя
(тремя) группами. Уравнения обеих (трех) групп решаются методом Ньютона относительно основных
переменных, а остальные переменные каждой группы считаются “замороженными”. Последовательное
решение групп уравнений связывается внешним итерационным процессом. Сходимость процесса контро-
лируется по точности выполнения баланса полной энергии и точности распределения этой энергии по ее
отдельным видам.

На каждом временно́м шаге решаемой задачи программа анализирует физическую ситуацию на дан-
ный момент времени и, согласно [36], выбирает метод решения разностных уравнений, более оптимальный
для данной физической ситуации. Эта процедура позволяет существенно ускорить расчет конкретной за-
дачи.
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При пересчете рассчитанных величин на новую расчетную сетку сохраняется полная консерватив-
ность, т.е. после любого сдвига расчетной сетки сохраняются масса, импульс, кинетическая, внутренняя,
магнитная и полная энергии [32].

Для широкого класса задач (см., например, [10]) задействованы процессы сжатия плазмы магнит-
ным полем. Для демонстрации возможностей программы был проведен численный расчет, моделирующий
сжатие излучающей плазмы магнитным полем, заданным на границах расчетной области.

Учитывались двухтемпературность, реальные (табличные) уравнения состояния вещества, токи сме-
щения, замагниченность коэффициентов тепло- и электропроводности. Динамика магнитных полей раз-
вивается при их вихревой диффузии.

2. Уравнения динамики. Состояния вещества и электромагнитного поля зависят от времени 𝑡 и
пространственных координат 𝑥, 𝑦, 𝑧. Вещество предполагается вязким.

Расчетная область 𝐷 ⊂ R3(𝑥, 𝑦, 𝑧) представляет собой трехмерное пространство, ограниченное некой
поверхностью.

Движение вещества описывается уравнениями Эйлера:
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Здесь 𝜌 — плотность, 𝑃 — давление, 𝑈 = (𝑢,𝑤, 𝑣) — вектор скорости, 𝐵 = (𝐵𝑥, 𝐵𝑦, 𝐵𝑧) — вектор магнит-
ного поля.

Заметим, что наряду с записью уравнений в эйлеровых переменных нам для используемых в про-
грамме численных алгоритмов понадобится запись и в переменных Лагранжа.

Лагранжева форма записи динамических уравнений получается непосредственной заменой произ-
водных по пространству на производные в плоскости лагранжевых переменных R3(𝛼, 𝛽, 𝛾). Будем пред-
полагать, что в любой момент времени определено отображение:

𝑥 = 𝑥(𝛼, 𝛽, 𝛾), 𝑦 = 𝑦(𝛼, 𝛽, 𝛾), 𝑧 = 𝑧(𝛼, 𝛽, 𝛾),

(𝛼, 𝛽, 𝛾) ∈ 𝐺, (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐷,

𝐺 — единичный куб, 𝐷 — область, ограниченная кусочно-гладкой поверхностью (область, занятая веще-
ством). Предположим также, что

𝜕(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕(𝛼, 𝛽, 𝛾)
> 0, (𝛼, 𝛽, 𝛾) ∈ 𝐺,

где 𝐽 =
𝜕(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕(𝛼, 𝛽, 𝛾)
— якобиан перехода от эйлеровых переменных к лагранжевым.

Изменения координат частицы определяются соотношениями

𝑑𝑥
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= 𝑣. (2)

Уравнение неразрывности имеет вид
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)︂
= 0. (3)

Для решения динамических уравнений необходимо задать граничные и начальные условия.
На границе можно задать внешнее давление 𝑃гр(𝑡) или распределение скоростей 𝑈гр(𝑡).
В начальный момент времени должны быть заданы начальные распределения плотности и скорости.
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3. Уравнения энергии. Гидродинамическое давление, входящее в (1), равно сумме парциальных
давлений:

𝑃 = 𝑃𝑒 + 𝑃𝑖, (4)

где 𝑃𝑒 — давление электронов, 𝑃𝑖 — давление ионов.
Распределение по пространству и изменение со временем температур электронов и ионов в области

описываются уравнениями для внутренних энергий компонент:

𝜌
𝑑𝜀𝑒
𝑑𝑡

= −𝜌𝑃𝑒
𝜕(1/𝜌)

𝜕𝑡
− 𝜕(𝑊𝑒)𝑥

𝜕𝑥
− 𝜕(𝑊𝑒)𝑦

𝜕𝑦
− 𝜕(𝑊𝑒)𝑧

𝜕𝑧
+𝑄𝑒𝑖 +𝐺дж +𝐺�̄�,

𝜌
𝑑𝜀𝑖
𝑑𝑡

= −𝜌𝑃𝑖
𝜕(1/𝜌)

𝜕𝑡
− 𝜕(𝑊𝑖)𝑥

𝜕𝑥
− 𝜕(𝑊𝑖)𝑦

𝜕𝑦
− 𝜕(𝑊𝑖)𝑧

𝜕𝑧
−𝑄𝑒𝑖 +𝐺𝑖,

𝐺�̄� = 𝐺rad +𝐺𝑒.

(5)

Здесь 𝜀𝑒,𝑖 — внутренние энергии электронной 𝜀𝑒 и ионной 𝜀𝑖 компонент, отнесенные к единице массы,
𝑊𝑒,𝑖 = ((𝑊𝑒,𝑖)𝑥, (𝑊𝑒,𝑖)𝑦, (𝑊𝑒,𝑖)𝑧) — электронный и ионный потоки тепла через поперечное сечение области,
𝑄𝑒𝑖 — объем энергии между электронами и ионами, 𝐺𝑒,𝑖 — источники (стоки) электронной 𝐺𝑒 и ионной
𝐺𝑖 энергий, 𝐺rad — энергия излучения, 𝐺дж — массовая плотность энергии джоулева нагрева:

𝐺дж =
1

4𝜋

(︀
𝐸𝑥𝐽𝑥 + 𝐸𝑦𝐽𝑦 + 𝐸𝑧𝐽𝑧

)︀
, (6)

𝐽𝑥 =
𝜕𝐵𝑧

𝜕𝑦
− 𝜕𝐵𝑦

𝜕𝑧
− 1

𝑐2
𝜕

𝜕𝑡
(𝐸𝑥 + 𝑣𝐵𝑦 − 𝑤𝐵𝑧) ,

𝐽𝑦 =
𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑧
− 𝜕𝐵𝑧

𝜕𝑥
− 1

𝑐2
𝜕

𝜕𝑡
(𝐸𝑦 − 𝑣𝐵𝑥 + 𝑢𝐵𝑧) , (7)

𝐽𝑧 =
𝜕𝐵𝑦

𝜕𝑥
− 𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑦
− 1

𝑐2
𝜕

𝜕𝑡
(𝐸𝑧 − 𝑢𝐵𝑦 + 𝑤𝐵𝑥) ,

где 𝐸 = (𝐸𝑥, 𝐸𝑦, 𝐸𝑧) — вектор электрического поля, 𝑐 — скорость света.
Потоки тепла связаны с градиентом температур соотношениями

(𝑊𝑒,𝑖)𝑥 = −(𝜒𝑒,𝑖)𝑥𝑥
𝜕𝑇𝑒,𝑖
𝜕𝑥

− (𝜒𝑒,𝑖)𝑥𝑦
𝜕𝑇𝑒,𝑖
𝜕𝑦

− (𝜒𝑒,𝑖)𝑥𝑧
𝜕𝑇𝑒,𝑖
𝜕𝑧

,

(𝑊𝑒,𝑖)𝑦 = −(𝜒𝑒,𝑖)𝑦𝑥
𝜕𝑇𝑒,𝑖
𝜕𝑥

− (𝜒𝑒,𝑖)𝑦𝑦
𝜕𝑇𝑒,𝑖
𝜕𝑦

− (𝜒𝑒,𝑖)𝑦𝑧
𝜕𝑇𝑒,𝑖
𝜕𝑧

, (8)

(𝑊𝑒,𝑖)𝑧 = −(𝜒𝑒,𝑖)𝑧𝑥
𝜕𝑇𝑒,𝑖
𝜕𝑥

− (𝜒𝑒,𝑖)𝑧𝑦
𝜕𝑇𝑒,𝑖
𝜕𝑦

− (𝜒𝑒,𝑖)𝑧𝑧
𝜕𝑇𝑒,𝑖
𝜕𝑧

,

где

(𝜒𝑒,𝑖)𝛼𝛼 = (𝜒𝑒,𝑖)‖

(︂
𝐵𝛼

|𝐵|

)︂2

+ (𝜒𝑒,𝑖)⊥

(︃
1−

(︂
𝐵𝛼

|𝐵|

)︂2
)︃
, 𝛼 = 𝑥, 𝑦, 𝑧,

(𝜒𝑒,𝑖)𝛼𝛽 = (𝜒𝑒,𝑖)𝛽𝛼 =
[︀
(𝜒𝑒,𝑖)‖ − (𝜒𝑒,𝑖)⊥

]︀ 𝐵𝛼𝐵𝛽

𝐵2
, 𝛼, 𝛽 = 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝛼 ̸= 𝛽.

Здесь 𝜒𝑒,𝑖 — тензоры электронной 𝜒𝑒 и ионной 𝜒𝑖 теплопроводности, 𝑇𝑒,𝑖 — температуры электронов 𝑇𝑒
и ионов 𝑇𝑖, ( )‖ и ( )⊥ обозначают компоненты, параллельную и перпендикулярную магнитному полю
соответственно.

Для уравнений энергии рассматриваются следующие граничные условия: на границе могут зада-
ваться потоки тепла или распределения температур.

В начальный момент в области должно быть задано распределение температур 𝑇𝑒 и 𝑇𝑖.
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4. Уравнения электромагнитного поля. Уравнения электромагнитного поля с учетом тока сме-
щения имеют вид:

𝜌
𝑑

𝑑𝑡

(︂
𝐵𝑥

𝜌

)︂
=
𝜕𝐸𝑦

𝜕𝑧
− 𝜕𝐸𝑧

𝜕𝑦
+

(︂
𝐵𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+𝐵𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+𝐵𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑧

)︂
,

𝜌
𝑑

𝑑𝑡

(︂
𝐵𝑦

𝜌

)︂
=
𝜕𝐸𝑧

𝜕𝑥
− 𝜕𝐸𝑥

𝜕𝑧
+

(︂
𝐵𝑥

𝜕𝑤

𝜕𝑥
+𝐵𝑦

𝜕𝑤

𝜕𝑦
+𝐵𝑧

𝜕𝑤

𝜕𝑧

)︂
, (9)

𝜌
𝑑

𝑑𝑡

(︂
𝐵𝑧

𝜌

)︂
=
𝜕𝐸𝑥

𝜕𝑦
− 𝜕𝐸𝑦

𝜕𝑥
+

(︂
𝐵𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+𝐵𝑦

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+𝐵𝑧

𝜕𝑣

𝜕𝑧

)︂
,

где

𝐸𝛼 =
1

4𝜋𝜎⊥
𝐽𝛼 +

𝜎⊥ − 𝜎‖

4𝜋𝜎⊥𝜎‖

𝐵𝛼

𝐵2
(𝑗,𝐵), 𝛼 = 𝑥, 𝑦, 𝑧,

(𝑗,𝐵) = 𝐽𝑥𝐵𝑥 + 𝐽𝑦𝐵𝑦 + 𝐽𝑧𝐵𝑧.

Здесь 𝜎 — тензор электропроводности, 𝑗 = (𝐽𝑥, 𝐽𝑦, 𝐽𝑧) — плотность тока.
Граничные условия для уравнений поля формируются следующим образом: на границе задается

распределение либо магнитного, либо электрического поля.
Для решения уравнений Максвелла в начальный момент времени 𝑡0 необходимо знать начальное

распределение магнитного поля. Уравнения МГД (1)–(9) аппроксимированы на лагранжевой разностной
сетке полностью консервативной разностной схемой.

5. Система разностных уравнений. Произведем дискретизацию переменных следующим обра-
зом. В кубе 𝐺(𝛼, 𝛽, 𝛾) вводится равномерная кубическая сетка:

�̄�ℎ : 𝛼𝑖 = 𝑖ℎ𝛼, 𝑖 = 1, 𝑁𝑀, ℎ𝛼 = 1/(𝑁𝑀 − 1),

𝛽𝑗 = 𝑗ℎ𝛽 , 𝑗 = 1, 𝑁𝐿, ℎ𝛽 = 1/(𝑁𝐿− 1),

𝛾𝑘 = 𝑘ℎ𝛾 , 𝑘 = 1, 𝑁𝑁, ℎ𝛾 = 1/(𝑁𝑁 − 1),

где 𝑁𝑀,𝑁𝐿,𝑁𝑁 — количества ячеек по 𝑥, 𝑦, 𝑧 соответственно, ℎ𝛼, ℎ𝛽 , ℎ𝛾 — шаги сетки по пространству
по 𝑥, 𝑦, 𝑧 соответственно.

Обозначим через 𝜔 множество ячеек сетки, Ω — множество узлов, 𝜃 — множество граней. Соответ-
ственно введем пространства сеточных функций, определенных в ячейках, в узлах и на гранях, обозначив
их 𝐻𝜔, 𝐻Ω и 𝐻𝜃. Для записи сеточных функций 𝑓 ∈ 𝐻Ω используем индексы (𝑖, 𝑗, 𝑘) : 𝑓𝑖,𝑗,𝑘 = 𝑓 ∈ 𝐻Ω.

Функции 𝜙 ∈ 𝐻𝜔 будем отмечать индексами (𝑚, 𝑙, 𝑛) : 𝜙 ∈ 𝐻𝜔, а функции 𝜓 ∈ 𝐻𝜃 будем отмечать
индексами (𝑖, 𝑙, 𝑛), (𝑚, 𝑗, 𝑛) и (𝑚, 𝑙, 𝑘): 𝜓 ∈ 𝐻𝜃. Сетка в области 𝐻Ω получается отображением

𝑥𝑖𝑗𝑘 = 𝑥(𝛼𝑖𝑗𝑘, 𝛽𝑖𝑗𝑘, 𝛾𝑖𝑗𝑘), 𝑦𝑖𝑗𝑘 = 𝑦(𝛼𝑖𝑗𝑘, 𝛽𝑖𝑗𝑘, 𝛾𝑖𝑗𝑘), 𝑧𝑖𝑗𝑘 = 𝑧(𝛼𝑖𝑗𝑘, 𝛽𝑖𝑗𝑘, 𝛾𝑖𝑗𝑘)

и состоит из шестигранников. Ячейка 𝜔𝑚𝑙𝑛 своими вершинами имеет

(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑖𝑗𝑘, (𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑖+1𝑗𝑘, (𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑖𝑗+1𝑘, (𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑖𝑗𝑘+1, (𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑖+1𝑗+1𝑘, (𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑖𝑗+1𝑘+1,

(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑖+1𝑗𝑘+1, (𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑖+1𝑗+1𝑘+1.

Уравнения (1)–(9) аппроксимируются на пространстве сеточных функций 𝐻𝜔 полностью консерва-
тивной неявной разностной схемой [39]:

𝑥𝑡 = 𝑢(0.5), 𝑦𝑡 = 𝑤(0.5), 𝑧𝑡 = 𝑣(0.5), (10)

∆𝑚 = 𝜌𝑉 = �̂�𝑉 , (11)

𝑃 = (𝑃𝑒) + (𝑃𝑖) + 𝑞; (12)

𝑀*𝑢𝑡 =
∑︁

𝑝∈Ш2

(︃
𝜕𝑉 𝑝

𝜕𝑥

)︃(︃
�̂� 𝑝 +

𝐵𝑝�̂�𝑝

8𝜋

)︃
− 1

4𝜋

∑︁
𝑝∈Ш2

(︁
𝐵(0.5)

𝑥𝑝
�̂�𝑥𝑦𝑧

)︁
,

𝑀*𝑤𝑡 =
∑︁

𝑝∈Ш2

(︃
𝜕𝑉 𝑝

𝜕𝑦

)︃(︃
�̂� 𝑝 +

𝐵𝑝�̂�𝑝

8𝜋

)︃
− 1

4𝜋

∑︁
𝑝∈Ш2

(︁
𝐵(0.5)

𝑦𝑝
�̂�𝑥𝑦𝑧

)︁
,

𝑀*𝑣𝑡 =
∑︁

𝑝∈Ш2

(︃
𝜕𝑉 𝑝

𝜕𝑧

)︃(︃
�̂� 𝑝 +

𝐵𝑝�̂�𝑝

8𝜋

)︃
− 1

4𝜋

∑︁
𝑝∈Ш2

(︁
𝐵(0.5)

𝑧𝑝 �̂�𝑥𝑦𝑧

)︁
,

(13)
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�̂�𝑥𝑦𝑧 =
∑︁

𝛼=𝑥,𝑦,𝑧

𝜕𝑉 𝑝

𝜕𝛼
�̂�𝛼𝑝 , 𝑀* =

1

8

∑︁
𝑝∈Ш2

∆𝑚𝑝,

(𝜀𝑒)𝑡 = −�̂� 𝑒

(︂
1

𝜌

)︂
𝑡

+ �̂�𝑒𝑖 + �̂�𝑒 +
1

∆𝑚

∑︁
𝑔∈Ш3

∑︁
𝛼=𝑥,𝑦,𝑧

�̂� 𝑒,𝛼𝑔�̂�𝛼𝑔 + �̂�дж + �̂�rad,

(𝜀𝑖)𝑡 = −(�̂� 𝑖 + �̂�)

(︂
1

𝜌

)︂
𝑡

− �̂�𝑒𝑖 +
1

∆𝑚

∑︁
𝑔∈Ш3

∑︁
𝛼=𝑥,𝑦,𝑧

�̂� 𝑖,𝛼𝑔�̂�𝛼𝑔 + �̂�𝑖,

(14)

𝑆𝑔 = (𝑆𝑥𝑔, 𝑆𝑦𝑔, 𝑆𝑧𝑔) — площади граней, прилегающих к ячейке (𝑚, 𝑙, 𝑛), 𝑔 = 1, 6;

(𝑉 𝐵𝑥)𝑡 =
∑︁

𝛼=𝑥,𝑦,𝑧

�̂�𝛼

∑︁
𝑟∈Ш1

𝜕𝑉

𝜕𝛼𝑟
𝑢(0.5)𝑟 +

∑︁
𝑟∈Ш1

[︃(︃
𝜕𝑉

𝜕𝑧𝑟

)︃
�̂�𝑦𝑟

−

(︃
𝜕𝑉

𝜕𝑦𝑟

)︃
�̂�𝑧𝑟

]︃
,

(𝑉 𝐵𝑦)𝑡 =
∑︁

𝛼=𝑥,𝑦,𝑧

�̂�𝛼

∑︁
𝑟∈Ш1

𝜕𝑉

𝜕𝛼𝑟
𝑤(0.5)

𝑟 +
∑︁

𝑟∈Ш1

[︃(︃
𝜕𝑉

𝜕𝑥𝑟

)︃
�̂�𝑧𝑟−

(︃
𝜕𝑉

𝜕𝑧𝑟

)︃
�̂�𝑥𝑟

]︃
,

(𝑉 𝐵𝑧)𝑡 =
∑︁

𝛼=𝑥,𝑦,𝑧

�̂�𝛼

∑︁
𝑟∈Ш1

𝜕𝑉

𝜕𝛼𝑟
𝑣(0.5)𝑟 +

∑︁
𝑟∈Ш1

[︃(︃
𝜕𝑉

𝜕𝑦𝑟

)︃
�̂�𝑥𝑟

−

(︃
𝜕𝑉

𝜕𝑥𝑟

)︃
�̂�𝑦𝑟

]︃
,

(15)

�̂�𝛼 =
1

4𝜋�̂�⊥
𝐽𝛼 +

(�̂�⊥ − �̂�‖)�̂�𝛼

4𝜋�̂�⊥�̂�‖�̂�
2 𝐵***, 𝛼 = 𝑥, 𝑦, 𝑧,

𝐵*** = �̂�𝑥𝐽𝑥 + �̂�𝑦𝐽𝑦 + �̂�𝑧𝐽𝑧,

𝐽𝑥 = − 1

𝑉

∑︁
𝑃∈Ш2

[︃
𝜕𝑉 𝑝

𝜕𝑦
�̂�𝑧𝑝 − 𝜕𝑉 𝑝

𝜕𝑧
�̂�𝑦𝑝

]︃
− 1

𝑐2

(︁
�̂�𝑥 + 𝑣�̂�𝑦 − �̂��̂�𝑧

)︁
𝑡
,

𝐽𝑦 = − 1

𝑉

∑︁
𝑃∈Ш2

[︃
𝜕𝑉 𝑝

𝜕𝑧
�̂�𝑥𝑝

− 𝜕𝑉 𝑝

𝜕𝑥
�̂�𝑧𝑝

]︃
− 1

𝑐2

(︁
�̂�𝑦 − 𝑣�̂�𝑥 + �̂��̂�𝑧

)︁
𝑡
, (16)

𝐽𝑧 = − 1

𝑉

∑︁
𝑃∈Ш2

[︃
𝜕𝑉 𝑝

𝜕𝑥
�̂�𝑦𝑝 − 𝜕𝑉 𝑝

𝜕𝑦
�̂�𝑥𝑝

]︃
− 1

𝑐2

(︁
�̂�𝑧 − �̂��̂�𝑦 + �̂��̂�𝑥

)︁
𝑡
;

�̂�дж =
1

128𝜋2

[︃
1

𝜎⊥

∑︁
𝑟∈Ш1

(𝐽
2

𝑥𝑟
+ 𝐽

2

𝑦𝑟
+ 𝐽

2

𝑧𝑟 ) +

(︂
�̂�⊥ − �̂�‖

�̂�⊥�̂�‖

)︂ ∑︁
𝑟∈Ш1

(︃
�̂�𝑥𝑟

𝐽𝑥𝑟
+ �̂�𝑦𝑟

𝐽𝑦𝑟
+ �̂�𝑧𝑟𝐽𝑧𝑟

�̂�
2

𝑟

)︃]︃
. (17)

Уравнения системы записаны на разностных шаблонах Ш1, Ш2 и Ш3: Ш1 — шаблон ячейки (рис. 1),
Ш2 — шаблон узла (рис. 2), Ш3 — шаблон граней, прилегающих к ячейке (𝑚, 𝑙, 𝑛).

При записи системы уравнений (10)–(17) использованы безындексные представления сеточных функ-
ций [14]. В частности, 𝑓 = 𝑓𝑁+1, 𝑓 (0.5) = 0.5(𝑓 + 𝑓).

𝑖, 𝑗+1, 𝑘 𝑖+1, 𝑗+1, 𝑘

𝑖, 𝑗+1, 𝑘+1 𝑖+1, 𝑗+1, 𝑘+1

𝑖, 𝑗, 𝑘 𝑖+1, 𝑗, 𝑘

𝑖, 𝑗, 𝑘+1 𝑖+1, 𝑗, 𝑘+1

𝑚𝑙𝑛

𝑚−1, 𝑙−1, 𝑛−1

𝑚−1, 𝑙, 𝑛−1

𝑚−1, 𝑙−1, 𝑛

𝑚−1, 𝑙, 𝑛

𝑖, 𝑗, 𝑘

𝑚, 𝑙−1, 𝑛−1

𝑚, 𝑙, 𝑛−1

𝑚, 𝑙−1, 𝑛

𝑚, 𝑙, 𝑛

Рис. 1. Ш1 — шаблон ячейки

Fig. 1. Ш1 — cell template

Рис. 2. Ш2 — шаблон узла

Fig. 2. Ш2 — node template
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Сеточные функции 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑢, 𝑤, 𝑣, 𝐸 определены в узлах разностной сетки, сеточные функции
𝜌, 𝑃𝑒, 𝑃𝑖, 𝑞, 𝑉, 𝑇𝑒, 𝑇𝑖, 𝐵, 𝐺𝑒, 𝐺𝑖, 𝑄𝑒𝑖, 𝜒𝑒, 𝜒𝑖, 𝜎 — в ячейках (𝑞 — давление искусственной вязкости,
𝑉 — объем ячейки), а сеточные функции 𝑊𝑒,𝑊𝑖, 𝑆 — на гранях ячеек.

Граничные значения давления, температур и магнитного поля будем считать отнесенными к граням
граничных ячеек.

Давление искусственной вязкости 𝑞 вводится в разностную схему для обеспечения сквозного счета
течений с возможными разрывами. Оно берется в виде комбинации линейной и квадратичной вязкостей
и отлично от нуля только в области волн сжатия.

Под 𝑓* понимается значение (проекция) сеточной функции: 𝑓* ∈ 𝐻𝜔, если 𝑓 ∈ 𝐻Ω, и 𝑓* ∈ 𝐻Ω, если
𝑓 ∈ 𝐻𝜔.

На границах могут быть заданы следующие условия: для уравнений движения задается давление или
условие непротекания (“жесткая стенка”) или распределение скорости, для уравнений Максвелла задается
магнитная индукция или распределение электрического поля.

Для уравнений энергии на границах задается распределение температуры или потоков тепла.

6. Сохранение полной энергии. Разностная схема (10)–(17) полностью консервативна, т.е. из
разностных уравнений движения, энергии и поля вытекает закон сохранения полной энергии системы.
Введем следующие сеточные функционалы:

𝜀kin =
1

2

𝑁𝑀−1∑︁
𝑚=1

𝑁𝐿−1∑︁
𝑙=1

𝑁𝑁−1∑︁
𝑛=1

∆𝑚𝑚𝑙𝑛

(︀
𝑢2𝑚𝑙𝑛 + 𝑤2

𝑚𝑙𝑛 + 𝑣2𝑚𝑙𝑛

)︀
,

𝑢𝑚𝑙𝑛 =
1

8

∑︁
𝑟∈Ш1

𝑢𝑟, 𝑤𝑚𝑙𝑛 =
1

8

∑︁
𝑟∈Ш1

𝑤𝑟, 𝑣𝑚𝑙𝑛 =
1

8

∑︁
𝑟∈Ш1

𝑣𝑟,

𝐸tot =
∑︁
𝑚𝑙𝑛

∆𝑚𝑚𝑙𝑛

(︃
𝜀𝑒𝑚𝑙𝑛

+ 𝜀𝑖𝑚𝑙𝑛
+
𝑢2𝑚𝑙𝑛 + 𝑤2

𝑚𝑙𝑛 + 𝑣2𝑚𝑙𝑛

2
+
𝐵2

𝑥𝑚𝑙𝑛
+𝐵2

𝑦𝑚𝑙𝑛
+𝐵2

𝑧𝑚𝑙𝑛

8𝜋𝜌𝑚𝑙𝑛

)︃
,

𝑢2𝑚𝑙𝑛 =
1

8

∑︁
𝑟∈Ш1

𝑢2𝑟, аналогично для 𝑤, 𝑣.

Здесь 𝜀kin и 𝐸tot — кинетическая и полная энергии системы.
Обозначим: 𝑖, 𝑗, 𝑘 ∈ 𝐺 — граничные узлы, 𝑝′ — приграничные, 𝑝′′ — фиктивные ячейки расчетной

области. Имеем: ∑︁
𝑝∈Ш2

=
∑︁

𝑝′∈Ш2

+
∑︁

𝑝′′∈Ш2

,

𝜇
′

𝑖𝑗𝑘 =
1

8𝑀𝑖𝑗𝑘

∑︁
𝑝′∈Ш2

∆𝑚𝑝′ , 𝜇
′′

𝑖𝑗𝑘 =
1

8𝑀𝑖𝑗𝑘

∑︁
𝑝′′∈Ш2

∆𝑚𝑝′′ = 1− 𝜇′
𝑖𝑗𝑘,

𝜂
′

𝑖𝑗𝑘 =
1

8𝑉 𝑖𝑗𝑘

∑︁
𝑝′∈Ш2

𝑉 𝑝′ , 𝜂′′𝑖𝑗𝑘 = 1− 𝜂′𝑖𝑗𝑘,

�̂�tot − 𝐸tot = −∆𝑡
∑︁
𝑚𝑙𝑛

(︁
�̂�𝑒𝑚𝑙𝑛

+ �̂�𝑖𝑚𝑙𝑛

)︁
𝑉 𝑚𝑙𝑛+

+∆𝑡
∑︁

𝑖𝑗𝑘∈𝐺

[︃
− 𝑢

(0.5)
𝑖𝑗𝑘

⎛⎝ ∑︁
𝑝′∈Ш2

𝜇′′
𝑖𝑗𝑘 −

∑︁
𝑝′′∈Ш2

𝜇′
𝑖𝑗𝑘

⎞⎠(︃ 𝜕𝑉 𝑝

𝜕𝑥𝑖𝑗𝑘

)︃(︃
�̂� 𝑝 +

�̂�𝑝𝐵𝑝

8𝜋

)︃
−

− 𝑤
(0.5)
𝑖𝑗𝑘

⎛⎝ ∑︁
𝑝′∈Ш2

𝜇′′
𝑖𝑗𝑘 −

∑︁
𝑝′′∈Ш2

𝜇′
𝑖𝑗𝑘

⎞⎠(︃ 𝜕𝑉 𝑝

𝜕𝑦𝑖𝑗𝑘

)︃(︃
�̂� 𝑝 +

�̂�𝑝𝐵𝑝

8𝜋

)︃
−

− 𝑣
(0.5)
𝑖𝑗𝑘

⎛⎝ ∑︁
𝑝′∈Ш2

𝜇′′
𝑖𝑗𝑘 −

∑︁
𝑝′′∈Ш2

𝜇′
𝑖𝑗𝑘

⎞⎠(︃ 𝜕𝑉 𝑝

𝜕𝑧𝑖𝑗𝑘

)︃(︃
�̂� 𝑝 +

�̂�𝑝𝐵𝑝

8𝜋

)︃
+
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+
𝑢
(0.5)
𝑖𝑗𝑘

4𝜋

⎛⎝ ∑︁
𝑝′∈Ш2

𝜇′′
𝑖𝑗𝑘 −

∑︁
𝑝′′∈Ш2

𝜇′
𝑖𝑗𝑘

⎞⎠𝐵(0.5)
𝑥𝑝

(︃
𝜕𝑉 𝑝

𝜕𝑥𝑖𝑗𝑘
�̂�𝑥𝑝

+
𝜕𝑉 𝑝

𝜕𝑦𝑖𝑗𝑘
�̂�𝑦𝑝

+
𝜕𝑉 𝑝

𝜕𝑧𝑖𝑗𝑘
�̂�𝑧𝑝

)︃
+

+
𝑤

(0.5)
𝑖𝑗𝑘

4𝜋

⎛⎝ ∑︁
𝑝′∈Ш2

𝜇′′
𝑖𝑗𝑘 −

∑︁
𝑝′′∈Ш2

𝜇′
𝑖𝑗𝑘

⎞⎠𝐵(0.5)
𝑦𝑝

(︃
𝜕𝑉 𝑝

𝜕𝑥𝑖𝑗𝑘
�̂�𝑥𝑝

+
𝜕𝑉 𝑝

𝜕𝑦𝑖𝑗𝑘
�̂�𝑦𝑝

+
𝜕𝑉 𝑝

𝜕𝑧𝑖𝑗𝑘
�̂�𝑧𝑝

)︃
+

+
𝑣
(0.5)
𝑖𝑗𝑘

4𝜋

⎛⎝ ∑︁
𝑝′∈Ш2

𝜇′′
𝑖𝑗𝑘 −

∑︁
𝑝′′∈Ш2

𝜇′
𝑖𝑗𝑘

⎞⎠𝐵(0.5)
𝑧𝑝

(︃
𝜕𝑉 𝑝

𝜕𝑥𝑖𝑗𝑘
�̂�𝑥𝑝

+
𝜕𝑉 𝑝

𝜕𝑦𝑖𝑗𝑘
�̂�𝑦𝑝

+
𝜕𝑉 𝑝

𝜕𝑧𝑖𝑗𝑘
�̂�𝑧𝑝

)︃
+

+
�̂�𝑥𝑖𝑗𝑘

4𝜋

⎛⎝ ∑︁
𝑝′∈Ш2

𝜂′′𝑖𝑗𝑘 −
∑︁

𝑝′′∈Ш2

𝜂′𝑖𝑗𝑘

⎞⎠(︃ 𝜕𝑉 𝑝

𝜕𝑦𝑖𝑗𝑘
�̂�

(0.5)

𝑧𝑝 − 𝜕𝑉 𝑝

𝜕𝑧𝑖𝑗𝑘
�̂�

(0.5)

𝑦𝑝

)︃
+

+
�̂�𝑦𝑖𝑗𝑘

4𝜋

⎛⎝ ∑︁
𝑝′∈Ш2

𝜂′′𝑖𝑗𝑘 −
∑︁

𝑝′′∈Ш2

𝜂′𝑖𝑗𝑘

⎞⎠(︃ 𝜕𝑉 𝑝

𝜕𝑧𝑖𝑗𝑘
�̂�

(0.5)

𝑥𝑝
− 𝜕𝑉 𝑝

𝜕𝑥𝑖𝑗𝑘
�̂�

(0.5)

𝑧𝑝

)︃
+

+
�̂�𝑧𝑖𝑗𝑘

4𝜋

⎛⎝ ∑︁
𝑝′∈Ш2

𝜂′′𝑖𝑗𝑘 −
∑︁

𝑝′′∈Ш2

𝜂′𝑖𝑗𝑘

⎞⎠(︃ 𝜕𝑉 𝑝

𝜕𝑥𝑖𝑗𝑘
�̂�

(0.5)

𝑦𝑝
− 𝜕𝑉 𝑝

𝜕𝑦𝑖𝑗𝑘
�̂�

(0.5)

𝑥𝑝

)︃]︃
.

(18)

Таким образом, в результате тождественных преобразований из системы разностных уравнений
(10)–(17) следует, что изменение полной энергии определяется:

• работой внешних сил давления и магнитного поля;
• притоком (оттоком) тепла через границу области;
• притоком магнитной энергии через внешнюю границу;
• вносом (выносом) энергии источниками (стоками).

7. Алгоритм решения системы разностных уравнений методом комбинированного ре-
шения. Пусть значения разностных функций заданы на 𝑁 -м временно́м слое. Тогда, чтобы определить
значения этих функций на (𝑁 + 1)-м временно́м слое, необходимо решить систему разностных уравне-
ний (10)–(17). Разностные уравнения представляют собой систему нелинейных алгебраических уравнений,
для решения которых используется итерационный метод с раздельным расчетом групп уравнений, выде-
ляемых по характеру физических процессов.

Структура алгоритма состоит в следующем.
1. Задаются приближенные значения скорости, плотности, температуры и магнитного поля на

(𝑁 + 1)-м временно́м слое.
2. При фиксированном значении температуры решаются уравнения движения (10), (11), (13) и Макс-

велла (15), (16) и находятся приближенные значения скорости, плотности и параметры электромаг-
нитного поля.

3. При фиксированных значениях скорости, плотности и компонент электрического поля решаются
уравнения энергии (14), (17) и находятся приближенные значения электронной и ионной температур
на (𝑁 + 1)-м слое.

4. Проверяется выполнение условия закона сохранения энергии (18). Если он выполнен с требуемой
точностью, то значения функций на момент времени 𝑡𝑁+1 считаются найденными. В противном
случае необходимо вернуться к выполнению пункта 2 и снова повторить описанный выше процесс.

5. Проводится (если нужно) коррекция лагранжевой сетки и выполняется пересчет всех величин на
новую разностную сетку. Алгоритм пересчета подробно описан в [32].
Уравнение состояния является уравнением-связкой между уравнениями “первой группы” (уравнения

динамики и электромагнитного поля) и “второй группы” (уравнения энергии).

8. Решения уравнений динамики и Максвелла. Разностные уравнения движения и электро-
магнитного поля решаются с разделением по физическим процессам: сначала рассчитывается движение
вещества в предположении вмороженности магнитного поля (бездиссипативные процессы); затем учиты-
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вается конечная проводимость — диффузия магнитного поля. Уравнения решаются методом Ньютона
с редукцией неизвестных величин [40, 41]. Вначале, при переходе от итерации 𝑠 к итерации 𝑠 + 1, мы
оставляем только те переменные, входящие в уравнения движения (10), (11), (13) (в том числе и 𝐵), ко-
торые зависят только от компонент скорости 𝑢𝑖𝑗𝑘, 𝑤𝑖𝑗𝑘, 𝑣𝑖𝑗𝑘 (“основных” переменных в уравнениях первой
группы). Предполагается также, что давление вещества в ячейках изменяется локально-баротропно, т.е.
температура фиксирована. Таким образом, уравнения динамики решаются относительно 𝑢,𝑤, 𝑣. Отме-
чая верхним индексом номер итерации, запишем для каждой функции в уравнениях движения формулу
перехода от 𝑠-й итерации к (𝑠+ 1)-й:

𝑢𝑠+1
𝑖𝑗𝑘 = 𝑢𝑠𝑖𝑗𝑘 + 𝛿𝑢𝑖𝑗𝑘,

𝑤𝑠+1
𝑖𝑗𝑘 = 𝑤𝑠

𝑖𝑗𝑘 + 𝛿𝑤𝑖𝑗𝑘,

𝑣𝑠+1
𝑖𝑗𝑘 = 𝑣𝑠𝑖𝑗𝑘 + 𝛿𝑣𝑖𝑗𝑘,

𝑥𝑠+1
𝑖𝑗𝑘 = 𝑥𝑠𝑖𝑗𝑘 + 𝛿𝑥𝑖𝑗𝑘 = 𝑥𝑠𝑖𝑗𝑘 +

𝜕𝑥𝑖𝑗𝑘
𝜕𝑢𝑖𝑗𝑘

𝛿𝑢𝑖𝑗𝑘 = 𝑥𝑠𝑖𝑗𝑘 +
∆𝑡

2
𝛿𝑢𝑖𝑗𝑘,

𝑦𝑠+1
𝑖𝑗𝑘 = 𝑦𝑠𝑖𝑗𝑘 + 𝛿𝑦𝑖𝑗𝑘 = 𝑦𝑠𝑖𝑗𝑘 +

𝜕𝑦𝑖𝑗𝑘
𝜕𝑤𝑖𝑗𝑘

𝛿𝑤𝑖𝑗𝑘 = 𝑦𝑠𝑖𝑗𝑘 +
∆𝑡

2
𝛿𝑤𝑖𝑗𝑘,

𝑧𝑠+1
𝑖𝑗𝑘 = 𝑧𝑠𝑖𝑗𝑘 + 𝛿𝑧𝑖𝑗𝑘 = 𝑧𝑠𝑖𝑗𝑘 +

𝜕𝑧𝑖𝑗𝑘
𝜕𝑣𝑖𝑗𝑘

𝛿𝑣𝑖𝑗𝑘 = 𝑧𝑠𝑖𝑗𝑘 +
∆𝑡

2
𝛿𝑣𝑖𝑗𝑘,

Φ𝑠+1
𝑚𝑙𝑛 = Φ𝑠

𝑚𝑙𝑛 + 𝛿Φ𝑚𝑙𝑛 = Φ𝑠
𝑚𝑙𝑛 +

∑︁
𝑟∈Ш1

(︂
𝜕Φ𝑚𝑙𝑛

𝜕𝑢𝑟
𝛿𝑢𝑟 +

𝜕Φ𝑚𝑙𝑛

𝜕𝑤𝑟
𝛿𝑤𝑟 +

𝜕Φ𝑚𝑙𝑛

𝜕𝑣𝑟
𝛿𝑣𝑟

)︂
,

где Φ𝑚𝑙𝑛 — функция в ячейке, пробегающая значения 𝑃𝑚𝑙𝑛, 𝑞𝑚𝑙𝑛, 𝐵𝑚𝑙𝑛; 𝛿𝑓 — соответствующие прираще-
ния 𝑓 , ∆𝑡 — временно́й шаг.

Подставляя значения функций на (𝑠 + 1)-й итерации в уравнения движения системы (10)–(17) и
пренебрегая квадратами приращений функций, получим систему линейных алгебраических уравнений
относительно приращений компонент скорости 𝛿𝑢𝑖𝑗𝑘, 𝛿𝑤𝑖𝑗𝑘, 𝛿𝑣𝑖𝑗𝑘:

1∑︁
𝑘1=−1

1∑︁
𝑘2=−1

1∑︁
𝑘3=−1

(︁
𝑎
(𝑘1𝑘2𝑘3)
1𝑖𝑗𝑘 𝛿𝑢𝑖+𝑘1𝑗+𝑘2𝑘+𝑘3

+ 𝑏
(𝑘1𝑘2𝑘3)
1𝑖𝑗𝑘 𝛿𝑤𝑖+𝑘1𝑗+𝑘2𝑘+𝑘3

+ 𝑐
(𝑘1𝑘2𝑘3)
1𝑖𝑗𝑘 𝛿𝑣𝑖+𝑘1𝑗+𝑘2𝑘+𝑘3

)︁
= 𝐹

(1)
𝑖𝑗𝑘 ,

1∑︁
𝑘1=−1

1∑︁
𝑘2=−1

1∑︁
𝑘3=−1

(︁
𝑎
(𝑘1𝑘2𝑘3)
2𝑖𝑗𝑘 𝛿𝑢𝑖+𝑘1𝑗+𝑘2𝑘+𝑘3 + 𝑏

(𝑘1𝑘2𝑘3)
2𝑖𝑗𝑘 𝛿𝑤𝑖+𝑘1𝑗+𝑘2𝑘+𝑘3 + 𝑐

(𝑘1𝑘2𝑘3)
2𝑖𝑗𝑘 𝛿𝑣𝑖+𝑘1𝑗+𝑘2𝑘+𝑘3

)︁
= 𝐹

(2)
𝑖𝑗𝑘 , (19)

1∑︁
𝑘1=−1

1∑︁
𝑘2=−1

1∑︁
𝑘3=−1

(︁
𝑎
(𝑘1𝑘2𝑘3)
3𝑖𝑗𝑘 𝛿𝑢𝑖+𝑘1𝑗+𝑘2𝑘+𝑘3

+ 𝑏
(𝑘1𝑘2𝑘3)
3𝑖𝑗𝑘 𝛿𝑤𝑖+𝑘1𝑗+𝑘2𝑘+𝑘3

+ 𝑐
(𝑘1𝑘2𝑘3)
3𝑖𝑗𝑘 𝛿𝑣𝑖+𝑘1𝑗+𝑘2𝑘+𝑘3

)︁
= 𝐹

(3)
𝑖𝑗𝑘 ,

𝑖 = 1, 𝑁𝑀, 𝑗 = 1, 𝑁𝐿, 𝑘 = 1, 𝑁𝑁.

Здесь 𝑎(𝑘1𝑘2𝑘3)
1,2,3𝑖𝑗𝑘 , 𝑏

(𝑘1𝑘2𝑘3)
1,2,3𝑖𝑗𝑘 , 𝑐

(𝑘1𝑘2𝑘3)
1,2,3𝑖𝑗𝑘 , 𝐹

(1,2,3)
𝑖𝑗𝑘 — числовые множители. Система уравнений (19) имеет матрицу

блочной структуры.
Для решения уравнений (19) можно использовать эффективные итерационные методы [40, 41].
После нахождения приращения скорости на (𝑠+1)-й итерации определяются величины 𝑢𝑖𝑗𝑘, 𝑤𝑖𝑗𝑘, 𝑣𝑖𝑗𝑘,

𝑉𝑚𝑙𝑛, 𝜌𝑚𝑙𝑛, 𝑃𝑚𝑙𝑛, 𝑞𝑚𝑙𝑛, а также промежуточное значение 𝐵:

𝐵𝑚𝑙𝑛 = 𝐵
(︀
𝜌𝑠+1
𝑚𝑙𝑛,𝐸

𝑠
)︀
.

Следующим шагом является решение системы уравнений (15), (16), описывающих электрические
и магнитные поля. Здесь учитывается конечная проводимость среды. При вычислении коэффициента
электропроводности берется промежуточное значение индукции магнитного поля:

𝛿𝑠+1
𝑖𝑗𝑘 = 𝛿ℎ

(︀
𝜌𝑠+1
𝑚𝑙𝑛,𝐵𝑚𝑙𝑛, 𝑇

𝑠=0
𝑚𝑙𝑛

)︀
,

тогда система разностных уравнений относительно 𝐵𝑠+1
𝑚𝑙𝑛,𝐸

𝑠+1
𝑚𝑙𝑛 будет линейной. Учитывая, что в некото-

рых подобластях течения плазмы ее проводимость может оказаться близкой к нулю (например, вакуумная
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область), целесообразно решать систему уравнений поля, исключив из нее магнитную индукцию, в ре-
зультате чего получается система линейных уравнений относительно 𝐸𝑥, 𝐸𝑦, 𝐸𝑧:

1∑︁
𝑘1,𝑘2,𝑘3=−1

(︁
�̄�
(𝑘1𝑘2𝑘3)
1𝑖𝑗𝑘 (�̂�𝑥)𝑖+𝑘1𝑗+𝑘2𝑘+𝑘3

+ �̄�
(𝑘1𝑘2𝑘3)
1𝑖𝑗𝑘 (�̂�𝑦)𝑖+𝑘1𝑗+𝑘2𝑘+𝑘3

+ �̄�
(𝑘1𝑘2𝑘3)
1𝑖𝑗𝑘 (�̂�𝑧)𝑖+𝑘1𝑗+𝑘2𝑘+𝑘3

)︁
= �̄�

(1)
𝑖𝑗𝑘,

1∑︁
𝑘1,𝑘2,𝑘3=−1

(︁
�̄�
(𝑘1𝑘2𝑘3)
2𝑖𝑗𝑘 (�̂�𝑥)𝑖+𝑘1𝑗+𝑘2𝑘+𝑘3

+ �̄�
(𝑘1𝑘2𝑘3)
2𝑖𝑗𝑘 (�̂�𝑦)𝑖+𝑘1𝑗+𝑘2𝑘+𝑘3

+ �̄�
(𝑘1𝑘2𝑘3)
2𝑖𝑗𝑘 (�̂�𝑧)𝑖+𝑘1𝑗+𝑘2𝑘+𝑘3

)︁
= �̄�

(2)
𝑖𝑗𝑘, (20)

1∑︁
𝑘1,𝑘2,𝑘3=−1

(︁
�̄�
(𝑘1𝑘2𝑘3)
3𝑖𝑗𝑘 (�̂�𝑥)𝑖+𝑘1𝑗+𝑘2𝑘+𝑘3

+ �̄�
(𝑘1𝑘2𝑘3)
3𝑖𝑗𝑘 (�̂�𝑦)𝑖+𝑘1𝑗+𝑘2𝑘+𝑘3

+ �̄�
(𝑘1𝑘2𝑘3)
3𝑖𝑗𝑘 (�̂�𝑧)𝑖+𝑘1𝑗+𝑘2𝑘+𝑘3

)︁
= �̄�

(3)
𝑖𝑗𝑘,

𝑖 = 1, 𝑁𝑀, 𝑗 = 1, 𝑁𝐿, 𝑘 = 1, 𝑁𝑁.

Здесь �̄�(𝑘1𝑘2𝑘3)
1,2,3𝑖𝑗𝑘 , �̄�(𝑘1𝑘2𝑘3)

1,2,3𝑖𝑗𝑘 , �̄�(𝑘1𝑘2𝑘3)
1,2,3𝑖𝑗𝑘 , �̄� (1,2,3)

𝑖𝑗𝑘 — числовые множители.
Система линейных уравнений (20) имеет блочную структуру. После нахождения электрических по-

лей имеем:
𝐵𝑠+1

𝑚𝑙𝑛 = 𝐵
(︀
𝜌𝑠+1
𝑚𝑙𝑛,𝐸

𝑠+1
)︀
.

Система уравнений движения и поля считается решенной, если приращения скоростей на итерациях
удовлетворяют условиям

|𝛿𝑢𝑖𝑗𝑘| ⩽ 𝜀𝜇 |𝑢𝑖𝑗𝑘|+ 𝑢min,

|𝛿𝑤𝑖𝑗𝑘| ⩽ 𝜀𝜇 |𝑤𝑖𝑗𝑘|+ 𝑤min,

|𝛿𝑣𝑖𝑗𝑘| ⩽ 𝜀𝜇 |𝑣𝑖𝑗𝑘|+ 𝑣min.

(21)

Здесь 𝜀𝜇 — относительная, а 𝑢min, 𝑤min, 𝑣min — абсолютные погрешности компонент скорости.

9. Решение уравнений энергии. При решении уравнений энергии полагаем, что все функции,
входящие в эти уравнения, зависят только от температуры электронной и ионной компонент плазмы.
Уравнения энергии решаются методом Ньютона. Запишем для функций в уравнениях энергии формулу
перехода от 𝑠-й итерации к (𝑠+ 1)-й итерации:

(𝑇𝑒,𝑖)
𝑠+1
𝑚𝑙𝑛 = (𝑇𝑒,𝑖)

𝑠
𝑚𝑙𝑛 + 𝛿(𝑇𝑒,𝑖)𝑚𝑙𝑛,

(𝑃𝑒,𝑖)
𝑠+1
𝑚𝑙𝑛 = (𝑃𝑒,𝑖)

𝑠
𝑚𝑙𝑛 + 𝛿(𝑃𝑒,𝑖)𝑚𝑙𝑛 = (𝑃𝑒,𝑖)

𝑠
𝑚𝑙𝑛 +

(︂
𝜕𝑃𝑒,𝑖

𝜕𝑇𝑒,𝑖

)︂
𝑚𝑙𝑛

𝛿(𝑇𝑒,𝑖)𝑚𝑙𝑛,

(𝑄𝑒𝑖)
𝑠+1
𝑚𝑙𝑛 = (𝑄𝑒𝑖)

𝑠
𝑚𝑙𝑛 +

(︂
𝜕𝑄𝑒𝑖

𝜕𝑇𝑒

)︂
𝑚𝑙𝑛

𝛿(𝑇𝑒)𝑚𝑙𝑛 +

(︂
𝜕𝑄𝑒𝑖

𝜕𝑇𝑖

)︂
𝑚𝑙𝑛

𝛿(𝑇𝑖)𝑚𝑙𝑛,

(𝜒𝑒,𝑖)
𝑠+1
𝑔 = (𝜒𝑒,𝑖)

𝑠
𝑔 +

∑︁
𝑞∈Ш4

(𝜕𝜒𝑒,𝑖)𝑔
(𝜕𝑇𝑒,𝑖)𝑞

𝛿(𝑇𝑒,𝑖)𝑞,

где Ш4 — шаблон, состоящий из прилегающих к грани 𝑔 ячеек.
Подставляя значения функций на (𝑠+1)-й итерации в уравнения энергии и пренебрегая квадратами

приращений функций, получим систему линейных алгебраических уравнений относительно приращений
температур 𝛿(𝑇𝑒,𝑖)𝑚𝑙𝑛, 𝛿(𝑇𝑖)𝑚𝑙𝑛:

1∑︁
𝑘=−1

1∑︁
𝑘2=−1

1∑︁
𝑘3=−1

(︂
=
𝑎
(𝑘1𝑘2𝑘3)

(𝑚𝑙𝑛) 𝛿(𝑇𝑒)𝑚+𝑘1𝑙+𝑘2𝑛+𝑘3

)︂
+

=

𝑏
(0,0,0)

𝑚𝑙𝑛 𝛿(𝑇𝑖)𝑚𝑙𝑛 =
=

𝐹
(1)

𝑚𝑙𝑛,

=
𝑐
(0,0,0)

(𝑚𝑙𝑛) 𝛿(𝑇𝑒)𝑚𝑙𝑛 +

1∑︁
𝑘=−1

1∑︁
𝑘2=−1

1∑︁
𝑘3=−1

(︂
=

𝑑
(𝑘1𝑘2𝑘3)

𝑚𝑙𝑛 𝛿(𝑇𝑖)𝑚+𝑘1𝑙+𝑘2𝑛+𝑘3

)︂
=

=

𝐹
(2)

𝑚𝑙𝑛,

(22)

где
=
𝑎
(𝑘1𝑘2𝑘3)

(𝑚𝑙𝑛) ,
=

𝑏
(0,0,0)

𝑚𝑙𝑛 ,
=
𝑐
(0,0,0)

(𝑚𝑙𝑛) ,
=

𝑑
(𝑘1𝑘2𝑘3)

𝑚𝑙𝑛 ,
=

𝐹
(1,2)

𝑚𝑙𝑛 — числовые множители.
Аналогичные уравнения на границе получаются в соответствии с типом граничных условий. Напри-

мер, при заданной температуре все приращения температур на границе тождественно равны 0.
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Система разностных уравнений (22) решается аналогично системам (19) и (20).
Уравнения энергии считаются решенными, если приращения температур на итерации удовлетворяют

условиям

|𝛿(𝑇𝑒,𝑖)𝑚𝑙𝑛| ⩽ 𝜀𝑟(𝑇𝑒,𝑖)𝑚𝑙𝑛 + 𝑇min, 𝑚 = 1, 𝑁𝑀 − 1, 𝑙 = 1, 𝑁𝐿− 1, 𝑛 = 1, 𝑁𝑁 − 1.

Здесь 𝜀𝑟 — относительная, а 𝑇min — абсолютная погрешности температуры.
Уравнение переноса решается согласно [2].

10. Алгоритм решения системы разностных уравнений методом раздельного решения.
Решаем систему уравнений (10)–(17). Структура данного алгоритма состоит в следующем.

1. Задаются приближенные значения скорости, плотности, температуры и магнитного поля на
(𝑁 + 1)-ом временно́м слое.

2. При фиксированных значениях температуры и электромагнитного поля решаются уравнения дви-
жения (10), (11), (13) и находятся приближенные значения скорости и плотности.

3. При фиксированных значениях скорости, плотности и температуры решаются уравнения Максвелла
(15), (16) и находятся приближенные значения параметров электромагнитного поля.

4. При фиксированных значениях скорости, плотности и компонент электромагнитного поля решается
система уравнений энергии (14), (17) и находятся приближенные значения электронной и ионной
температур на (𝑁 + 1)-ом слое.

5. Проверяется выполнение закона сохранения энергии (18). Если он выполнен с требуемой точно-
стью, то значения функций на момент времени 𝑡𝑁+1 считаются найденными. В противном случае
необходимо вернуться к выполнению пункта 2 и снова повторить описанный выше процесс.

6. Проводится (если нужно) коррекция лагранжевой сетки, и выполняется пересчет всех величин на
новую разностную сетку.

Отличие реализации метода раздельного решения от комбинированного состоит в следующем.
1. При решении уравнений движения в систему уравнений (10)–(17) подставляются функции 𝑢𝑖𝑗𝑘, 𝑤𝑖𝑗𝑘,
𝑣𝑖𝑗𝑘, 𝑥𝑖𝑗𝑘, 𝑦𝑖𝑗𝑘, 𝑧𝑖𝑗𝑘, 𝑃𝑚𝑙𝑛, 𝑞𝑚𝑙𝑛 с (𝑠+1)-й итерации, а функции 𝐵𝑚𝑙𝑛, 𝑥𝑚𝑙𝑛, 𝑦𝑚𝑙𝑛, 𝑧𝑚𝑙𝑛 — с 𝑠-й итерации.

2. Полученная в результате этого система уравнений (19) решается до выполнения условия (21). После
каждой итерации по движению не решаются уравнения Максвелла.

3. После решения системы уравнений (19) решается линейная система уравнений Максвелла (20).

11. Вычислительный эксперимент. Рассмотрим динамику магнитных полей, которая развива-
ется на фоне вихревой диффузии вектора магнитного поля.

Исследуем сжатие сильно излучаемой вольфрамовой плазмы магнитными полями. В начальный
момент времени неподвижная плазма с плотностью 𝜌 = 𝜌0 занимает цилиндр

√︀
(𝑥− 0.5)2 + (𝑦 − 0.5)2 ⩽

0.36 см с осью 0 ⩽ 𝑧 ⩽ 0.5 см. Данный цилиндр вписан в параллелепипед с размерами 0 ⩽ 𝑥 ⩽ 1 см,
0 ⩽ 𝑦 ⩽ 1 см, 0 ⩽ 𝑧 ⩽ 0.5 см, внутри которого находится плазма с плотностью вне цилиндра 𝜌 = 0.35𝜌0,
где 𝜌0 = (3 · 10−2)/𝜋 г/см3. Во всей расчетной области начальная температура 𝑇𝑒 = 𝑇𝑖 = 0.7 эВ.

Профиль начальной плотности (𝑡 = 0) при 𝑧 = 0.25 см изображен на рис. 3 a.
В работе исследуются компоненты вектора магнитного поля 𝐵𝑥, 𝐵𝑦, 𝐵𝑧. В начальный момент вре-

мени
𝐵𝑥 = 𝐵𝑦 = 𝐵𝑧 = 0.

На внешней границе определены значения компонент вектора магнитного поля:

𝐵𝑥гр = 𝐵𝑥0 · sin
(︂
𝜋𝑡

0.2

)︂
, 𝐵𝑦гр = 𝐵𝑦0 · sin

(︂
𝜋𝑡

0.2

)︂
, 𝐵𝑧гр = 𝐵𝑧0 · sin

(︂
𝜋𝑡

0.2

)︂
,

где 𝐵𝑥0 = 2.2 МГс, 𝐵𝑦0 = 1.6 МГс, 𝐵𝑧0 = 2.5 МГс. При 𝑡 > 0.2 мкс все граничные поля равны нулю.
Уравнения состояния электронного и ионного газов, коэффициенты электронной и ионной теплопро-

водностей, электропроводности и другие необходимые коэффициенты приводятся в [1, 42]. Производился
учет излучения в электронной плазме. Учитывались также токи смещения и замагниченность коэффи-
циентов тепло- и электропроводности.

Заметим, что при численном решении данной задачи использовались оба реализованных в програм-
ме численных метода. В начале расчета, когда в каждой расчетной ячейке гидродинамическое давление
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меньше магнитного [36], использовался более простой метод раздельного решения разностных уравнений.
Поскольку со временем магнитные поля растут, то физическая ситуация меняется. Когда хотя бы в одной
расчетной ячейке магнитное давление больше гидродинамического, в программе происходит автомати-
ческий переход к решению разностных уравнений более универсальным комбинированным методом [36].
Данная процедура позволяет ускорить расчет на 20% по сравнению с проведением всего расчета методом
комбинированного решения. Провести весь расчет методом раздельного решения невозможно, поскольку
если магнитное давление много больше гидродинамического, временно́й шаг при раздельном решении
будет стремиться к нулю [36].

На рис. 3–5 представлены результаты расчетов плотности и компонент магнитных полей в момент
времени 0.051 мкс. На рис. 3 b изображено распределение плотности. Под воздействием магнитных полей
происходит сжатие вещества к центру расчетной области.

На рис. 4, 5 представлены компоненты магнитной индукции. Как следует из уравнений Максвелла,
на рис. 4 a распределение компоненты магнитной индукции 𝐵𝑥 носит выраженный профильный характер.
На рис. 4 b видно, что магнитная индукция 𝐵𝑦 распределена латеральным образом, что соответствует
физике процесса.
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Рис. 3. Распределение плотности, 𝑧 = 0.25: а) в начальный момент; b) в момент времени 0.051 мкс

Fig. 3. Density distribution, 𝑧 = 0.25: a) at initial time; b) at time 0.051 𝜇s
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Рис. 4. Распределение компонент магнитной индукции в момент времени 0.051 мкс, 𝑧 = 0.25: a) 𝐵𝑥; b) 𝐵𝑦

Fig. 4. Distribution of the magnetic induction components at time 0.051 𝜇s, 𝑧 = 0.25: a) 𝐵𝑥; b) 𝐵𝑦
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Рис. 5. Распределение компоненты магнитной индукции
𝐵𝑧 в момент времени 0.051 мкс, 𝑧 = 0.25

Fig. 5. Distribution of the magnetic induction component
𝐵𝑧 at time 0.051 𝜇s, 𝑧 = 0.25

12. Заключение. В работе описана матема-
тическая модель динамики замагниченной плаз-
мы на основе полностью консервативной разност-
ной схемы для трехмерных уравнений радиацион-
ной магнитной гидродинамики. В программе ис-
пользуются два метода численного решения систем
разностных уравнений. Осуществлен автоматиче-
ский выбор конкретного алгоритма, оптимально-
го для физической ситуации на каждом шаге по
времени. Проведен расчет сжатия вольфрамовой
плазмы магнитным полем. Для рассматриваемой
задачи скорость движения вещества, магнитные
и электрические поля имеют полную конфигура-
цию. Расчет, в частности, подтвердил, что автома-
тический выбор численного метода на каждом вре-
менно́м шаге, в зависимости от физической ситу-
ации, эффективнее, чем расчет всей задачи одним
численным методом.
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