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Abstract: The work is devoted to studying the dissipative properties of the hybrid large-particle
method of the second order of approximation. The regularization of the numerical solution is
provided in two ways: nonlinear correction of artificial viscosity (at the Eulerian stage) and
hybrid approximation of spatial derivatives through various nonlinear restrictive functions (at the
Lagrangian stage). The dissipative properties of the method are demonstrated by the example of
the Sod problem, its modification with the reflection of the shock wave from the wall. The flow of
a gas suspension during the decay of an arbitrary discontinuity with a small initial pressure ratio
at various Stokes numbers has been studied. Numerical solutions are compared with asymptotically
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1. Введение. Дисперсные системы находят широкое применение в химических установках псевдо-
ожижения [1], в вихревых устройствах для процессов гетерогенного катализа [2]. Струйные газодисперс-
ные технологии представляют интерес в различных промышленных приложениях, процессах напыления
полимеров [3], импульсных газопорошковых системах пожаротушения или нейтрализации загрязнений [4].
Управление параметрами технических устройств и их оптимизация требуют изучения количественных за-
кономерностей с применением как экспериментальных, так и компьютерных методов моделирования.

Широко применяемый подход при решении вычислительных задач динамики многофазных сред
заключается в адаптации численных методов, хорошо зарекомендовавших себя в “чистой” газодинами-
ке [5–8]. При этом следует отметить проблемы природной неконсервативности законов сохранения нерав-
новесных многофазных сред [8] и жесткости определенного класса задач [9].

Среди многочисленных подходов весьма плодотворной оказалась идея Харлоу расщепления дис-
кретных аналогов законов сохранения на эйлеров и лагранжев этапы. Эти идеи в дальнейшем получили
развитие в виде метода крупных частиц и его модификаций [9–13], лагранжево-эйлеровой аппроксима-
ции [14], численных схем PIC (particle-in-cell) [15, 16] и SPH (Smoothed particle hydrodynamics) [17–19].

Методы первого порядка аппроксимации с расщеплением по физическим процессам привлекательны
ввиду простоты их алгоритмической и компьютерной реализации. Вместе с тем, вследствие значительной
численной диссипации применение схем первого порядка становится проблематичным для задач акустики,
моделирования неустойчивости и развития турбулентности.

Целью настоящей работы является исследование диссипативных свойств гибридного метода крупных
частиц второго порядка аппроксимации [13] на одномерной задаче Сода и ее модификации с отражением
ударной волны от стенки. Проверяется работоспособность метода в условиях с малым начальным отноше-
нием давлений

(︀
𝑝(1) − 𝑝(0)

)︀
/𝑝(0) ⩽ 0.1, где 𝑝(1), 𝑝(0) — значения давлений слева и справа от произвольного

разрыва.

2. Физико-математическая модель. Для описания динамики газовзвеси используем широко при-
меняемый феноменологический подход в рамках взаимопроникающих континуумов [20]. Несущей фазой
является калорически совершенный газ, а дисперсная фаза представляет собой несжимаемые сферические
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частицы одинакового радиуса. При этом мы пренебрегаем энергией и другими эффектами хаотического и
внутреннего движения дисперсных частиц и столкновений между ними. Каждая составляющая смеси об-
ладает собственной скоростью и температурой. Тогда законы сохранения газовзвеси в одномерном случае
можно записать в следующем виде:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕𝜌𝑖
𝜕𝑡

+
𝜕𝜌𝑖𝑢𝑖
𝜕𝑥

= 0,

𝜕𝜌1𝑢1
𝜕𝑡

+
𝜕𝜌1𝑢

2
1

𝜕𝑥
+ 𝛼1

𝜕𝑝

𝜕𝑥
= −𝐹𝜇,

𝜕𝜌2𝑢2
𝜕𝑡

+
𝜕𝜌2𝑢

2
2

𝜕𝑥
+ 𝛼2

𝜕𝑝

𝜕𝑥
= 𝐹𝜇,

𝜕𝜌2𝑒2
𝜕𝑡

+
𝜕𝜌2𝑒2𝑢2
𝜕𝑥

= 𝑄𝑇 ,

𝜕

𝜕𝑡

(︀
𝜌1𝐸1 + 𝜌2𝐸2

)︀
+

𝜕

𝜕𝑥

(︀
𝜌1𝐸1𝑢1 + 𝜌2𝐾2𝑢2 + 𝑝(𝛼1𝑢1 + 𝛼2𝑢2)

)︀
= −𝑄𝑇 ,

𝜌𝑖 = 𝜌∘𝑖𝛼𝑖,

𝛼1 + 𝛼2 = 1,

𝐸1 = 𝑒1 + 𝑢21/2,

𝐾2 = 𝑢22/2.

(1)

Здесь и далее нижние индексы 𝑖 = 1, 2 относятся соответственно к параметрам несущей и дисперсной
фаз, верхний индекс ∘ относится к истинным значениям плотности. Через 𝛼𝑖, 𝜌𝑖, 𝑢𝑖, 𝐸𝑖, 𝑒𝑖, 𝑝 обозначены
объемная доля, приведенная плотность, скорость, полная и внутренняя энергии единицы массы 𝑖-й фазы,
давление газа; 𝐹𝜇 — сила межфазного трения, 𝑄𝑇 — интенсивность теплообмена между газом и частицами
в единице объема; 𝑥, 𝑡 — координата и время.

Замыкающими соотношениями системы (1) являются уравнения состояния идеального калорически
совершенного газа и несжимаемых твердых частиц: 𝑝 = (𝛾1 − 1)𝜌∘1𝑒1, 𝑒1 = 𝑐𝑣𝑇1, 𝑒2 = 𝑐2𝑇2, {𝛾1, 𝑐𝑣, 𝑐2, 𝜌∘2} ≡
const, где 𝑇1, 𝑇2 — температуры несущей фазы и частиц; 𝛾1, 𝑐𝑣 — показатель адиабаты и удельная тепло-
емкость газа при постоянном объеме; 𝑐2 — удельная теплоемкость частиц. Силовое и тепловое межфазные
взаимодействия 𝐹𝜇, 𝑄𝑇 определяются из эмпирических соотношений [20]:

𝐹𝜇 =
3

8

𝛼2

𝑟
𝐶𝜇 Re12 𝜌1(𝑢1 − 𝑢2) |𝑢1 − 𝑢2| , 𝛼2 < 0.08,

𝐶𝜇 =
24

Re12
+

4.4

Re
1/2
12

+ 0.42,

𝑄𝑇 =
3

2

𝛼2

𝑟2
𝜆1Nu1(𝑇1 − 𝑇2),

Nu1 =

⎧⎨⎩ 2 + 0.106 Re12 Pr1/31 , Re12 ⩽ 200,

2.274 + 0.6 Re
2/3
12 Pr1/31 , Re12 > 200,

Re12 = 2𝑟𝜌∘1 |𝑢1 − 𝑢2| /𝜇1,

Pr1 = 𝑐𝑣𝛾1𝜇1/𝜆1,

где Re12, Nu1, Pr1 — числа Рейнольдса, Нуссельта и Прандтля; 𝐶𝜇, 𝜇1, 𝜆1, 𝑟 — коэффициент межфазного
трения, динамическая вязкость, коэффициент теплопроводности газа и радиус частицы.

Система уравнений двухскоростного движения бесстолкновительной газовзвеси (1) не является ги-
перболической. Вместе с тем, как показано в работе [20], для широкого класса задач эта система правильно
отражает физику процесса и постановка задачи Коши “условно корректна”.

Релаксационные свойства течений газовзвеси можно оценить числом Стокса

Stk =
1

72

𝜌∘2𝑟
2𝑢1

𝜇1 (1− 𝛼2)𝐿
,

где 𝑢1, 𝛼2 — скорость газа и объемная доля частиц в заданном сечении с характерным линейным масшта-
бом задачи 𝐿.
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В предельном случае Stk → 0 имеем равновесную модель газовзвеси гиперболического типа:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+
𝜕𝜌𝑢

𝜕𝑥
= 0,

𝜕𝜁2
𝜕𝑡

+ 𝑢
𝜕𝜁2
𝜕𝑥

= 0,

𝜕𝜌𝑢

𝜕𝑡
+
𝜕𝜌𝑢2

𝜕𝑥
+
𝜕𝑝

𝜕𝑥
= 0,

𝜕𝜌𝑒

𝜕𝑡
+
𝜕𝜌𝑢𝑒

𝜕𝑥
+
𝜕𝑝𝑢

𝜕𝑥
= 0.

(2)

Здесь приняты обозначения для смеси в целом: плотности 𝜌 = 𝜌1 + 𝜌2, массовой концентрации фаз 𝜁𝑖 =
𝜌𝑖/𝜌, скорости 𝑢 = 𝑢1 = 𝑢2, внутренней энергии единицы массы 𝑒 = 𝜁1𝑒1 + 𝜁2𝑒2.

Из теории квазилинейных гиперболических уравнений [21] следует, что в некоторой полосе 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑡0
задача Коши для системы (2) является корректно поставленной. Асимптотически (Stk → 0) точные ре-
шения задач распада разрыва с описанием тип волн, условий на разрывах приведены в [22] и будут
использованы ниже для сопоставлений с численными решениями.

3. Численная модель. В настоящей работе используется вариант CDP2-СC (Controlled Dissipative
Properties Centered-Centered) гибридного метода крупных частиц [13]. Для компактного представления
алгоритма запишем систему (1) в операторном виде с расщеплением по физическим процессам на пото-
ковые 𝐺 и градиентно-деформационные величины 𝐹 :

𝜕𝑞

𝜕𝑡
+
𝜕𝐺

𝜕𝑥
+𝐵

𝜕𝐹

𝜕𝑥
= 𝐻 (𝑞) ,

где
𝑞 = [𝜌1, 𝜌2, 𝜌1𝑢1, 𝜌2𝑢2, 𝜌2𝑒2, 𝜌1𝐸1 + 𝜌2𝐾2]

T
,

𝐺 =
[︀
𝜌1𝑢1, 𝜌2𝑢2, 𝜌1𝑢

2
1, 𝜌2𝑢

2
2, 𝜌2𝑒2𝑢2, 𝜌1𝐸1𝑢1 + 𝜌2𝐾2𝑢2

]︀T
,

𝐹 = [0, 0, 𝑝, 𝑝, 0, 𝑝(𝛼1𝑢1 + 𝛼2𝑢2)]
T
,

𝐻 = [0, 0,−𝐹𝜇, 𝐹𝜇, 𝑄𝑇 ,−𝑄𝑇 ]
T
,

𝐵 = diag [1, 1, 𝛼1, 𝛼2, 1, 1] .

Для перехода с временно́го слоя k на k+1 используется двухшаговый численный алгоритм предиктор-
корректор с расщеплением на каждом шаге на эйлеров и лагранжев этапы.

Шаг “предиктор”:
эйлеров этап

𝑞⟨0⟩
𝑛 −𝐻

(︁
𝑞⟨0⟩
𝑛

)︁
𝜏 = 𝑞𝑘

𝑛 −𝐵𝑘
𝑛

(︁
𝐹 𝑘
𝑛+1/2 − 𝐹 𝑘

𝑛−1/2

)︁
𝜏/ℎ, (3.1)

лагранжев этап
𝑞⟨1⟩
𝑛 = 𝑞⟨0⟩

𝑛 −
(︁
𝐺

⟨0⟩
𝑛+1/2 −𝐺

⟨0⟩
𝑛−1/2

)︁
𝜏/ℎ. (3.2)

Шаг “корректор”:
эйлеров этап

𝑞⟨2⟩
𝑛 −𝐻

(︁
𝑞⟨2⟩
𝑛

)︁
𝜏 = 0.5

(︁
𝑞𝑘
𝑛 + 𝑞⟨1⟩

𝑛

)︁
− 0.5

(︁
𝐹

⟨1⟩
𝑛+1/2 − 𝐹

⟨1⟩
𝑛−1/2

)︁
𝜏/ℎ, (4.1)

лагранжев этап
𝑞𝑘+1
𝑛 = 𝑞⟨2⟩

𝑛 − 0.5
(︁
𝐺

⟨2⟩
𝑛+1/2 −𝐺

⟨2⟩
𝑛−1/2

)︁
𝜏/ℎ. (4.2)

Здесь ℎ — размер ячейки с центром 𝑥𝑛 и гранями 𝑥𝑛±1/2 = 𝑥𝑛±ℎ/2, 𝑡𝑘 — временно́й слой, 𝜏 = 𝑡𝑘+1− 𝑡𝑘 —
шаг по времени.

Гибридный метод крупных частиц обладает высокой устойчивостью при решении жестких задач за
счет неявного учета источников (межфазных взаимодействий) в соотношениях (3.1), (3.2) и (4.1), (4.2).
Метод обеспечивает двухшаговую регуляризацию численного решения с нелинейной коррекцией числен-
ной вязкости на эйлеровом этапе и потоков на лагранжевом этапе [13].

https://road.issn.org/


ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ МЕТОДЫ И ПРОГРАММИРОВАНИЕ / NUMERICAL METHODS AND PROGRAMMING
2024, 25 (4), 441–452. doi 10.26089/NumMet.v25r433

445

Для нелинейной коррекции используем следующие ограничительные функции наклонов r и пара-
метра 𝑐 = 𝑢𝜏/ℎ:

UpWind (UW): 𝜓UW (𝑟) = 0,

Minmod (MM): 𝜓MM (𝑟) = max [min (𝑟, 1) , 0],

SuperB (SB): 𝜓SB (𝑟) = max [min (2𝑟, 1) ,min (𝑟, 2) , 0],

SuperC (SC): 𝜓SC (𝑟, 𝑐) =

⎧⎪⎨⎪⎩
min (2𝑟/ |𝑐| , 1) , 0 ⩽ 𝑟 ⩽ 1,

min (𝑟, 2/ (1− |𝑐|)) , 𝑟 > 1,

0, 𝑟 < 0.

Для удобства далее использовалось обозначение варианта схемы гибридного метода крупных ча-
стиц CDP2 (𝐿𝐼𝑀𝑓 , 𝐿𝐼𝑀𝑣), где 𝐿𝐼𝑀𝑓 , 𝐿𝐼𝑀𝑣 — ограничительные функции потоков и численной вязкости
соответственно. Все схемы с приведенными выше ограничительными функциями обеспечивают второй
суммарный порядок аппроксимации по пространству и времени 𝑂

(︀
ℎ2 + 𝜏2

)︀
на гладких решениях. Ис-

ключением является противопоточная схема (UW), имеющая первый порядок. Расчеты выполнялись на
пространственных равномерных сетках с числом Куранта CFL = 0.4.

4. Компьютерная реализация. Компьютерная реализация выполнена в свободной (лицензия GPL/
LGPL) кроссплатформенной интегрированной среде разработки Lazarus 2.2.6 на языке Object Pascal с ком-
пилятором FPC 3.2.2. Численный метод реализован в виде параллельных (многопоточных) вычислений с
общей памятью.

Программа предоставляет пользователю следующие возможности:
1) задавать или считывать из файла физические свойства, сеточные и схемные данные;
2) задавать или загружать из файла начальные и граничные условия;
3) выполнять параллельные вычисления в нескольких потоках;
4) выполнять графическое отображение текущих результатов и записывать их на диск в заданные

моменты времени;
5) устанавливать условие завершения программы по циклам или по времени.

Компьютерное приложение имеет развитый пользовательский интерфейс, позволяющий комфортно
проводить серийные расчеты. Программа носит достаточно универсальный характер и позволяет вы-
полнять высокопроизводительные расчеты динамики газа и неравновесной двухфазной среды в одно- и
двумерной плоской постановке, а также с цилиндрической и сферической симметрией.

5. Анализ диссипативных свойств численной модели. Существуют два подхода к анализу
спектрального поведения численных схем: использование аналитических инструментов, например разло-
жения Фурье, или расчетный метод путем выявления на тестовых задачах численных диссипативных
ошибок сглаживания разрывов и дисперсионных искажений решения в виде осцилляций. Для нелиней-
ной схемы невозможно получить точную аналитическую формулу спектральных соотношений [23]. В этом
случае используют линейные аналоги, замораживание нелинейных коэффициентов уравнений и другие
способы. Однако, как отмечается в [24], нелинейные особенности схем могут сильно отличаться от линей-
ных прогнозов.

В нашей работе диссипативные свойства гибридного метода крупных частиц изучаются непосред-
ственно с применением расчетного подхода на примере ряда задач волновой динамики газа и газовзвесей.
Компьютерное моделирование “чистой” газодинамики выполнялось в рамках двухскоростной модели (1)
при задании пренебрежимо малой концентрации частиц 𝛼2 = 10−10.

Рассмотрим классическую задачу Сода, имеющую точное решение. Начальные условия заданы в
виде безразмерных величин давления 𝑝, плотности 𝜌 и проекции скорости 𝑢 на ось 𝑥:

(𝑝, 𝜌, 𝑢)
𝑇
=

⎧⎨⎩ (1, 1, 0)
𝑇
, 0 ⩽ 𝑥 < 0.5,

(0.1, 0.125, 0)
𝑇
, 0.5 ⩽ 𝑥 ⩽ 1.

На левой и правой границах заданы мягкие краевые условия. Задача решалась до момента времени
0.25 на пространственной сетке с шагом 1/100.
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Рис. 1. Задача Сода. На рисунке обозначены: 1 — точное решение; 2 — численное решение CDP2 (UW, SB);
3 — численное решение CDP2 (MM, SB)

Fig. 1. Sod problem. The figure shows: 1 — exact solution; 2 — numerical solution CDP2 (UW, SB);
3 — numerical solution CDP2 (MM, SB)
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Рис. 2. Задача Сода (увеличенные фрагменты). На рисунке обозначены: 1 — точное решение;
2 — численное решение CDP2 (UW, SB); 3 — CDP2 (MM,MM); 4 — CDP2 (MM, SB); 5 — CDP2 (MM, SC)

Fig. 2. Sod problem (locally zoomed region). The figure shows: 1 — exact solution; 2 — numerical solution
CDP2 (UW, SB); 3 — CDP2 (MM, MM); 4 — CDP2 (MM, SB); 5 — CDP2 (MM, SC)

На рис. 1 представлены численные решения задачи Сода: схема CDP2 (MM, SB) второго порядка
𝑂
(︀
ℎ2 + 𝜏2

)︀
— тонкой сплошной кривой, а также CDP2 (UW, SB) с первым порядком по пространству и

вторым по времени 𝑂
(︀
ℎ+ 𝜏2

)︀
— пунктиром. Точное решение показано жирной сплошной линией.

В решении присутствуют два сильных разрыва (ударная волна и контактный разрыв) и два слабых
разрыва (фронт волны разрежения и ее сопряжение с зоной постоянного течения). Как видно из рис. 1,
схема первого порядка CDP2 (UW, SB) существенно сглаживает слабые разрывы в решении (10–20 яче-
ек). Известные схемы первого порядка, например Годунова, Рое [25] и различные модификации метода
крупных частиц [12], также обладают значительной численной диссипацией.

Исследуем влияние нелинейной коррекции гибридного метода крупных частиц на его диссипативные
свойства. На рис. 2 приведены сеточные решения при использовании различных ограничителей вязкости:
UW, MM, SB, SC и неизменного лимитера потоков MM. Степени сглаживания (в ячейках) особенностей
решения для указанных вариантов нелинейной коррекции схемы CDP2 сведены в табл. 1.

По критерию степени сглаживания разрывов гибридный метод крупных частиц с ограничителем
вязкости SC превосходит методы первого порядка [12, 25] в зонах ударной волны и контактной грани-
цы в 2–3 раза и на порядок при разрешении слабого разрыва (сопряжения волны разрежения и области
постоянного течения). А в сравнении с современными численными схемами высокой разрешающей спо-
собности, например [8, 23], тестируемый метод сопоставим по степени сглаживания разрывов, вместе с
тем обладая меньшей вычислительной трудоемкостью и семантической сложностью.
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Таблица 1. Степень сглаживания разрывов решения с различными ограничителемя вязкости

Table 1. Degree of smoothing of solution discontinuities with different viscosity limiters

Особенности решения
Features of the solution

UW 𝑂(ℎ) MM 𝑂(ℎ2) SB 𝑂(ℎ2) SC 𝑂(ℎ2)

ударная волна
shock wave

3–4 2–3 2–3 1–2

слабый разрыв
weak gap

10–12 4–5 1–2 0.5–1

контактный разрыв
contact gap

20–24 8–9 8–9 8–9
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Рис. 3. Задача Сода с отражением от стенки. Численное решение CDP2 (MM, SB)

Fig. 3. Sod problem with wall reflection. Numerical solution CDP2 (MM, SB)

Модифицируем задачу Сода, изменив правые граничные условия на условия непротекания (стен-
ка). Увеличим время решения задачи до 0.38, чтобы ударная волна после распада начального разрыва
отразилась от стенки.

Для базового и некоторых модификаций метода крупных частиц в работе [12] отмечены замет-
ные дисперсионные ошибки (осцилляции) расчетной ударной волны после взаимодействия с непроница-
емой границей. Предложенная авторами [12] модификация метода подавляет осцилляции за счет повы-
шения схемной диссипации — ширина сглаживания фронта отраженной ударной волны увеличивается
до 5–6 ячеек. Численные профили относительных газодинамических параметров, полученные по схеме
CDP2 (MM, SB) на сетке с шагом 1/200, представлены на рис. 3. Возникающие начальные колебания
газодинамических параметров после взаимодействия падающей ударной волны со стенкой практически
полностью затухают через несколько шагов по времени. Ширина сеточного фронта отраженной ударной
волны составляет 2–3 ячейки.

Решение следующей задачи направлено на проверку работоспособности гибридного метода крупных
частиц для случаев распада произвольного разрыва в газе или газовзвеси с малым начальным отноше-
нием давлений

(︀
𝑝(1) − 𝑝(0)

)︀
/𝑝(0) = 0.1 (здесь и далее верхними индексами 1 и 0 помечены начальные

термодинамические параметры слева и справа от разрыва).
В начальный момент времени заданы следующие параметры газа и частиц из работы [26]: 𝑝(1) = 0.11;

𝑝(0) = 0.1 МПа; 𝜌∘(1)1 = 1.404; 𝜌∘(0)1 = 1.276 кг/м3; 𝑢(1)𝑖 = 𝑢
(0)
𝑖 = 0 ; 𝛾1 = 1.4 (воздух); 𝛼(1)

2 = 𝛼
(0)
2 = 0.0005

в случае газовзвеси или 10−10 — чистого газа; 𝜌∘2 = 2500 кг/м3. Диаметр дисперсных частиц варьиро-
вался и приведен ниже. Размер расчетной области: 0 < 𝑥 < 𝐿, 𝐿 = 10 м. Слева и справа поставлены
граничные условия свободного стока. Расчеты выполнены на равномерной пространственной сетке, со-
держащей 500 ячеек.

В работе [26] приведены данные расчетов динамики идеального газа и равновесной газовзвеси, по-
лученные методом Мак-Кормака с нелинейной коррекцией Музафарова–Утюжникова, в сопоставлении с
аналитическими решениями. Расхождение 25% автор объясняет диссипацией численного решения.
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Рис. 4. Задача распада разрыва в газе с малым начальным отношением давлений.
На рисунке обозначены: 1 — точное решение; 2 — численное решение CDP2 (MM, SB)

Fig. 4. Riemann problem in a gas with a small initial pressure ratio.
The figure shows: 1 — exact solution; 2 — numerical solution CDP2 (MM, SB)
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Рис. 5. Задача распада разрыва в газовзвеси с малым начальным отношением давлений. На рисунке обозначены:
1 — точное решение; 2, 3, 4 — численные решения CDP2 (MM, SB) для 𝑑 = 0.1, 2, 20 мкм соответственно;

4g — скорость газа; 4d — скорость частиц

Fig. 5. Riemann problem in a gas suspension with a small initial pressure ratio. The figure shows:
1 — exact solution; 2, 3, 4 — numerical solutions CDP2 (MM, SB) for 𝑑 = 0.1, 2, 20 𝜇m accordingly;

4g — gas velocity; 4d — particles velocity

Решение поставленной задачи гибридным методом крупных частиц для случая чистого газа (𝛼(1)
2 =

𝛼
(0)
2 = 10−10 ) представлены на рис. 4. Численное решение хорошо воспроизводит точное. Относительная

ошибка скорости газа в зоне постоянного течения (𝑥/𝐿 = 0.5) составляет 0.0138%.
Расчеты распада начального разрыва в газовзвеси (𝛼(1)

2 = 𝛼
(0)
2 = 0.0005 ) в неравновесной форму-

лировке (1) выполнены для следующих размеров частиц: 𝑑 = 0.1; 2; 20 мкм, соответствующих числам
Стокса по параметрам в сечении 𝑥/𝐿 = 0.5: Stk = 2.7 · 10−7; 1.1 · 10−4; 1.1 · 10−2. Результаты показаны на
рис. 5. Аналитические решения получены по асимптотически (Stk → 0) точным соотношениям [22].

Для малых чисел Стокса (Stk < 10−4) течение газовзвеси почти равновесное: расчетные профили
параметров (рис. 5, кривые 2 и 3) графически совпадают с точными (рис. 5, кривые 1). Относительная
ошибка скорости дисперсной фазы с размером частиц 𝑑 =2 мкм в зоне постоянного течения (𝑥/𝐿 = 0.5)
составляет 0.0025%.

При увеличении размеров частиц эффекты неравновесности (различие термодинамических парамет-
ров и скоростей фаз) и, как следствие, пространственные зоны релаксаций фаз становятся существенными
(рис. 5, кривые 4, 4g, 4d). При этом профили параметров на границах зоны релаксации приближаются
к равновесным. Так, отличие расчетной скорости частиц диаметром 𝑑 =20 мкм (Stk = 1.1 · 10−2) в точке
𝑥/𝐿 = 0.5 от асимптотического значения составляет 0.372%.
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Из рис. 5 видно, что скорость распространения возмущений в газовзвеси в области волны разре-
жения и сжатия существенно зависит от числа Стокса. В равновесном течении (Stk < 10−4) наблю-
дается наименьшая скорость распространения возмущений (рис. 5, кривые 2), которая увеличивается с
ростом Stk (рис. 5, кривые 4).

6. Заключение. Выполнен анализ диссипативных свойств предложенного ранее варианта гибрид-
ного метода крупных частиц второго порядка аппроксимации по пространству и времени для задач дина-
мики газа и газовзвеси. Спектральное поведение метода изучено численно на примерах тестовых задач:
задачи Сода и ее модификации с отражением ударной волны от стенки, а также задачи распада разрыва
в среде с малым начальным отношением давлений.

Продемонстрированы малая численная диссипативность схемы, которая сопоставима с современны-
ми численными методами высокой разрешающей способности. При этом метод обладает меньшей вычис-
лительной трудоемкостью и меньшей семантической сложностью.

Численно установлено, что скорость распространения возмущений в газовзвеси существенно зависит
от числа Стокса. В равновесном течении наблюдается наименьшая скорость распространения возмущений,
которая увеличивается с ростом числа Стокса.

Кратко описана программная реализация параллельных (многопоточных) вычислений, которая поз-
воляет выполнять производительные расчеты с целью управления и оптимизации параметров протекаю-
щих процессов в технических приложениях.
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