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Аннотация: Многие задачи физики, механики и других наук связаны с решением краевых
задач для дифференциальных уравнений дробного порядка. Найти точные решения данных
задач чрезвычайно сложно, и в этом случае приходится искать приближенные решения. В
настоящей работе предлагается математический метод приближенного решения краевой зада-
чи для дифференциальных уравнений дробного порядка. Для производных дробного поряд-
ка мы используем определение подчиненной производной дробного порядка. Мы используем
модель нейронной сети прямого распространения с одним скрытым слоем. Обучение модели
осуществляется в режиме с учителем, при этом для оптимизации функции ошибки и коррек-
ции параметров нейронной сети применяется алгоритм обратного распространения ошибки.
Для иллюстрации нашего метода была разработана компьютерная программа для проведения
экспериментов, в которых полученные результаты сравниваются с аналитическими расчетами.
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Abstract: Many problems in physics, mechanics and other sciences are related to solving boundary
value problems for fractional differential equations. Finding exact solutions to these problems is
very difficult, and in this case, we have to look for approximate solutions. This paper proposes a
mathematical method for approximate solving of a boundary value problems for fractional differential
equations. For fractional derivatives we use the definition of a conformable fractional derivative. We
use a feedforward neural network model with one hidden layer. The model is trained in a supervised
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learning mode using the backpropagation algorithm to optimize the error function and update the
neural network parameters. To illustrate our method, a computer program was developed to conduct
experiments in which the obtained results are compared with analytical solutions.
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1. Введение. Использование нейронных сетей для поиска решений дифференциальных уравнений
дробного порядка является новой и необходимой областью исследований. Эти уравнения часто встреча-
ются во многих областях науки: они возникают при описании динамических явлений в физике [1, 2], в
теории электромагнитных волн [3], в биологии [4, 5], в экономике [6] и других науках [7, 8]. В частно-
сти, при изучении вязкоупругих явлений в средах возникают различные дифференциальные уравнения
дробного порядка, например, такие как в моделях Скотта Блэра, Фойхта, Максвелла, Кельвина, Зенера.
Существует множество работ, в которых представлены методы решения подобных дифференциальных
уравнений [9–12].

В последние годы появилось много публикаций в которых нейронные сети используются для ре-
шения дифференциальных уравнений дробного порядка [13–17]. В работе [18] применялись нейронные
сети и метод оптимизации Broyden–Fletcher–Goldfarb–Shanno (BFGS) для решения линейных и нелиней-
ных дифференциальных уравнений. В работе [19] был исследован метод искусственной нейронной сети
для решения дифференциальных уравнений дробного порядка с заданными начальными условиями. При
этом приближенное решение было получено путем объединения начального условия с выходом нейронной
сети. В статье [20] искусственные нейронные сети применялись для решения дробных линейных интегро-
дифференциальных уравнений высшего порядка с условиями вида 𝑦(𝑥1) = 𝛽0, 𝑦′(𝑥2) = 𝛽1, где 𝑦(𝑥) —
неизвестная функция, 𝑥1 и 𝑥2 — граничные точки. В статье [17] дифференциальное уравнение дробно-
го порядка решалось с использованием нейронной сети с граничными условиями 𝑦(0) = 𝐴, 𝑦(𝑥2) = 𝐵.
В данной работе мы решаем задачу в общем случае с граничными условиями вида 𝑦(𝑥1) = 𝐴, 𝑦(𝑥2) = 𝐵.

Во втором разделе этой работы мы даем основные определения. В разделе 3 мы предлагаем прибли-
женный вид решения и представляем метод решения задачи с использованием нейронной сети с прямой
связью. В разделе 4 мы иллюстрируем работоспособность/эффективность нашего метода на примере
конкретных задач, а затем сравниваем полученные приближенные решения с точными аналитическими
решениями. В заключении описаны основные результаты работы.

2. Предварительные сведения. В этом разделе мы дадим основные определения и теоремы, свя-
занные с производными дробного порядка, которые будут использоваться в этой статье.

Определение. Подчиненной производной дробного порядка 𝛼 ∈ (0, 1] функции 𝑓 : [0,∞) → 𝑅

называется предел

𝑇𝛼 (𝑓 (𝑡)) = lim
𝜀→0

𝑓
(︀
𝑡+ 𝜀𝑡1−𝛼

)︀
− 𝑓(𝑡)

𝜀
(1)

для всех 𝑡 > 0 [9]. Функцию 𝑓 в таком случае будем называть 𝛼-дифференцируемой.
Справедлива следующая теорема 1 [9]:

Теорема 1. Пусть 𝛼 ∈ (0, 1], а функции 𝑓 и 𝑔 дифференцируемы в точке 𝑡 > 0. Тогда
1) 𝑇𝛼 (𝑡𝑝) = 𝑝𝑡𝑝−𝛼 при 𝑝 ∈ 𝑅;

2) для всех постоянных функций 𝐶 выполняется 𝑇𝛼(𝐶) = 0;
3) 𝑇𝛼 (𝑎𝑓 + 𝑏𝑔) = 𝑎𝑇𝛼 (𝑓) + 𝑏𝑇𝛼 (𝑔) ;

4) 𝑇𝛼

(︂
𝑓

𝑔

)︂
=

𝑔𝑇𝛼 (𝑓)− 𝑓𝑇𝛼 (𝑔)

𝑔2
;
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5) 𝑇𝛼 (𝑓𝑔) = 𝑓𝑇𝛼 (𝑔) + 𝑔𝑇𝛼 (𝑓) ;

6) 𝑇𝛼

(︀
𝑓(𝑡)

)︀
= 𝑡1−𝛼 𝑑𝑓(𝑡)

𝑑𝑡
;

7) 𝑇𝛼

(︀
𝑒𝑏𝑡

)︀
= 𝑏𝑡1−𝛼𝑒𝑏𝑡 при 𝑏 ∈ 𝑅;

8) 𝑇𝛼 (sin 𝑏𝑡) = 𝑏𝑡1−𝛼 cos 𝑏𝑡 при 𝑏 ∈ 𝑅;

9) 𝑇𝛼 (cos 𝑏𝑡) = −𝑏𝑡1−𝛼 sin 𝑏𝑡 при 𝑏 ∈ 𝑅;

10) 𝑇𝛼

(︂
1

𝛼
𝑡𝛼
)︂

= 1.

3. Описание метода. В этом разделе мы предлагаем математический метод для нахождения при-
ближенного решения дифференциальных уравнений дробного порядка с краевыми условиями при помощи
нейронных сетей.

3.1. Основная идея. Приближенное решение 𝑦NN(𝑥,Ω) находится в виде суммы двух функций 𝑔(𝑥)

и ℎ(𝑥,NN(𝑥,Ω)), то есть 𝑦NN(𝑥,Ω) = 𝑔(𝑥)+ℎ(𝑥,NN(𝑥,Ω)), где 𝑔(𝑥) не содержит параметров нейронной сети
и выбирается так, чтобы выполнялось начальное либо граничное условие, NN(𝑥,Ω) — выход нейронной
сети, множество параметров Ω которой (веса и смещения) в ходе обучения нейросети настраивается так,
чтобы средний квадрат невязки на области определения стремился к нулю. Таким образом, построенная
функция удовлетворяет граничным условиям. Остается лишь настроить параметры нейронной сети так,
чтобы функция 𝑦NN(𝑥,Ω) как можно лучше удовлетворяла дифференциальному уравнению на области
определения, то есть чтобы максимальная норма невязки бы как можно ближе к нулю.

3.2. Описание задач и методов. Для иллюстрации метода рассмотрим дифференциальное урав-
нение дробного порядка вида:

(𝐷𝛼𝑦(𝑥)) = 𝑓(𝑥, 𝑦), 𝑥 ∈ [𝑥0, 𝑥1], 0 < 𝛼 ⩽ 1 (2)

с граничными условиями 𝑦(𝑥0) = 𝐴 и 𝑦(𝑥1) = 𝐵. Приближенное решение может быть записано в следую-
щем виде:

𝑦NN(𝑥,Ω) = 𝐴
(𝑥1 − 𝑥)

(𝑥1 − 𝑥0)
+𝐵

(𝑥− 𝑥0)

(𝑥1 − 𝑥0)
+

(𝑥1 − 𝑥)

(𝑥1 − 𝑥0)

(𝑥− 𝑥0)

(𝑥1 − 𝑥0)
NN(𝑥,Ω). (3)

Здесь

𝑔(𝑥) = 𝐴
(𝑥1 − 𝑥)

(𝑥1 − 𝑥0)
+𝐵

(𝑥− 𝑥0)

(𝑥1 − 𝑥0)
, ℎ(𝑥,NN(𝑥,Ω)) =

(𝑥1 − 𝑥)

(𝑥1 − 𝑥0)

(𝑥− 𝑥0)

(𝑥1 − 𝑥0)
NN(𝑥,Ω).

При этом очевидно, что формула (3) удовлетворяет граничным условиям.
Функция ошибки 𝐸(𝑥,Ω) определяется следующим образом:

𝐸(𝑥,Ω) =
1

𝑁

∑︁
𝑖

(︁
𝐷𝛼𝑦NN(𝑥𝑖,Ω)− 𝑓

(︀
𝑥𝑖, 𝑦NN(𝑥𝑖,Ω)

)︀)︁2

. (4)

𝑥 NN(𝑥,Ω)

входной
слой

input layer

скрытый
слой

hidden layer

выходной
слой

output layer

Рис. 1. Структура нейронной сети

Fig. 1. Neural network structure

Существует множество способов минимизации функции
ошибки. В этой статье используется метод обратного рас-
пространения ошибки. Ниже демонстрируется как оптими-
зировать функцию ошибки (4) и как вычислить дробную
производную 𝐷𝛼𝑦NN(𝑥,Ω).

3.3. Архитектура нейронной сети. На рис. 1 изоб-
ражена структура нейронной сети. Пусть 𝑥 — значение, по-
данное на вход. Оно же будет значением функции актива-
ции в первом слое.

Пусть 𝑎𝑙𝑗(𝑧
𝑙
𝑗) — значение функции активации 𝑗-го

нейрона в 𝑙-м слое. Значение 𝑧𝑙𝑗 равно выражению 𝑧𝑙𝑗 =∑︁
𝑘

𝑤𝑙
𝑗𝑘𝑎

𝑙−1
𝑘 + 𝑏𝑙𝑗 , где 𝑎𝑙−1

𝑘 — значение функции активации

𝑘-го нейрона в (𝑙− 1)-м слое. Значения 𝑤𝑙
𝑗𝑘 и 𝑏𝑙𝑗 — парамет-

ры весов и смещений в 𝑙-м слое. Они настраиваются в ходе
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обучения нейронной сети. Входом считается значение 𝑥 ∈ 𝑅, а выходом является величина

NN(𝑥,Ω) =

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑤𝑁
𝑗 𝑎𝑁𝑗 (𝑧𝑁−1

𝑗 ). (5)

В данном исследовании количество скрытых слоев равно 1. На вход нейросетевой функции подается
значение 𝑥 ∈ 𝑅, на выходе получается NN(𝑥) ∈ 𝑅. В качестве функции активации внутреннего слоя взят
гиперболический тангенс, а в качестве алгоритма оптимизации использовался алгоритм Adam [21].

3.4. Вычисление градиентов и обновление весов. В этой статье мы использовали метод обу-
чения в режиме с учителем, а для обновления параметров применялся метод градиентного спуска. Для
обновления параметров нейронной сети и минимизации функции ошибки использовался алгоритм обрат-
ного распространения ошибки.

Обновление весов между скрытым слоем и выходным слоем осуществлялось при помощи следующей
формулы:

𝑣𝑘+1
𝑗 = 𝑣𝑘𝑗 +∆𝑣𝑘𝑗 = 𝑣𝑘𝑗 − 𝜂

𝜕𝐸(𝑥,Ω)𝑘

𝜕𝑣𝑘𝑗
, (6)

а обновление весов между входным слоем и скрытым слоем — при помощи следующей формулы:

𝑤𝑘+1
𝑗 = 𝑤𝑘

𝑗 +∆𝑤𝑘
𝑗 = 𝑤𝑘

𝑗 − 𝜂
𝜕𝐸(𝑥,Ω)𝑘

𝜕𝑤𝑘
𝑗

. (7)

Здесь 𝜂 — скорость обучения, 𝑘 — номер итерации, используемый для обновления весов, а 𝐸(𝑥,Ω) —
функция ошибки. Для минимизации функции ошибки нам необходимо вычислить дифференциал этой
функции или, другими словами, вычислить частную производную функции ошибки по параметрам.

Согласно теореме 1 выход нейронной сети рассчитывается следующим образом:

𝐷𝛼
𝑥 (NN(𝑥,Ω)) = 𝑤𝑗𝑣𝑗𝑥

1−𝛼𝜙′(𝑧𝑗), (8)

здесь 𝑧𝑗 = 𝑤𝑗𝑥+ 𝑏𝑗 , 𝜙 — функция активации.
Пусть 𝑈 = 𝐷𝛼

𝑥 (NN(𝑥,Ω)). Тогда получаем следующие частные производные:

𝜕𝑈

𝜕𝑤𝑗
= 𝑣𝑗𝑥

1−𝛼
(︀
𝜙′(𝑧𝑗) + 𝑤𝑗𝑥𝜙

′′(𝑧𝑗)
)︀
, (9)

𝜕𝑈

𝜕𝑣𝑗
= 𝑤𝑗𝑥

1−𝛼𝜙′(𝑧𝑗), (10)

𝜕𝑈

𝜕𝑏𝑗
= 𝑣𝑗𝑤𝑗𝑥

1−𝛼𝜙′′(𝑧𝑗). (11)

В итоге, используя выражение (3), находим производную дробного порядка:

𝐷𝛼𝑦NN (𝑥,Ω) = (𝐵 −𝐴)
𝑥1−𝛼

(𝑥1 − 𝑥0)
+

𝑥1

(𝑥1 − 𝑥0)
2𝑥

1−𝛼NN (𝑥,Ω)

+
𝑥1

(𝑥1 − 𝑥0)
2𝑥

2−𝛼NN ′ (𝑥,Ω)− 𝑥0𝑥1

(𝑥1 − 𝑥0)
2𝑥

1−𝛼NN ′ (𝑥,Ω)

− 2
𝑥2−𝛼

(𝑥1 − 𝑥0)
2NN (𝑥,Ω)− 𝑥3−𝛼

(𝑥1 − 𝑥0)
2NN ′ (𝑥,Ω)

+
𝑥0

(𝑥1 − 𝑥0)
2𝑥

1−𝛼NN (𝑥,Ω) +
𝑥0

(𝑥1 − 𝑥0)
2𝑥

2−𝛼NN ′ (𝑥,Ω) . (12)

4. Вычислительный эксперимент. В этом разделе мы продемонстрируем работу наших методов
на конкретных примерах. Также используем наш метод для приближенного решения задачи Дирихле, где
граничные условия произвольны. Для разработки программы использовалась библиотека глубокого обу-
чения PyTorch, после чего были проведены серии экспериментов. Мы используем нейронную сеть с одним
скрытым слоем. Алгоритм обратного распространения ошибки используется для оптимизации функции
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ошибки и обновления параметров. В качестве функции активации для скрытого слоя нейронной сети
берется гиперболический тангенс 𝜑(𝑥) = tanh(𝑥). Программа тестируется на компьютере с процессором
13th Gen Intel(R) Core i7-13700 (24 ядра), тактовой частотой 2,1 ГГц и оперативной памятью 16384 МБ.

Эксперимент 1. Рассмотрим следующее дифференциальное уравнение дробного порядка

𝐷0.75
𝑥 𝑦(𝑥)− 𝑥1/4𝑦(𝑥) = 𝑥1/4𝑒𝑥 cos𝑥, 0 ⩽ 𝑥 ⩽

𝜋

2
(13)

с граничными условиями 𝑦(0) = 0, 𝑦
(︁𝜋
2

)︁
= 𝑒𝜋/2.

Это уравнение имеет аналитическое решение 𝑦(𝑥) = 𝑒𝑥 sin𝑥.

Используя формулу (3), находим следующее выражение для приближенного решения, полученного
с помощью нейронной сети:

𝑦NN(𝑥,Ω) =
2𝑥

𝜋

(︂
𝑒𝜋/2 +

𝜋 − 2𝑥

𝜋
NN(𝑥,Ω)

)︂
.

Мы обучаем сеть на десяти точках из интервала
[︂
0;

𝜋

2

]︂
. Архитектура сети включает один скрытый

слой с десятью нейронами. Обучение выполняется в течение 20 эпох. Скорость обучения 𝜂 = 0.1. Раз-
личие и невязка между аналитическим решением и приближенным решением, полученным при помощи
нейронной сети, показаны на рис. 2, 3. Время выполнения составляет около 2.1 с.

0
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4

𝑦

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 𝑥

приближенное решение
approximate solution
аналитическое решение
analytical solution

Рис. 2. Сравнение поведения аналитического и
приближенного решений

Fig. 2. Comparison of the behavior of analytical
and approximate solutions
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Рис. 3. Невязка 𝜉 между аналитическим и
приближенным решением уравнения (13)

Fig. 3. Residual error 𝜉 between the analytical
and approximate solutions of equation (13)

Эксперимент 2. Рассмотрим следующее дифференциальное уравнение задачи Дирихле

𝑦′′(𝑥)− 𝑥2𝑦(𝑥) +𝐷0.5
𝑥 𝑦(𝑥) = −

(︂
𝜋2

4
+ 𝑥2

)︂
cos

(︂
𝜋𝑥

2

)︂
− 𝜋

2

√
𝑥 sin

(︂
𝜋𝑥

2

)︂
,

1

2
⩽ 𝑥 ⩽ 2 (14)

с граничными условиями 𝑦

(︂
1

2

)︂
=

√
2

2
, 𝑦(2) = −1.

Это уравнение имеет аналитическое решение 𝑦(𝑥) = cos
(︁𝜋𝑥

2

)︁
.

Выражение для приближенного решения уравнения (14), найденного при помощи нейронной сети,
выглядит следующим образом:

𝑦NN(𝑥,Ω) =

√
2(2− 𝑥)

3
+

2𝑥− 1

3
+

2(2− 𝑥)(2𝑥− 1)

9
NN(𝑥,Ω).

Мы обучаем нейронную сеть на двадцати точках из области
[︂
1

2
; 2

]︂
. Архитектура сети включает

один скрытый слой с десятью нейронами. Обучение выполняется в течение 20 эпох. Скорость обучения

https://road.issn.org/


250 ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ МЕТОДЫ И ПРОГРАММИРОВАНИЕ / NUMERICAL METHODS AND PROGRAMMING
2025, 26 (3), 245–253. doi 10.26089/NumMet.v26r317

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

𝜉, ×10−5

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00 𝑥

Рис. 4. Невязка 𝜉 между аналитическим и приближенным решением уравнения (14)

Fig. 4. Residual error 𝜉 between the analytical and approximate solutions of equation (14)

𝜂 = 0.1. Невязка между аналитическим решением и приближенным решением, полученным при помощи
нейронной сети, показана на рис. 4. Время выполнения составляет около 2.21 с.

Эксперимент 3: Теперь рассмотрим следующее дифференциальное уравнение дробного порядка:

𝐷0.75
𝑥 𝑦(𝑥) = 2𝑥0.25(1− 2 sin2 𝑥),

𝜋

4
⩽ 𝑥 ⩽ 𝜋 (15)

с граничными условиями 𝑦
(︁𝜋
4

)︁
= 1, 𝑦(𝜋) = 0.

Это уравнение имеет аналитическое решение 𝑦(𝑥) = sin 2𝑥.

Выражение для приближенного решения уравнения (15), найденного при помощи нейронной сети,
выглядит следующим образом:

𝑦NN(𝑥,Ω) =
4(𝜋 − 𝑥)

3𝜋

(︂
1 +

(4𝑥− 𝜋)

3𝜋
NN(𝑥,Ω)

)︂
.
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Рис. 5. Невязка 𝜉 между аналитическим и
приближенным решением уравнения (15) при
использовании нейронной сети с 5 нейронами

в скрытом слое

Fig. 5. Residual error 𝜉 between the analytical and
approximate solutions of equation (15) when using a
neural network with 5 neurons in the hidden layer
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Рис. 6. Невязка 𝜉 между аналитическим и
приближенным решением уравнения (15) при
использовании нейронной сети с 10 нейронами

в скрытом слое

Fig. 6. Residual error 𝜉 between the analytical and
approximate solutions of equation (15) when using a
neural network with 10 neurons in the hidden layer
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Мы обучаем сеть на двадцати точках из области
[︂
𝜋

4
; 𝜋

]︂
. Архитектура сети включает один скры-

тый слой с пятью и десятью нейронами. Обучение выполняется в течение 30 эпох. Скорость обучения
𝜂 = 0.1. Невязка между аналитическим решением и приближенным решением, полученным при помощи
нейронной сети, показана на рис. 5, 6. Время выполнения составляет около 2.41 с.

Из полученных изображений видно, что наш метод очень хорошо аппроксимирует решения диф-
ференциальных уравнений дробного порядка. При использовании нейронных сетей для решения диффе-
ренциальных уравнений часто возникают трудности с определением количества скрытых слоев, числа
нейронов в каждом скрытом слое, скорости обучения и т.д. В данной статье выбор параметров был про-
веден экспериментально, а их конкретные значения обсуждаются ниже.

5. Заключение. При использовании нейронных сетей для решения дифференциальных уравнений
дробного порядка основная сложность состоит в том, как построить формулу приближенного решения, а
также в том, как вычислить производные дробного порядка для функции ошибки. В данной работе мы
предлагаем математический метод для решения краевой задачи в общем виде. Для этого мы используем
понятие подчиненной производной дробного порядка, которое позволяет преобразовать дробную произ-
водную в целочисленную. Нами были проведены эксперименты с разной скоростью обучения, а также с
разными эпохами и количеством нейронов в скрытом слое. Результаты предложенного метода сравнива-
ются с результатами аналитических расчетов. На основании полученных результатов мы делаем следую-
щий вывод: метод сходится уже после 10–15 итераций, приближенные решения хорошо аппроксимируют
точные решения (ошибки не превосходят 10−7–10−4), метод требует малого времени выполнения и неболь-
шого количества нейронов (около 10 нейронов). Результаты экспериментов показывают, что предлагаемый
нами метод эффективно работает, является простым и имеет высокую вычислительную эффективность.
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