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Аннотация: При решении современных задач математического моделирования широко приме-
няется динамическая адаптация расчетной сетки. Особенности реализации численных методов
при динамической адаптации требуют соблюдения определенных соотношений между линей-
ными размерами смежных элементов, которые называются структурным критерием. Струк-
турный критерий позволяет формировать буферный слой ячеек между областями, чей уровень
измельчения отличается более чем вдвое. В работе рассматривается алгоритм формирования
буферного слоя ячеек в листовой модели адаптации расчетной сетки, реализованный на рас-
пределенной вычислительной системе. Получены оценки алгоритмической сложности и эф-
фективности алгоритма на распределенной вычислительной системе. Эксперименты показали
возможность алгоритма формировать буферный слой в областях сложной формы, однако при
этом его слабую масштабируемость с ростом числа процессов.
Ключевые слова: MPI, распределенные вычисления, octreemesh, AMR, буферный слой.
Благодарности: Вычисления проводились с помощью гибридного суперкомпьютера K60, уста-
новленного в Суперкомпьютерном Центре коллективного пользования ИПМ имени М. В. Кел-
дыша РАН.
Для цитирования: Григорьев С.К., Кучугов П.А. Алгоритм применения структурного крите-
рия адаптации для решения задач с использованием динамически адаптивных сеток // Вычис-
лительные методы и программирование. 2025. 26, № 4. 410–421. doi 10.26089/NumMet.v26r427.

© С. К. Григорьев, П. А. Кучугов

https://road.issn.org/
https://orcid.org/0009-0005-2012-6609
mailto:sergejgri@gmail.com
https://orcid.org/0000-0003-3240-2963
mailto:pkuchugov@gmail.com
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/legalcode


ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ МЕТОДЫ И ПРОГРАММИРОВАНИЕ / NUMERICAL METHODS AND PROGRAMMING
2025, 26 (4), 410–421. doi 10.26089/NumMet.v26r427

411

Algorithm for applying the structural adaptation criterion to
solve problems using adaptive mesh refinement

Sergey K. Grigoriev
Keldysh Institute of Applied Mathematics of RAS, Moscow, Russia

ORCID: 0009-0005-2012-6609, e-mail: sergejgri@gmail.com

Pavel A. Kuchugov
Keldysh Institute of Applied Mathematics of RAS, Moscow, Russia

ORCID: 0000-0003-3240-2963, e-mail: pkuchugov@gmail.com

Abstract: Adaptive mesh refinement (AMR) is widely used in solving modern mathematical
modeling problems. The specifics of the implementation of numerical methods for AMR require
compliance with certain ratios between the linear sizes of adjacent elements, which are called the
structural criterion. Structural criterion allows creation of buffer layer of cells between regions, which
cell division level difference is greater than two. In this paper we discuss the algorithm for buffer layer
generation for tree-based adaptive mesh refinement on distributed computational system. Estimates
of the algorithmic complexity and efficiency of the algorithm on distributed computational system
are obtained. Experiments have shown the possibility of algorithm for forming a buffer layer in areas
of complex shape, but at the same time its poor scalability with an increasing number of processes.
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1. Введение. При решении современных прикладных задач часто приходится иметь дело с мно-
гомасштабными нестационарными физическими процессами. Динамическая адаптация является одним
из способов повышения точности решения при сохранении доступной вычислительной стоимости. Разли-
чают два вида адаптации: P-уточнение (P-refinement), состоящее в повышении порядка аппроксимации
при сохранении подробности сетки, и H-уточнение (H-refinement), состоящее в измельчении расчетной
сетки вокруг особенности исследуемой функции. В рамках работы рассматривается один из вариантов H-
уточнения, адаптивное измельчение сетки (AMR). Различные прикладные пакеты реализуют технологию
динамической адаптации разными методами. Такие пакеты, как Chombo [1, 2], SAMRAI [3, 4], AMReX [5],
используют блочную модель адаптации, предложенную в [6]. Особенностью этого подхода является из-
мельчение сетки блоками, каждый из которых представляет собой небольшую регулярную сетку. Другие
пакеты, такие как p4est, t8code, OpenFoam [7–9], используют листовую модель адаптации. Этот подход
сопряжен с необходимостью обработки каждого сеточного элемента отдельно, что приводит к значитель-
ному увеличению накладных расходов на выполнение операции адаптации, однако позволяет сократить
количество сеточных элементов, участвующих в расчете.

Особенности реализации численных методов на динамически адаптивных сетках накладывают до-
полнительные ограничения на структуру сетки, например в работе [10] описана сложность построения
аппроксимации на границе уровней измельчения.

Операция динамической адаптации в листовой модели является затратной по вычислительным ре-
сурсам: время, затрачиваемое на адаптацию, достигает 10% от общего времени выполнения расчета [8].
Для сокращения общего времени счета операция адаптации выполняется не на каждом шаге расчета, а
через некоторые априори заданные интервалы. Чтобы обеспечить нахождение особенности исследуемой
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функции в области максимального измельчения расчетной сетки, измельчение осуществляется не толь-
ко в области выполнения функционального критерия адаптации, но и на некотором заранее заданном
расстоянии от нее, формируя буферный слой ячеек максимального уровня измельчения между областью
выполнения функционального критерия и областями более грубой сетки, а также между ячейками раз-
личных уровней измельчения. В [9] описан алгоритм построения такого слоя, основанный на выставлении
целевого уровня измельчения для каждой ячейки.

В работе подробно рассматривается реализация алгоритма построения буферного слоя ячеек для
листовой модели динамической адаптации на распределенной вычислительной системе. Алгоритм предпо-
лагает построение буферного слоя итеративным обходом сеточных элементов, начиная с границы области,
размеченной функциональным критерием для измельчения.

В разделе 2 приводятся основные определения, используемые в работе. В разделах 3 и 4 приводятся
последовательный и параллельные варианты алгоритма соответственно. В разделе 5 описаны особенно-
сти выполнения алгоритма на различных сетках на распределенной вычислительной системе. В разделе 6
приводятся оценки алгоритмической сложности алгоритма. Раздел 7 содержит описание модельной фи-
зической задачи, на которой проводилось исследование алгоритма. В разделе 8 приведены результаты
численного моделирования.

2. Определения. Для дальнейшего изложения введем некоторые ключевые понятия, необходимые
для описания работы с адаптивными сетками.

Здесь и далее будем полагать, что прямоугольная расчетная область аппроксимирована регулярной
декартовой сеткой размером 𝑁1 ×𝑁2 ×𝑁3 элементов. Для определенности положим 𝑁1 ⩾ 𝑁2 ⩾ 𝑁3, 𝑁 —
общее количество ячеек сетки. Максимальный уровень измельчения обозначим 𝑑𝑙max, уровень измельчения
ячейки сетки обозначим 𝑑𝑙c, 0 ⩽ 𝑑𝑙c ⩽ 𝑑𝑙max.

При распараллеливании положим 𝑝 — количество MPI-процессов, 𝑛𝑖 — количество элементов домена,
принадлежащего процессу с номером 𝑖.

Под смежностью ячеек сетки понимается наличие у двух ячеек сетки хотя бы одного общего эле-
мента: вершины, ребра, грани.

Функциональный критерий определяет необходимость измельчения/огрубления ячейки сетки на ос-
новании значений сеточных функций, обозначим его 𝑓c. Под выполнением критерия будем понимать
ситуацию, при которой функциональный критерий определил необходимость измельчения ячейки сетки.

Структурный критерий отвечает за формирование буферного слоя и определяет, какие ячейки,
для которых не выполнился функциональный критерий, также необходимо измельчить. Ширина поло-

сы структурного критерия обозначается 𝑙struct. Для удобства введем величину 𝑙st =

⌈︂
𝑙struct

2

⌉︂
. Значение

структурного критерия в ячейке 𝑐 обозначается 𝑙𝑐 и определяется на границе областей, которым согласно
функциональному критерию требуется измельчение. Будем для определенности полагать, что 𝑙𝑐 > 0 озна-
чает необходимость измельчения ячейки, иначе — необходимость огрубления. Перед началом выполнения
алгоритма 𝑙𝑐 = 0 во всех ячейках сетки.

Операции, выполняемые при адаптации, — дробление и огрубление (слияние). Дробление — разде-
ление сеточного элемента на несколько элементов меньшего размера, а огрубление — обратная операция.

Будем называть нераздробленные ячейки листовыми, а раздробленные — нелистовыми (родитель-
скими) соответственно.

За один вызов операции адаптации возможно изменение сеточных элементов не более чем на один
уровень.

Для определенности в качестве библиотеки декомпозиции расчетной сетки во время балансировки
нагрузки используется пакет ParMETIS [11].

3. Алгоритм применения структурного критерия. Согласно определению, приведенному в раз-
деле 2, структурный критерий при динамической адаптации отвечает за изменение (измельчение или
огрубление) сеточных элементов, в которых не выполнился функциональный критерий.

Структурный критерий формируется во всех ячейках сетки. Отправной точкой выполнения алго-
ритма является список ячеек максимального на момент адаптации уровня измельчения, для которых
хотя бы в одной смежной ячейке выполнился функциональный критерий. Для листовых ячеек, в которых
функциональный критерий 𝑓c = 1 определил необходимость измельчения (или 𝑓c = 0, т.е. отсутствие
необходимости изменений), значение структурного критерия 𝑙𝑐 = 1, если 𝑑𝑙c = 𝑑𝑙max, или 𝑙𝑐 = 𝑙st + 1 во
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всех остальных случаях. Значение структурного критерия вычисляется по формуле 𝑙𝑐 = 𝑙nb−1 и присваи-
вается ячейке, если 𝑙nb−𝑙𝑐 > 1, где 𝑙nb — максимальное значение структурного критерия по всем смежным
элементам. Добавляя в список всех соседей рассмотренной ячейки и удаляя ее саму, на каждом шаге по-
лучается разметить все ячейки одного уровня измельчения. Обход ячеек сетки по уровням измельчения,
начиная с самой подробной сетки, с применением описанного выше алгоритма позволяет разметить все
необходимые для измельчения ячейки. Алгоритм завершает работу в тот момент, когда 𝑙𝑐 = 1, 𝑙nb = 0,
ячейка имеет минимальный уровень измельчения.

a)

b)

c)

d)

Рис. 1. Структура сетки с разделением по уровням
измельчения (подробное описание в разделе 3):

a) структура сетки до преобразований; b) листовые
ячейки деревьев с ячейками максимального уровня

измельчения; c) ячейки первого уровня измельчения;
d) ячейки регулярной сетки

Fig. 1. Mesh structure divided by refinement levels
(detailed description in section 3): a) mesh structure of

leaf elements; b) leaf cells of trees with cells of the
maximum refinement level; c) cells of the first

refinement level; d) cells of a regular mesh

Для нелистовых элементов выполняется допол-
нительная операция получения значения структурно-
го критерия на основе листовых элементов. Если зна-
чение структурного критерия хотя бы в одном из по-
томков не равно 0, то ищется значение 𝑙max 𝑐 — мак-
симальное значение величины 𝑙𝑐 среди всех потомков

ячейки, тогда 𝑙𝑐 = 𝑙st +

⌈︂
𝑙max 𝑐

2

⌉︂
.

Рассмотрим применение структурного критерия
на примере. На рис. 1 a показана вся сетка (зна-
чение 𝑙struct = 2), сплошным цветом выделена об-
ласть, в которой выполнился функциональный крите-
рий. В этих ячейках значение структурного критерия
𝑙𝑐 = 1. Для ячеек максимального уровня измельче-
ния (рис. 1 b) алгоритм выполняет однократный об-
ход сеточных элементов и останавливается, так как
выполнено условие остановки. На следующем шаге
выполняется рассмотрение ячеек предыдущего уров-
ня (рис. 1 c). Сначала для родительских ячеек, в ли-
стьях которых 𝑙𝑐 > 0 (отмечены левой штриховкой),
определяется значение структурного критерия, в них
𝑙𝑐 = 2. На основании этих ячеек формируется следую-
щий слой ячеек, в которых таким же образом выпол-
няется разметка (отмечены правой штриховкой). По-
сле завершения процедуры для ячеек первого уровня
алгоритм повторно применяется для ячеек начальной
регулярной сетки (рис. 1 d). В ячейках, отмеченных
гексаэдральной штриховкой, значение 𝑙𝑐 = 3. После
разметки регулярной сетки алгоритм завершает вы-
полнение.

Алгоритм справедлив для случая, когда за одну операцию адаптации изменение уровня измельчения
элементов сетки производится не более чем на единицу.

4. Последовательная реализация структурного критерия. Реализация структурного крите-
рия подразумевает выполнение двух операций: продвижения волны на одну ячейку и обход сеточных
элементов.

Перед началом выполнения алгоритма формируется массив массивов nbs, содержащий все ячейки,
смежные с рассматриваемой. Размер внешнего массива составляет 27 элементов (все возможные направ-
ления смежности для гексаэдральной ячейки, включая ее саму), внутренние массивы содержат от одного
до четырех элементов, содержащих ссылки на листовые ячейки. В качестве входных данных алгоритм
принимает номер текущего сеточного элемента c, ссылку на структуру nbs и ссылку на сеточную струк-
туру msh.

Реализация алгоритма S определения значения 𝑙𝑐 в сеточном элементе на языке C++ представлена
в листинге 1. Принадлежность ячейки nb расчетной области проверяется в функции check_correct_nb.
Эта же функция производит сравнение уровней измельчения сетки.

Рассмотренный выше алгоритм позволяет применить структурный критерий в рамках одной ячейки
сетки. Для каждой из смежных ячеек структурный критерий устанавливается равным значению струк-
турного критерия в текущей ячейке, уменьшенным на единицу, но не менее 0.
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Листинг 1. Алгоритм применения структурного критерия в рамках одной ячейки (алгоритм S)
Listing 1. Algorithm for applying the structural criterion within a single cell (algorithm S)

1 // Traverse all cells adjacent to the current one
2 for(int i = 0; i < n_nb; i++)
3 {
4 // Checking for the existence of a neighboring cell
5 if(nbs[i][0] < 0)
6 continue;
7 // If the current cell is on the boundary of refinement levels ,
8 // perform a call to the parent of adjacent cells
9 if(nbs[i].size() > 1)

10 nb = msh.getcell(nbs[i][0]). getparent ();
11 else
12 nb = nbs[i][0];
13
14 // Checking the belonging of an adjacent cell to the calculation domain and
15 // the equality of the grinding levels
16 if(! check_correct_nb(c, nb, msh))
17 continue;
18
19 l_nb = msh.getcell(nb). get_l_range ();
20
21 // Condition for completion of the wave passage
22 if((! msh.getcell(nb). get_div_level ()) \
23 && (l_c == 1) \
24 && (l_nb == 0))
25 continue;
26
27 // Application of structural priming
28 if(l_nb < l_c)
29 {
30 msh.getcell(nb). set_l_range(l_c - 1);
31 if(!msh.getcell(nb). ifmarked ())
32 {
33 msh.getcell(nb).mark ();
34 divlevel_bnd.push_back(nb);
35 }
36 }
37 }

Выполнение структурного критерия начинается с ячеек, в которых выполнился функциональный
критерий, и обладающих хотя бы одной смежной ячейкой, в которой не выполнился функциональный
критерий. Из этих ячеек формируется список dl_l_bnd.

Перед выполнением алгоритма все сеточные элементы получают значение структурного критерия:
1) 𝑙𝑐 = 0, если в ячейке не выполнился функциональный критерий;
2) 𝑙𝑐 = 1 для ячеек максимального уровня измельчения, в которых 𝑓c ⩾ 0;
3) 𝑙𝑐 = 𝑙st + 1 в листовых ячейках, в которых 𝑓c ⩾ 0 и 𝑑𝑙c < 𝑑𝑙max.

Описанный в предыдущем разделе алгоритм применения структурного критерия в рамках одной ячейки
обрабатывает только ячейки одного уровня измельчения. Здесь и далее под получением соседей ячейки
будем понимать всегда получение ячеек того же или меньшего уровней измельчения, что и рассматрива-
емая ячейка.

Один шаг прохождения волны структурного критерия состоит из двух этапов:
• На подготовительном этапе выполняется проход по всем ячейкам и из множества ячеек, для которых

не выполнился функциональный критерий, выбираются такие, для которых существует хотя бы
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одна смежная ячейка, отмеченная функциональным критерием к измельчению; выбранные ячейки
помещаются в список dl_l_bnd.

• Во время обхода ко всем элементам dl_l_bnd применяется алгоритм S. При формировании струк-
туры nbs на границе уровней измельчения, если смежная листовая ячейка имеет уровень дробления
меньший, чем у текущей, то она не рассматривается. В противном случае берется значение структур-
ного критерия из родительской ячейки, породившей смежную листовую. Алгоритм выполняется для
каждого уровня измельчения последовательно, начиная с ячеек наибольшего уровня измельчения.

Выполнение алгоритма продолжается до тех пор, пока список dl_l_bnd содержит хотя бы один
элемент. Реализация на языке C++ алгоритма обхода C представлена в листинге 2.

В силу того, что значение 𝑙𝑐 в рамках обхода ячеек (цикл while в листинге 2) может только умень-
шаться и строго ограничено значениями 𝑙struct и 0 сверху и снизу соответственно, алгоритм выполняется
за конечное время. Количество ячеек в списке dl_l_bnd варьируется от 0 до некоторого 𝑀 < 𝑁 . Коли-
чество итераций выполнения алгоритма зависит от 𝑙struct и от максимального уровня измельчения 𝑑𝑙max.
Количество вызовов алгоритма составляет 𝑙st(𝑑𝑙max + 1) + 1. Первый этап алгоритма выполняется за
один проход по сетке, вычислительная сложность этапа составляет 𝑂(𝑁). Второй этап состоит в одно-
кратном проходе по списку dl_l_bnd, и его алгоритмическая сложность составляет 𝑂(𝑀). Общее коли-
чество операций, необходимых для выполнения алгоритма, составляет 𝑁 + 𝑀 , вычислительная слож-
ность 𝑂(𝑁).

Алгоритм структурного критерия обходит область всегда полностью, в том числе когда в результате
обхода перестроение сетки не потребуется. Алгоритм не выполнятся только в случае, если никакая ячейка
не была отмечена функциональным критерием.

Следует отметить, что величина 𝑀 существенно зависит от геометрии адаптируемой области и может
достигать 96.3% от общего количества сеточных элементов в вырожденном случае.

Листинг 2. Алгоритм прохождения волны структурного критерия (алгоритм C)
Listing 2. Algorithm of passing the wave of the structural criterion (algorithm C)

1 // Cycle through the levels of refinement , starting with the most detailed grid
2 for(int i = max_div_level; i >= 0; i--)
3 {
4 // Determining the value of a structural criterion in parent elements
5 // based on information from leaves
6 for(int j = 0; j < n_parent[i]; j++)
7 set_l_parent(prnt[i][j], msh);
8
9 // Formation of the wave front of the structural criterion

10 form_wave(i, dl_l_bnd , msh);
11
12 while(dl_l_bnd.size ())
13 {
14 cellNumber c = dl_l_bnd.front ();
15
16 // Cycle termination condition
17 if(msh.getcell(c). get_l_range () == 0)
18 {
19 dl_l_bnd.pop_front ();
20 continue;
21 }
22
23 msh.get_nb(c, nbs);
24 l_to_cell(c, nbs , dl_l_bnd , msh);
25 dl_l_bnd.pop_front ();
26 }
27 }
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5. Реализация алгоритма на распределенной вычислительной системе. Выполнение вы-
шеописанного алгоритма на распределенной вычислительной системе затруднено в силу невозможности
априорного определения областей, размечаемых для измельчения, без привязки к конкретной задаче.

1

2
ℎdomain

Рис. 2. Пример вырожденного случая

Fig. 2. Example of a degenerate case

На рис. 2 представлен еще один вариант вырож-
денного случая. Залитая цветом область соответствует
области выполнения функционального критерия. Ве-
личина ℎdomain — ширина в ячейках домена 2 процесса
в конкретном месте. В случае если 𝑙struct > ℎdomain, для
корректной разметки доменов функциональным крите-
рием потребуется как минимум три итерации глобаль-
ных обменов:

1) после разметки первого процесса до границы со
вторым процессом;

2) разметка второго процесса в показанной области,
в том числе до границы с первым процессом;

3) повторная разметка первого процесса.
Описанный выше алгоритм C применим в рамках

одного домена. Количество ячеек, которые необходимо
измельчить для соблюдения условия структурного критерия, может превышать ширину полей обменов
между MPI-процессами (рис. 2). Следовательно, необходимо реализовать переход волны структурного
критерия между MPI-процессами.

Получение значений 𝑙𝑐 для фиктивных ячеек, использующихся при межпроцессных обменах, сопря-
жено с необходимостью выполнения операции обмена данными между MPI-процессами.

Очередность MPI-обменов может влиять на их количество, необходимое для завершения разметки
ячеек сетки структурным критерием. Рассмотрим следующий простой пример. Пусть некоторая сетка
разбита на три домена между тремя MPI-процессами. Между ними будет выполнено два независимых
попарных обмена: между процессами с номерами 0 и 1, 1 и 2. В такой последовательности обменов меж-
ду процессами 0 и 2 не будет. Пусть функциональный критерий выполнился для некоторых ячеек на
MPI-процессе 2. Тогда за одну операцию обмена волна структурного критерия сможет попасть только на
процесс 1, но не сможет попасть на процесс 0. Следовательно, для полного прохождения волны структур-
ного критерия по всей сетке потребуются две глобальные операции обмена.

В силу того, что волна структурного критерия может проходить по разным процессам независимо,
необходима операция проверки завершения прохождения волны. Количество операций будет зависеть
от попадания в область фиктивных ячеек элементов, инцидентных по узлу и ребру. Таким образом,
вычислительная сложность алгоритма зависит от декомпозиции на домены и ширины слоя фиктивных
ячеек, при этом общее количество операций глобальных обменов данными не может быть меньше двух.

Параллельная реализация алгоритма состоит из трех этапов:
1. Описанный в предыдущем разделе алгоритм применяется к каждому домену в отдельности, при

этом виртуальные ячейки не учитываются при разметке критерием;
2. Операция глобального обмена данными обновляет значения структурного критерия в фиктивных

ячейках, формируется новый список dl_l_bnd на основании этих элементов;
3. Выполняется операция глобального обмена информацией о наличии изменений в значениях струк-

турного критерия. Если значение структурного критерия не изменялось ни в одной ячейке сетки,
алгоритм завершается.

6. Алгоритмическая сложность. Рассмотрим следующий предельный случай: разбиение сетки,
когда никакие две смежные ячейки не принадлежат одному MPI-процессу. Тогда за одну итерацию вол-
на продвинется на одну ячейку по грани, ребру и узлу, после чего возникнет необходимость операции
глобального обмена данными. Количество обменов, требуемое для завершения выполнения алгоритма в
таком случае оказывается 𝑂(max(𝑁1, 𝑝)).

Вторым предельным случаем станет разбиение сетки на домены так, что каждый процесс обмени-
вается только с двумя процессами: процесс с номером 𝑖 обменивается только с процессами 𝑖 + 1 и 𝑖 − 1.
Волна структурного критерия распространяется с процесса 0 и требует разметки всей сетки. В таком
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случае для полной разметки сетки потребуется 𝑂(𝑛𝑖 × 𝑝) операций, количество обменов будет составлять
𝑂(𝑝), а сама операция разметки фактически будет выполнятся последовательно.

На практике количество сеточных элементов, размечаемых структурным критерием, оказывается
меньше размера сетки и составляет порядка 10% от общего числа элементов. Часть алгоритмов разби-
ения на домены стараются сохранить области односвязными (например, [11, 12]). При использовании
таких подходов количество итераций выполнения не превышает 2–3. В силу того, что волна формиро-
вания буферного слоя элементов будет проходить по некоторым конфигурациям разбиения на домены
последовательно, время выполнения будет зависеть от геометрии доменов.

7. Вычислительный эксперимент. Для демонстрации работы алгоритма в качестве модельной
рассматривается задача о взаимодействии ударной волны с вихрем (shock-vortex interaction, SVI), поста-
новка задачи взята из [13].

Базовая физико-математическая модель, использующаяся для моделирования обозначенной выше
задачи, определяется системой уравнений Эйлера для сжимаемого нетеплопроводного газа:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕

𝜕𝑡
𝜌+

𝜕

𝜕𝑥𝑖
(𝜌𝑣𝑖) = 0,

𝜕

𝜕𝑡
(𝜌𝑣𝑖) +

𝜕

𝜕𝑥𝑗
(𝜌𝑣𝑖𝑣𝑗 + 𝑝𝛿𝑖𝑗) = 0,

𝜕

𝜕𝑡
(𝜌𝐸) +

𝜕

𝜕𝑥𝑖
(𝜌𝑣𝑖𝐸 + 𝑝𝑣𝑖) = 0,

𝑝 = 𝑝 (𝜌, 𝜀) ,

(1)

где 𝐸 = 𝜀 +
1

2
𝑣𝑘𝑣𝑘 — полная удельная энергия, 𝜀 — удельная внутренняя энергия, 𝑝 — давление, 𝜌 —

плотность, 𝑣𝑖 — компоненты скорости.
Задача решается в системе отсчета, связанной с фронтом ударной волны, т.е. фронт ударной волны

остается неподвижным, испытывая небольшие колебания в результате прохождения через него вихря. На
левой границе задаются условия сверхзвукового втекающего потока, на правой — дозвукового вытекаю-
щего потока.

Адаптация выполнялась до максимального уровня измельчения 𝑙max = 2, базовая сетка имела раз-
мерность 200 × 100 × 4 ячеек, результирующий размер сетки достигал значения 873715 ячеек. Расчет
псевдодвумерный, некоторое количество ячеек вдоль оси 𝑧 обусловлено особенностями работы библио-
теки для работы с трехмерным AMR octreemesh. Ширина полосы структурного критерия 𝑙struct = 4,
адаптация выполнялась каждые 20 шагов по времени.

Функциональный критерий был определен как характерный масштаб изменения плотности 𝐿𝜌 =(︀
|∇ ln 𝜌|

)︀−1, для которого использовались пороговые значения 𝐿th,1
𝜌 = 0.1 и 𝐿th,2

𝜌 = 1. При 𝐿𝜌 < 𝐿th,1
𝜌

ячейки помечались для измельчения (𝑓c = 1), при 𝐿𝜌 > 𝐿th,2
𝜌 — для объединения (𝑓c = 0). При промежу-

точных значениях текущий уровень измельчения не менялся.
Для численного решения системы уравнений (1) используется схема второго порядка аппроксима-

ции по времени и по пространству. Для повышения порядка аппроксимации по пространству используется
TVD-схема [14] с линейной интерполяцией вектора физических переменных на грани ячеек. Поток через
грани ячеек вычисляется в соответствии с приближенным решением задачи о распаде разрыва [15]. Чис-
ленное интегрирование по времени осуществляется схемой “предиктор–корректор”.

8. Результаты. Численное моделирование выполнялось с использованием 20 MPI-процессов на од-
ном узле на вычислительном кластере К-60 [16].

На рис. 3 показано состояние сетки в момент перед столкновением вихря и ударной волны. Структур-
ный критерий отработал таким образом, что между фронтом волны и границей вихря сначала возникает
область ячеек первого уровня измельчения, а после, как показано на рис. 4, полностью заполняется ячей-
ками максимального уровня измельчения.

В процессе развития неустойчивости функциональный критерий начинает выполняться в различ-
ных зонах расчетной области. На момент завершения расчета (рис. 5) можно видеть достаточно сложные
структуры, образовавшиеся за фронтом ударной волны и вокруг вихря. Видно, что предложенный алго-
ритм реализации структурного критерия позволяет строить буферный слой ячеек в подобных случаях.

https://road.issn.org/


418 ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ МЕТОДЫ И ПРОГРАММИРОВАНИЕ / NUMERICAL METHODS AND PROGRAMMING
2025, 26 (4), 410–421. doi 10.26089/NumMet.v26r427

Рис. 3. Структура сетки перед столкновением вихря и ударной волны

Fig. 3. Mesh structure before the collision of a vortex and a shock wave

Рис. 4. Структура сетки в момент столкновения

Fig. 4. Mesh structure in the moment of collision

Рис. 5. Структура сетки в конце расчета

Fig. 5. Mesh structure at the end of calculation
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Рис. 6. Зависимость ускорения от числа MPI-процессов

Fig. 6. Dependence of acceleration on the number of MPI processes

Расчет проводился до 𝑡 = 0.5, максимальное количество глобальных обменов при разметке струк-
турным критерием составило 3.

Время выполнения алгоритма на рассматриваемой сетке не превышало 2.39 с в последовательном
случае, 0.78 с на 20 MPI-процессах. На рис. 6 показана зависимость ускорения алгоритма от числа MPI-
процессов. Время выполнения обусловлено количеством сеточных элементов, размечаемых структурным
критерием. Плохая масштабируемость алгоритма обусловлена тем, что декомпозиция сетки на домены не
учитывает количество элементов, размечаемых структурным критерием на каждом MPI-процессе.

9. Заключение. В библиотеках динамической адаптации расчетной сетки для уменьшения ошибок
дискретизации между различными уровнями измельчения строится буферный слой. Ширина буферного
слоя зависит от конкретного численного метода.

Рассмотренный алгоритм позволяет формировать буферный слой ячеек в областях достаточно слож-
ной геометрической формы. Недостатком алгоритма является его слабая масштабируемость.

Разметка выполняется с учетом области выполнения функционального критерия последовательным
обходом сеточных элементов. Начиная с самой подробной сетки, каждый соседний элемент отмечается
значением 𝑙𝑐 на единицу меньшим, чем текущий, если значение структурного критерия в соседнем эле-
менте меньше, чем в текущем более чем на 1, вплоть до 𝑙𝑐 = 0. Алгоритм завершается, когда оказывается
размечена наиболее грубая сетка.

В последовательном случае оценка вычислительной сложности последовательного алгоритма состав-
ляет 𝑂(𝑁1). При распараллеливании количество сеансов глобальных обменов в худшем случае max(𝑁1, 𝑝).
Показано, что на количество сеансов глобальных обменов данными влияет очередность обменов данными
и геометрические особенности доменов.

Рассмотренные алгоритмы реализованы на языке С++ в пакете работы с динамически адаптивными
сетками octreemesh, для балансировки нагрузки использовался пакет ParMETIS [11].

Для апробации алгоритма было выполнено численное моделирование задачи о взаимодействии удар-
ной волны с вихрем (SVI). При расчете количество сеансов глобального обмена данными не превышало 3
для 20 MPI-процессов на сетке размером 106 элементов. Небольшое количество обменов связано со свой-
ствами алгоритмов декомпозиции сеток. Максимальное ускорение, которого удалось достичь, было трех-
кратным, время выполнения составляло 0.78 с.
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