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Аннотация: В статье представлен параллельный алгоритм для численного моделирования
двухфазных потоков в цифровых изображениях горных пород. Основу алгоритма составляют
метод фазового поля и конечно-разностный подход, включающий решение уравнения Пуассона
методом сопряженных градиентов со спектральным предобуславливателем. Для параллели-
зации алгоритма применяются метод декомпозиции расчетной области и технологии CUDA
и MPI. Представленный алгоритм используется для расчета относительных фазовых прони-
цаемостей методом установившегося режима фильтрации для нефти и воды, нефти и CO2

в сверхкритической форме. На основе рассчитанных двухфазных проницаемостей проводит-
ся построение тернарных диаграмм относительной проницаемости для трехфазной системы с
использованием моделей Стоуна I, Стоуна II и Бейкера. Проводится обоснование выбора пара-
метров жидкостей для двухфазного моделирования.
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in digital rock images. The algorithm is based on the phase-field method and the finite-difference
approach, which includes solving the Poisson equation using conjugate gradients with a spectral
preconditioner. The domain decomposition method and CUDA and MPI technologies are used to
parallelize the algorithm. The algorithm is applied to calculate the relative phase permeabilities
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1. Введение. Относительная проницаемость является величиной, характеризующей то, насколько
легко одна жидкость может протекать сквозь пористую среду в присутствии других жидкостей. Необхо-
димость расчета этой величины связана с тем, что углеводородный коллектор может содержать нефть,
воду и газ в своем поровом пространстве. Использование вторичных методов нефтедобычи после заводне-
ния приводит к тому, что в поровом пространстве появляются и другие жидкости. Одним из возможных
способов интенсификации добычи нефти в сильнозаводненных резервуарах является закачка CO2 в сверх-
критическом состоянии. Закачка CO2 также способствует решению задачи улавливания и хранения угле-
рода, в связи с чем увеличивается и значимость оценки относительных фазовых проницаемостей: помимо
обеспечения оптимального режима нефтедобычи, необходимо достичь максимальной иммобилизации CO2

в коллекторе, а также обеспечить целостность хранилища.
Одним из лабораторных способов определения двухфазных относительных проницаемостей явля-

ется метод установившегося режима фильтрации. В этом эксперименте обе жидкости закачиваются од-
новременно. Для определения относительной проницаемости измеряются расход и перепад давления. На
основе этих данных рассчитывается относительная и эффективная проницаемость. Затем скорость закач-
ки изменяется для получения нового набора значений. Время, необходимое для того, чтобы для каждой
скорости закачки достичь установившегося режима, составляет от нескольких часов до нескольких дней в
зависимости от абсолютной проницаемости [1]. Аналогичный подход может быть использован для оценки
трехфазных проницаемостей [2]. Однако наличие третьей фазы значительно увеличивает время и слож-
ность экспериментов, поэтому трехфазные проницаемости рассчитываются на основе двухфазных [3–5].
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Целью данной работы является разработка численной методики оценки трехфазных относительных
проницаемостей по микротомографическим изображениям горной породы. Для моделирования двухфаз-
ных потоков на масштабе пор используется метод конечных разностей [6, 7] совместно с методом фазового
поля [8–10]. Выбор такой комбинации методов обусловлен следующими причинами:

1) граница раздела сегментированных цифровых изображений горных пород естественным образом
переносится на прямоугольную конечно-разностную сетку [11, 12];

2) использование прямоугольных конечно-разностных сеток значительно упрощает эффективную па-
раллельную реализацию алгоритма, основанную на технологии CUDA;

3) метод фазового поля позволяет корректно учесть углы смачивания жидкостей [13], что является
важнейшим условием для физичного заполнения пор.
В рассматриваемой постановке горная порода считается мономинеральной без включений с нераз-

решенной пористостью. Такое упрощение позволяет единым образом задать углы смачивания, а также
проводить расчет потока в поровом пространстве путем решения уравнения Стокса, без совместного ре-
шения уравнения Дарси или использования уравнения Навье–Стокса–Бринкмана [14]. Такой подход не
всегда отражает действительную структуру образца керна, но поскольку моделирование проводится на
масштабе нескольких сотен микрометров, возможно выбрать область, в которой это предположение близ-
ко к истине. В противном случае необходимо использование многомасштабных моделей.

Предложенный подход основывается на совместном решении уравнений Стокса и Кана–Хиллиар-
да [8, 15–17]. Система уравнений разбивается по физическим процессам. Решение уравнения Стокса про-
водится на основе явной аппроксимации по времени в сочетании с проекционным методом [18, 19]. Для
решения уравнения Пуассона используется метод сопряженных градиентов со спектральным предобуслав-
ливателем [20]. Для уравнения Кана–Хиллиарда также используется явная конечно-разностная схема:
диффузионный член аппроксимируется центральными разностями второго порядка, а для аппроксима-
ции адвекционного используется противопоточная схема [21]. Программная реализация распараллелена
для одного GPU с использованием технологии CUDA и для случая нескольких GPU с использованием
CUDA и MPI.

Работа организована следующим образом: в разделе 2 представлена дифференциальная постанов-
ка задачи, в разделе 3 описан численный метод, а его программная реализация описана в разделе 4.
В разделе 5 обоснован выбор параметров трехфазной системы, а в разделе 6 представлены результаты
двухфазного моделирования и построенные по ним оценки трехфазных проницаемостей.

2. Постановка задачи. Рассмотрим трехмерную область Ω = [0, 𝑋1] × [0, 𝑋2] × [0, 𝑋3], где 𝑋1, 𝑋2,

𝑋3 — размер цифрового изображения горной породы по направлениям 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 (рис. 1). Воксели сегмен-
тированного цифрового изображения принимают два значения: 0 (поры) или 1 (порода). Такое разделение
делит область Ω на две подобласти Ωp (поровое пространство) и Ωr (матрица породы), где Ω = Ωp ∪ Ωr,
а Ωp∩Ωr = Γ — граница между поровым пространством и матрицей породы. Предполагается, что экспери-

Γin Γ
Γout

𝜃 180∘ − 𝜃

a) b)

Рис. 1. Иллюстрация граничных условий: a) зеленым и оранжевым обозначены входная и выходная границы;
b) на границе раздела породы и порового пространства задано условие на угол смачивания

Fig. 1. Illustration of boundary conditions: a) the inlet and outlet boundaries are highlighted in green and orange;
b) the wetting angle condition is set at the interface between the rock and the pore space
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мент проводится в непроницаемой трубке, поэтому все воксели на границах области Ω в направлении 𝑥2 и
𝑥3 имеют значение 1. Следовательно, граничные условия на этих границах Ω совпадают с условиями на Γ.
Границы 𝑥1 = 0 и 𝑥1 = 𝑋1 остаются открытыми и обозначаются Γin и Γout. В поровом пространстве опре-
делен параметр фазового поля 𝜙 ∈ [0, 1]. Этот параметр задает долю одного из флюидов. Соответственно,
1− 𝜙 — доля другого флюида.

Эволюция пространственного распределения жидкостей определяется уравнением Кана–Хиллиарда:

𝜕𝜙

𝜕𝑡
+ 𝑢 · ∇𝜙 = ∇ ·

(︀
𝑀(𝜙)∇𝜇

)︀
,

𝜇 = 𝐹 ′(𝜙)− 𝜖2∆𝜙,
(1)

где 𝑀(𝜙) — коэффициент мобильности, 𝜖 — параметр, определяющий ширину границы раздела фаз,
𝐹 (𝜙) = 𝜙2(1 − 𝜙)2 — потенциал свободной энергии однородной системы. Вектор 𝑢 — вектор скорости
потока, который определяется из уравнения Стокса:

𝜌(𝜙)
𝜕𝑢

𝜕𝑡
= −∇𝑝+ 2∇ ·

(︀
𝜈(𝜙)𝜀(𝑢)

)︀
+ 𝐹 ,

∇ · 𝑢 = 0,
(2)

где 𝜌(𝜙) — плотность жидкости, 𝜈(𝜙) — вязкость жидкости, 𝜀(𝑢) — тензор скоростей деформаций, 𝑝 —
давление. Вектор 𝐹 обозначает внешние силы, включая силу поверхностного натяжения:

𝐹𝑠 = −6
√
2

𝜖
𝜇∇𝜙.

На границе Γ накладывается условие прилипания на скорость 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) = 0 и условие Неймана

на давление
𝜕𝑝

𝜕𝑛
= 0. Для нормальной компоненты вектора скорости 𝑢1 задается условие Дирихле на

границе Γin и условие Неймана на границе Γin, а для касательных компонент 𝑢2, 𝑢3 условие Дирихле
задается как на входной, так и на выходной границе:

𝑢1 = 𝑢in, 𝑥 ∈ Γin,

𝜕𝑢1

𝜕𝑥1
= 0, 𝑥 ∈ Γout,

𝑢2 = 0, 𝑥 ∈ Γin ∪ Γout,

𝑢3 = 0, 𝑥 ∈ Γin ∪ Γout.

На границе Γin для давления 𝑝 задается условие Неймана, а на границе Γout — условие Дирихле:

𝜕𝑝

𝜕𝑛
= 0, 𝑥 ∈ Γin,

𝑝 = 0, 𝑥 ∈ Γout.

Такая постановка граничного условия для давления позволяет получить единственное решение, а также
приводит к невырожденной задаче при решении уравнения Пуассона.

Граничными условиями для уравнения Кана–Хиллиарда являются:

∇𝜙 · 𝑛 = −
√
2

𝜖
(𝜙2 − 𝜙) cos 𝜃, 𝑥 ∈ Γ,

𝜙 = 𝜙in(𝑥), 𝑥 ∈ Γin,

∇𝜙 · 𝑛 = 0, 𝑥 ∈ Γout,

∇𝜇 · 𝑛 = 0, 𝑥 ∈ Γ ∪ Γin ∪ Γout.

(3)

Первое условие в (3) определяет угол смачивания 𝜃. Второе условие определяет соотношение закачивае-
мых жидкостей.
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3. Численные методы.

3.1. Конечно-разностная схема. Для решения системы уравнений (1), (2) используется проекци-
онная схема на сдвинутых сетках, где переменные 𝑝, 𝜇, 𝜙 относятся к целочисленным узлам, а переменные
𝑢1, 𝑢2, 𝑢3 относятся к узлам с одной полуцелой координатой.

Явная по времени аппроксимация шага предиктора для уравнения Стокса:

𝜌
(︀
𝐴2

1[𝜙]𝑖+1/2𝑗𝑘

)︀ (𝑢1)
𝑛+1/2
𝑖+1/2𝑗𝑘 − (𝑢1)

𝑛
𝑖+1/2𝑗𝑘

𝜏ns
= 2

3∑︁
𝑚=1

𝐷1
𝑚

[︀
𝜈(𝜙)𝜀1𝑚

]︀𝑛
𝑖+1/2𝑗𝑘

+ 𝐹1,

𝜌
(︀
𝐴2

2[𝜙]𝑖𝑗+1/2𝑘

)︀ (𝑢2)
𝑛+1/2
𝑖𝑗+1/2𝑘 − (𝑢2)

𝑛
𝑖𝑗+1/2𝑘

𝜏ns
= 2

3∑︁
𝑚=1

𝐷1
𝑚

[︀
𝜈(𝜙)𝜀2𝑚

]︀𝑛
𝑖𝑗+1/2𝑘

+ 𝐹2,

𝜌
(︀
𝐴2

3[𝜙]𝑖𝑗𝑘+1/2

)︀ (𝑢3)
𝑛+1/2
𝑖𝑗𝑘+1/2 − (𝑢3)

𝑛
𝑖𝑗𝑘+1/2

𝜏ns
= 2

3∑︁
𝑚=1

𝐷1
𝑚

[︀
𝜈(𝜙)𝜀3𝑚

]︀𝑛
𝑖𝑗𝑘+1/2

+ 𝐹3,

где диффузионный член аппроксимируется как(︀
𝜈(𝜙)𝜀𝑛11

)︀𝑛
𝑖𝑗𝑘

= 𝜈(𝜙𝑖𝑗𝑘)𝐷
1
1[𝑢1]

𝑛,(︀
𝜈(𝜙)𝜀𝑛22

)︀𝑛
𝑖𝑗𝑘

= 𝜈(𝜙𝑖𝑗𝑘)𝐷
1
2[𝑢2]

𝑛,(︀
𝜈(𝜙)𝜀𝑛22

)︀𝑛
𝑖𝑗𝑘

= 𝜈(𝜙𝑖𝑗𝑘)𝐷
1
3[𝑢3]

𝑛,(︀
𝜈(𝜙)𝜀𝑛12

)︀𝑛
𝑖𝑗𝑘

= 𝜈
(︀
𝐴4

12[𝜙]𝑖+1/2𝑗+1/2𝑘

)︀(︀
𝐷1

1[𝑢2]
𝑛 +𝐷1

2[𝑢1]
𝑛
)︀
,(︀

𝜈(𝜙)𝜀𝑛13
)︀𝑛
𝑖𝑗𝑘

= 𝜈
(︀
𝐴4

13[𝜙]𝑖+1/2𝑗𝑘+1/2

)︀(︀
𝐷1

1[𝑢3]
𝑛 +𝐷1

3[𝑢1]
𝑛
)︀
,(︀

𝜈(𝜙)𝜀𝑛23
)︀𝑛
𝑖𝑗𝑘

= 𝜈
(︀
𝐴4

23[𝜙]𝑖𝑗+1/2𝑘+1/2

)︀(︀
𝐷1

3[𝑢2]
𝑛 +𝐷1

2[𝑢3]
𝑛
)︀
.

Конечно-разностная аппроксимация уравнения Пуассона:

𝐿𝑃
[︀
𝜌(𝜙), 𝑝

]︀𝑛+1

𝑖𝑗𝑘
=

1

𝜏ns

3∑︁
𝑚=1

𝐷1
𝑚

[︀
(𝑢𝑚)𝑛+1/2

]︀
𝑖𝑗𝑘

.

Шаг корректора:

𝜌
(︀
𝐴2

1[𝜙]𝑖+1/2𝑗𝑘

)︀ (𝑢1)
𝑛+1
𝑖+1/2𝑗𝑘 − (𝑢1)

𝑛+1/2
𝑖+1/2𝑗𝑘

𝜏ns
= 𝐷1

1[𝑝]
𝑛+1
𝑖+1/2𝑗𝑘

𝜌
(︀
𝐴2

1[𝜙]𝑖𝑗+1/2𝑘

)︀ (𝑢2)
𝑛+1
𝑖𝑗+1/2𝑘 − (𝑢2)

𝑛+1/2
𝑖𝑗+1/2𝑘

𝜏ns
= 𝐷1

2[𝑝]
𝑛+1
𝑖𝑗+1/2𝑘

𝜌
(︀
𝐴2

1[𝜙]𝑖𝑗𝑘+1/2

)︀ (𝑢3)
𝑛+1
𝑖𝑗𝑘+1/2 − (𝑢3)

𝑛+1/2
𝑖𝑗𝑘+1/2

𝜏ns
= 𝐷1

3[𝑝]
𝑛+1
𝑖𝑗𝑘+1/2.

Для уравнения Кана–Хиллиарда также используется явная конечно-разностная аппроксимация по вре-
мени

𝜙𝑛+1
𝑖𝑗𝑘 − 𝜙𝑛

𝑖𝑗𝑘

𝜏ch
+

3∑︁
𝑚=1

𝐷𝑈
𝑚

[︀
(𝑢𝑚)𝑛+1, 𝜙𝑛

]︀
𝑖𝑗𝑘

= 𝑀(𝜙𝑛
𝑖𝑗𝑘)𝐿[𝜇]𝑛𝑖𝑗𝑘,

где химический потенциал 𝜇 имеет вид

𝜇𝑛
𝑖𝑗𝑘 = 2𝜙𝑛

𝑖𝑗𝑘(2𝜙
𝑛
𝑖𝑗𝑘 − 1)(𝜙𝑛

𝑖𝑗𝑘 − 1)− 𝜖2𝐿[𝜙]𝑛𝑖𝑗𝑘.
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Обозначения 𝐷, 𝐿𝑃 , 𝐿 соответствуют конечно-разностным операторам, аппроксимирующим произ-
водные по пространственным направлениям, 𝐴 — оператор усреднения по пространству. Для краткости
представлены операторы только для одного направления.

Центральная разность первого порядка на сдвинутых сетках:

𝐷1
1[𝑔]

𝑛
𝑖𝑗𝑘 =

𝑔𝑛𝑖+1/2𝑗𝑘 − 𝑔𝑛𝑖−1/2𝑗𝑘

ℎ1
.

Противопоточная аппроксимация адвекционного члена в уравнении Кана–Хиллиарда:

𝐷𝑈
1 [(𝑢1)

𝑛+1, 𝜙𝑛]𝑖𝑗𝑘 =
(𝑈1)

𝑛
𝑖+1/2𝑗𝑘 − (𝑈1)

𝑛
𝑖−1/2𝑗𝑘

ℎ1
,

(𝑈1)
𝑛
𝑖+1/2𝑗𝑘 =

⎧⎨⎩(𝑢1)
𝑛+1
𝑖+1/2𝑗𝑘𝜙

𝑛
𝑖+1𝑗𝑘, (𝑢1)

𝑛+1
𝑖+1/2𝑗𝑘 < 0,

(𝑢1)
𝑛+1
𝑖+1/2𝑗𝑘𝜙

𝑛
𝑖𝑗𝑘, (𝑢1)

𝑛+1
𝑖+1/2𝑗𝑘 ⩾ 0.

Конечно-разностный оператор Лапласа на сдвинутых сетках:

𝐿[𝑔]𝑛𝑖𝑗𝑘 = 𝐷1
1

[︀
𝐷1

1[𝑔]
]︀𝑛
𝑖𝑗𝑘

+𝐷1
2

[︀
𝐷1

2[𝑔]
]︀𝑛
𝑖𝑗𝑘

+𝐷1
3

[︀
𝐷1

3[𝑔]
]︀𝑛
𝑖𝑗𝑘

.

Оператор Лапласа в уравнении Пуассона для давления:

𝐿𝑃
[︀
𝜌(𝜙), 𝑝

]︀𝑛
𝑖𝑗𝑘

=
𝐷1

1[𝑝]
𝑛
𝑖+1/2𝑗𝑘

𝜌
(︀
𝐴2

1[𝜙]𝑖+1/2𝑗𝑘

)︀
ℎ1

−
𝐷1

1[𝑝]
𝑛
𝑖−1/2𝑗𝑘

𝜌
(︀
𝐴2

1[𝜙]𝑖−1/2𝑗𝑘

)︀
ℎ1

+

+
𝐷2

1[𝑝]
𝑛
𝑖𝑗+1/2𝑘

𝜌
(︀
𝐴2

1[𝜙]𝑖𝑗+1/2𝑘

)︀
ℎ2

−
𝐷2

1[𝑝]
𝑛
𝑖𝑗−1/2𝑘

𝜌
(︀
𝐴2

1[𝜙]𝑖𝑗−1/2𝑘

)︀
ℎ2

+

+
𝐷3

1[𝑝]
𝑛
𝑖𝑗𝑘+1/2

𝜌
(︀
𝐴2

1[𝜙]𝑖𝑗𝑘+1/2

)︀
ℎ3

−
𝐷3

1[𝑝]
𝑛
𝑖𝑗𝑘−1/2

𝜌
(︀
𝐴2

1[𝜙]𝑖𝑗𝑘−1/2

)︀
ℎ3

.

Операторы усреднения по пространству:

𝐴2
1[𝑔]𝑖+1/2𝑗𝑘 =

𝑔𝑖+1𝑗𝑘 + 𝑔𝑖𝑗𝑘
2

,

𝐴4
12[𝑔]𝑖+1/2𝑗+1/2𝑘 =

𝑔𝑖+1𝑗𝑘 + 𝑔𝑖𝑗𝑘 + 𝑔𝑖𝑗+1𝑘 + 𝑔𝑖+1𝑗+1𝑘

4
,

где верхний индекс обозначает число узлов сетки, участвующих в усреднении, а нижний индекс обозначает
пространственные направления, по которым проводится усреднение.

Функции 𝜌(𝜙), 𝜈(𝜙) обозначают среднюю плотность и вязкость для жидкостей при заданном значе-
нии параметра фазового поля:

𝜌(𝜙) = 𝜌1𝜙+ 𝜌0(1− 𝜙),

𝜈(𝜙) = 𝜈1𝜙+ 𝜈0(1− 𝜙).

В общем случае шаги по времени для уравнения Стокса и уравнения Кана–Хиллиарда не равны
(𝜏ns ̸= 𝜏ch), поэтому для расчетов выбирается 𝜏ch = 𝑘 𝜏ns, 𝑘 ∈ N. Таким образом, за одну итерацию для
уравнения Стокса может выполняться несколько итераций уравнения Кана–Хиллиарда. Ширина границы
раздела фазового поля соответствует трем шагам пространственной сетки: 𝜖 = 3ℎ.

Использование проекционной схемы требует решения уравнения Пуассона для давления. Для реше-
ния уравнения Пуассона применен метод сопряженных градиентов [22] со спектральным предобуславли-
вателем [23].

3.2. Спектральный предобуславливатель. В качестве предобуславливателя используется опе-
ратор Лапласа 𝐿 для однородной среды (𝜌 = 1). Обозначим матрицу оператора 𝐿 через 𝐿 и представим
ее в виде суммы трех ленточных матриц:

𝐿 =
1

ℎ2
1

𝐿1 +
1

ℎ2
2

𝐿2 +
1

ℎ2
3

𝐿3.
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Данные матрицы представляют собой аппроксимации вторых пространственных производных по соответ-
ствующим направлениям. Матрица 𝐿1 — трехдиагональная, 𝐿2 и 𝐿3 также имеют три ненулевые диаго-
нали, однако дополнительные диагонали расположены на удалении от главной. Тем не менее собственные
значения матриц 𝐿2 и 𝐿3 совпадают с собственными значениями матрицы

𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 −1

−1 2 −1

. . . . . . . . .

−1 2 −1

−1 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

где размер матрицы 𝐵 равен числу узлов сетки по соответствующему пространственному направлению,
поэтому матрицы собственных значений (Λ2,Λ3) и собственных векторов (𝑈2, 𝑈3) для матриц 𝐿2 и 𝐿3 мо-
гут быть построены на основе относительно небольших компонент спектрального разложения матрицы 𝐵.
С использованием полученных разложений 𝐿2 = 𝑈2Λ2𝑈

𝑇
2 и 𝐿3 = 𝑈3Λ3𝑈

𝑇
3 проводится замена переменных:

𝑦 = 𝑈𝑇
2 𝑈𝑇

3 𝑥,

𝑈𝑇
2 𝑈𝑇

3 (𝐿1 + 𝐿2 + 𝐿3)𝑈3𝑈2𝑦 = 𝑈𝑇
2 𝑈𝑇

3 𝑏.

Поскольку 𝑈𝑇
3 𝐿1𝑈3 = 𝑈𝑇

2 𝐿1𝑈2 = 𝐿1, 𝑈𝑇
3 𝐿2𝑈3 = 𝐿2 и 𝑈𝑇

2 𝐿3𝑈2 = 𝐿3, действие предобуславливателя на
вектор сводится к решению блочно-трехдиагональной системы:

(𝐿1 + Λ2 + Λ3)𝑦 = 𝑈𝑇
2 𝑈𝑇

3 𝑏, (4)

где размер блоков равен числу узлов сетки по направлению 𝑥1.

4. Параллельная реализация алгоритма.

4.1. Реализация для одного GPU. Параллельная реализация алгоритма написана на языке C++
с использованием технологии CUDA. Использование явной по времени конечно-разностной схемы для
шагов предиктора и корректора в уравнении Стокса, а также в итерациях уравнения Кана–Хиллиарда
позволяет достичь эффективного распараллеливания: каждый поток графического процессора вычисляет
обновленное значение в соответствующем узле сетки независимо от других. Перед очередным этапом
вычислений все необходимые данные, такие как предыдущее значение скорости потока для предиктора
или новое значение давления для корректора, известны. Итерации уравнения Кана–Хиллиарда также
выполняются в два этапа: сначала на основе значения фазового поля с предыдущего временно́го слоя
вычисляется химический потенциал 𝜇, а затем обновляется значение фазового поля. Стоит отметить, что
поскольку моделируемый процесс не предполагает больших изменений давления и скоростей, то решение
уравнения Пуассона с использованием распределения давления, полученного на предыдущем шаге по
времени, и спектрального предобуславливателя занимает всего несколько итераций метода сопряженных
градиентов. Таким образом, использование неявной схемы не приведет к значительному уменьшению
вычислительных затрат, поскольку потребует решения еще одной системы уравнений.

Распараллеливание решения уравнения Пуассона устроено иначе. Рассмотрим метод сопряженных
градиентов [22] с предобуславливателем 𝑀 для СЛАУ 𝐴𝑥 = 𝑏. Метод включает в себя четыре типа опера-
ций: скалярное произведение, линейная комбинация векторов, действие оператора 𝐴 на вектор и действие
обратного к предобуславливателю оператора 𝑀−1 на вектор. Для первых двух операций используется
их параллельная реализация из библиотеки cuBLAS (cublasDaxpy, cublasDdot). В рамках решаемой за-
дачи оператор 𝐴 — это конечно-разностный оператор Лапласа 𝐿𝑃 . Действие оператора 𝐿𝑃 на вектор
вычисляется так же, как и явные конечно-разностные итерации: каждый поток графического процессора
вычисляет значение оператора в соответствующем узле сетки (сборка матрицы оператора не проводится).

Согласно формуле (4), действие 𝑀−1 на вектор включает в себя умножение на матрицы собственных
векторов и решение трехдиагональной системы. В первую очередь происходит умножение 𝑈𝑇

2 𝑈𝑇
3 на пра-

вую часть. Так как правая часть здесь — это сеточная функция на декартовой сетке размера 𝑁1×𝑁2×𝑁3,
а матрицы 𝑈2, 𝑈3 имеют размер 𝑁2 ×𝑁2 и 𝑁3 ×𝑁3 соответственно, то эффективное вычисление 𝑈𝑇

2 𝑈𝑇
3 𝑏

осуществляется за счет использования функции cublasDgemm. В реализованной схеме хранения данных
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направление, соответствующее размеру 𝑁3, является быстрым, т.е. соседние элементы по данному направ-
лению хранятся последовательно. Поэтому 𝑈𝑇

3 𝑏 вычисляется как произведение матриц размера 𝑁3 ×𝑁3

и 𝑁3 × (𝑁1 · 𝑁2). Поскольку по направлению, соответствующему размеру 𝑁2, данные расположены не
последовательно, вычисление произведения 𝑈𝑇

2 на 𝑈𝑇
3 𝑏 выполняется за счет 𝑁1 последовательных вызо-

вов cubladDgemm. После вычисления правой части необходимо решить трехдиагональную систему. Для
ее решения реализован метод прогонки. Так как матрица имеет блочный вид, решение в каждом блоке
вычисляется параллельно: каждому блоку соответствует один поток GPU. Далее полученный результат
умножается на 𝑈3𝑈2 таким же образом, что и правая часть.

4.2. Декомпозиция расчетной области. Размер задачи, которую возможно решить с использо-
ванием алгоритма, описанного в предыдущем разделе, ограничен объемом памяти GPU. Например, с
использованием графического ускорителя NVIDIA A100 80 Гб возможно провести расчет для цифровых
изображений размером 7003 вокселей. Чтобы преодолеть это ограничение, используется метод декомпо-
зиции расчетной области. Этот подход заключается в том, что расчетная область делится на несколько
прямоугольных подобластей. В каждой из таких подобластей вычисления выполняются одним графиче-
ским ускорителем. Поскольку для конечно-разностной схемы требуются значения переменных в узлах
сетки, соответствующих соседним подобластям, каждая подобласть окружается дополнительным слоем
узлов.

В работе [24] описана реализация декомпозиции расчетной области для решения уравнения Кана–
Хиллиарда. В связи с тем, что для аппроксимации четвертой производной необходимо пять узлов по
каждому из направлений, добавляются два дополнительных слоя узлов сетки. За счет этого на каждой
итерации между подобластями проводится только один обмен значений параметра фазового поля. Этот
подход показывает хорошую производительность, особенно при слабом масштабировании. Однако для
совместного решения системы уравнений Стокса и Кана–Хиллиарда такой подход необходимо модифици-
ровать.

Как и в работе [24], обмен данными из дополнительных слоев выполняется асинхронно, во время
расчета конечно-разностных операторов во внутренней части подобластей. В отличие от аппроксимации
уравнения Кана–Хиллиарда, все конечно-разностные операторы в уравнении Стокса имеют трехточеч-
ную схему для каждого пространственного направления, поэтому необходим только один дополнитель-
ный слой узлов сетки. Чтобы проводить все обмены единообразно, итерация уравнения Кана–Хиллиарда
выполняется в два этапа: сначала вычисляется химический потенциал, а затем, когда завершится обмен
его значениями, вычисляется новое значение параметра фазового поля и происходит еще один обмен.
По всей видимости, этот подход чуть менее эффективен, чем использование двух дополнительных слоев,
поскольку суммарный объем передаваемых данных остается тем же, но в два раза увеличивается коли-
чество вызовов cudaMemcpy и MPI_Isend. С другой стороны, такой единообразный подход существенно
упрощает программную реализацию и позволяет избежать обменов между подобластями, граничащими
по ребру.

Между расчетами предиктора и корректора описанным выше подходом вычисляется решение урав-
нения Пуассона. Рассмотрим по отдельности вычисление четырех операций из метода сопряженных гради-
ентов с учетом декомпозиции расчетной области. Первая операция — действие оператора 𝐿𝑃 на вектор
выполняется аналогично другим конечно-разностным вычислениям с использованием одного дополни-
тельного слоя узлов. Вторая операция — вычисление линейной комбинации векторов. Она является ло-
кальной для каждого MPI-процесса, т.е. в каждом процессе вызывается cublasDaxpy без коммуникации.
Третья операция — скалярное произведение, которое сначала вычисляется локально (cublasDot), а затем с
использованием MPI_Allreduce рассчитывается итоговое значение. Четвертая операция — действие 𝑀−1

на вектор. В отличие от 𝐿𝑃 , 𝑀−1 реализован как матричное умножение, следовательно, чтобы вычислить
результат действия предобуславливателя на вектор 𝑥 в каждой подобласти, необходимы все компоненты
вектора 𝑥, которые распределены между подобластями. Таким образом, необходим вызов MPI_Allgather
или использование методов распределенного матричного перемножения. В любом случае это приведет
к катастрофическому снижению производительности. Поэтому для каждой подобласти предобуславли-
ватель создается локально. Такая модификация снижает качество предобуславливателя: число итераций
метода сопряженных градиентов увеличивается в 1.5–2 раза, с другой стороны, для такого предобуслав-
ливателя не требуются обмены между процессами.

5. Выбор параметров модели. При проведении численных экспериментов наиболее важным кри-
терием выбора параметров было соответствие реалистичным свойствам жидкостей. Поэтому было прове-

https://road.issn.org/


ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ МЕТОДЫ И ПРОГРАММИРОВАНИЕ / NUMERICAL METHODS AND PROGRAMMING
2026, 27 (1), 101–117. doi 10.26089/NumMet.v27r108

109

дено тщательное изучение как статей с описанием численных трехфазных экспериментов, так и лабора-
торных исследований свойств системы вода–нефть–сверхкритический CO2.

Параметры жидкостей можно разделить на две группы. К первой относятся плотности 𝜌w, 𝜌o, 𝜌c и
динамические вязкости 𝜈w, 𝜈o, 𝜈c (индекс w соответствует воде, o — нефти, c — сверхкритическому CO2).
Выбор параметров этой группы относительно прост: свойства воды и нефти слабо меняются в достаточно
большом диапазоне давлений и температур, более того, свойства этих жидкостей хорошо исследованы.
Они могут быть найдены как в справочниках, так и во множестве статей [25–27]. Отдельно стоит отметить,
что, хотя в этом исследовании используются параметры чистой воды, зачастую при многофазном модели-
ровании подразумевается минерализованная вода, параметры которой для различных степеней минера-
лизации также известны. Поскольку нефть — это сложная смесь углеводородов, то ее параметры зависят
от происхождения [27]. В этом исследовании используется одна из возможных комбинаций параметров,
находящаяся вблизи середины доступного диапазона, т.е. нефть не является тяжелой [28]. В отличие от
нефти и воды, сверхкритический CO2 меняет свои свойства с ростом температуры и давления. Однако
изучение его свойств является актуальной тематикой в последние десятилетия, поэтому необходимые па-
раметры могут быть найдены в ряде источников [25, 26]. Далее, в численных экспериментах считается,
что свойства сверхкритического CO2 соответствуют температуре 35∘C и давлению 10 МПа (табл. 1).

Вторая группа включает в себя параметры, определяющие межфазные взаимодействия: силы по-
верхностного (межфазного) натяжения 𝜎wo, 𝜎oc, 𝜎cw и углы смачивания 𝜃wo, 𝜃oc, 𝜃cw. Индекс wo соответ-
ствует паре вода–нефть, oc — нефть–сверхкритический CO2, cw — сверхкритический CO2–вода. Важно
отметить, что под углом смачивания подразумевается угол смачивания жидкости, соответствующей пер-
вой букве в индексе, относительно жидкости, соответствующей второй букве в индексе. Таким образом,
𝜃wo — угол смачивания воды относительно нефти, 𝜃ow = 180∘−𝜃wo — угол смачивания нефти относительно
воды. В случае поверхностных натяжений порядок индексов не важен (𝜎wo ≡ 𝜎ow). Угол смачивания зави-
сит не только от самих жидкостей, но и от материала (породы), на котором они расположены. Основной
сложностью при подборе параметров этой группы является их зависимость:

𝜎wo cos 𝜃wo + 𝜎oc cos 𝜃oc + 𝜎cw cos 𝜃cw = 0.

Причем с учетом ограничений (𝜎𝑖𝑗 > 0, −1 ⩽ cos 𝜃𝑖𝑗 ⩽ 1) неизвестный параметр не всегда может быть уста-
новлен по пяти известным. В процессе исследования литературы не было найдено ни одного источника,
в котором бы приводились значения всех шести параметров. В работе [26] приведено детальное иссле-
дование сил поверхностного натяжения для всех трех пар жидкостей при различных условиях. Данные,
представленные в других работах по теме [29, 30], также близки к тем, что опубликованы в работе [26].
На основе этих данных можно сделать вывод, что 𝜎wo ≈ 0.025 Н/м2 в достаточно большом диапазоне
температур и давлений, 𝜎cw немногим больше 𝜎wo, а 𝜎oc находится в диапазоне [0.002, 0.006] Н/м. Уг-
лы смачивания выбраны так, чтобы качественно соответствовать лабораторным данным. Известно, что
песчаник Берье гидрофилен, для него 𝜃wo < 60∘, 𝜃wc < 60∘ [2]. Конкретный угол смачивания относи-
тельно нефти зависит от месторождения, а для 𝜃wc экспериментальные данные приведены в работе [31].
При этом, как правило, 𝜃wc < 𝜃wo. В работе [32] сравниваются углы смачивания сверхкритического CO2

относительно воды и чистого додекана. На основе этих данных предполагается, что 𝜃oc < 𝜃wc (табл. 2).

6. Численные эксперименты. С использованием разработанного алгоритма проводится серия
численных экспериментов по определению абсолютной и относительной фазовых проницаемостей для

Таблица 1. Динамическая вязкость и плотность воды, нефти и сверхкритического CO2

Table 1. Dynamic viscosity and density of water, oil and supercritical CO2

Динамическая вязкость, Па·c
Dynamic viscosity, Pa·s

Плотность, кг/м3

Density, kg/m3

Вода
Water

0.00100680 1006.8

Нефть
Oil

0.00382500 850.0

Сверхкритический CO2

Supercritical CO2

0.00007105 710.5
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Таблица 2. Сила поверхностного натяжения и углы смачивания воды, нефти и сверхкритического CO2

Table 2. Surface tension force and wetting angles of water, oil and supercritical CO2

Сила поверхностного натяжения, Н/м
Surface tension force, N/m

Угол смачивания, ∘

Wetting angle, ∘

Вода–нефть
Water–oil

0.025 38

Нефть–сверхкритический CO2

Oil–supercritical CO2

0.004 23

Сверхкритический CO2–вода
Supercritical CO2–water

0.027 150

систем нефть-вода и нефть-CO2. Полученные результаты используются для расчета трехфазной относи-
тельной проницаемости нефти согласно моделям Стоуна I [3], Стоуна II [4] и Бейкера [5].

Расчет проводится для цифрового изображения песчаника Берье (размер 2003 вокселей, разреше-
ние — 740 нм на воксель). Чтобы избежать влияния капиллярных концевых эффектов [33] на оценку
проницаемости, перепад давления рассчитывается на расстоянии 37 мкм от выходной стороны изображе-
ния.

Для расчета абсолютной проницаемости проводится однофазный эксперимент со скоростью потока
на входе 𝑣 = 0.1 м/c. Значение абсолютной проницаемости получено по формуле

𝑘 =
𝑣𝜈o𝐿

∆𝑃
,

где 𝑣 — скорость фильтрации, 𝐿 — длина образца, ∆𝑃 — разность давлений на входной и выходной
границах. Искомое значение составило 𝑘 = 84.4 мД1.

Расчет кривых относительных фазовых проницаемостей проводится итеративно, как и лаборатор-
ный эксперимент в установившемся режиме (Steady-state relative permeability test) [1]. На первом шаге в
образец, заполненный водой или CO2, закачивается только нефть до получения остаточной водонасыщен-
ности или насыщенности CO2 соответственно. Далее на каждом из шагов в полученный на предыдущем
шаге образец подается смесь нефти и воды или нефти и CO2 в заданном процентном соотношении. Для
каждого случая вычисляются значения эффективных проницаемостей согласно формулам

𝑘o =
𝑐o𝑣𝜈o𝐿

∆𝑃
, 𝑘w =

(1− 𝑐o)𝑣𝜈w𝐿

∆𝑃
, 𝑘c =

(1− 𝑐o)𝑣𝜈c𝐿

∆𝑃
,

где 𝑐o — доля нефти, подаваемая на вход. Относительные фазовые проницаемости вычисляются как

𝑘o, rel =
𝑘o

𝑘
, 𝑘c, rel =

𝑘c

𝑘
, 𝑘w, rel =

𝑘w

𝑘
.

Полученные результаты для набора значений сатурации 𝑆w воды и 𝑆c сверхкритического CO2 представ-
лены в табл. 3, 4 соответственно.

Представленные значения используются для построения интерполяционных полиномов четвертого
порядка для относительной проницаемости нефти, четвертого и шестого порядков для CO2 и воды со-
ответственно. Полученные кривые представляют зависимости относительных фазовых проницаемостей
от насыщенности (рис. 2). Максимальная насыщенность сверхкритического CO2 не превосходит значе-
ния 0.42. Это связано с высокой разницей вязкостей сверхкритического CO2 и нефти, что приводит к
следующему характеру фильтрации: CO2 формирует узкие трубки в каналах, заполненных нефтью, и
движется с высокой скоростью, не касаясь стенок и не вытесняя нефть (рис. 3), т.е. фактически угол
смачивания CO2 относительно нефти составляет нуль градусов. Похожее поведение наблюдается в лабо-
раторном эксперименте в работе [34], где показано, что между N2 и горной породой находится нефтяная
прослойка.

1мД (миллидарси) — единица измерения проницаемости горных пород, принятая в нефтегазовой геологии, не входящая
в СИ: 1 Д = 10−12 м2.
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Таблица 3. Результаты численных экспериментов по вычислению двухфазных проницаемостей
в системе нефть–вода

Table 3. Results of numerical experiments on calculating two-phase permeabilities
in the oil–water system

Доля нефти, %
Oil fraction, %

𝑆w
𝑘o, мД
𝑘o, mD

𝑘o, rel
𝑘w, мД
𝑘w, mD

𝑘w, rel

100 0.1851 84.4 1 0 0

80 0.429 82.1 0.973 5.4 0.064

70 0.5195 80.6 0.956 9.1 0.108

60 0.6258 79.9 0.947 14 0.166

50 0.6753 73.0 0.865 19.2 0.228

40 0.7328 65.9 0.782 26 0.309

30 0.8356 55.8 0.661 34.2 0.406

20 0.8585 41.3 0.489 43.5 0.516

0 0.9757 0 0 83.3 0.987

Таблица 4. Результаты численных экспериментов по вычислению двухфазных проницаемостей
в системе нефть–CO2

Table 4. Results of numerical experiments on calculating two-phase permeabilities
in the oil–CO2 system

Доля нефти, %
Oil fraction, %

𝑆c
𝑘o, мД
𝑘o, mD

𝑘o, rel
𝑘c, мД
𝑘c, mD

𝑘c, rel

100 0.0082 83.1 0.985 0 0

80 0.0255 79.2 0.939 0.368 0.0044

70 0.0619 75.7 0.897 0.602 0.0071

60 0.1003 71.0 0.841 0.88 0.01

50 0.1275 67.5 0.8 1.25 0.0148

40 0.1517 64.2 0.761 1.79 0.0212

30 0.1721 59.4 0.704 2.57 0.0305

20 0.2133 54.4 0.645 4.04 0.0479

0 0.42 0 0 25.5 0.302
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Рис. 2. Кривые относительных фазовых проницаемостей: a) в системе нефть–CO2; b) в системе нефть–вода

Fig. 2. Relative permeability curves: a) in the oil–CO2 system; b) in the oil–water system
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Рис. 3. Распределение нефти (синий
полупрозрачный) и сверхкритического CO2

(красный) в поровом пространстве

Fig. 3. Distribution of oil (blue semi-transparent)
and supercritical CO2 (red) in pore space

Для расчета трехфазной относительной проницаемо-
сти нефти 𝑘ro согласно модели Бейкера используется фор-
мула

𝑘ro =
(𝑆w − 𝑆wr)𝑘ro, wo + (𝑆c − 𝑆cr)𝑘ro, co

(𝑆w − 𝑆wr) + (𝑆c − 𝑆cr)
,

где 𝑆wr и 𝑆cr — остаточная насыщенность воды и CO2 соот-
ветственно, 𝑘ro, wo — относительная фазовая проницаемость
нефти в системе нефть–вода, 𝑘ro, co — относительная фазо-
вая проницаемость нефти в системе нефть–CO2. На рис. 4
представлена тернарная диаграмма для относительной про-
ницаемости нефти в трехфазной системе.

Для получения трехфазной относительной проницае-
мости нефти согласно модели Стоуна I вводится величина
минимальной нефтенасыщенности 𝑆om:

𝑆om = 𝛼𝑆orw + (1− 𝛼)𝑆orc, 𝛼 = 1− 𝑆c

1− 𝑆wr − 𝑆orc
,

где 𝑆orw — остаточная нефтенасыщенность в системе нефть–вода, 𝑆orc — остаточная нефтенасыщенность
в системе нефть–CO2. Далее вычисляются нормализованные насыщенности:

𝑆*
o =

𝑆o − 𝑆om

1− 𝑆wr − 𝑆om
, 𝑆o ⩾ 𝑆om,

𝑆*
w =

𝑆w − 𝑆wr

1− 𝑆wr − 𝑆om
, 𝑆w ⩾ 𝑆wr,

𝑆*
c =

𝑆c

1− 𝑆wr − 𝑆om
,

после чего трехфазная относительная проницаемость нефти может быть получена из выражения

𝑘ro =
𝑆*

o

(1− 𝑆*
w)(1− 𝑆*

c )

𝑘ro, wo 𝑘ro, co

(𝑘ro, wo)𝑆wr

,

где (𝑘ro, wo)𝑆wr — относительная фазовая проницаемость нефти при остаточной водонасыщенности 𝑆w.
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Рис. 4. Тернарная диаграмма для системы
нефть–вода–CO2, синим цветом изображены

изолинии относительной трехфазной
проницаемости нефти согласно модели Бейкера

Fig. 4. Ternary diagram for the oil–water–CO2

system, isolines of three-phase relative permeability
of oil according to the Baker’s model

are shown in blue

Рис. 5. Тернарная диаграмма для системы
нефть–вода–CO2, синим цветом изображены

изолинии относительной трехфазной
проницаемости нефти согласно модели Стоуна I

Fig. 5. Ternary diagram for the oil–water–CO2

system, isolines of three-phase relative permeability
of oil according to the Stone I model

are shown in blue
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Тернарная диаграмма, соответствующая модели Стоуна I, представлена на рис. 5.
В модели Стоуна II трехфазная относительная проницаемость нефти определяется соотношением

𝑘ro = (𝑘ro, wo)𝑆wr

[︂(︂
𝑘ro, wo

(𝑘ro, wo)𝑆wr

+ 𝑘rw

)︂(︂
𝑘ro, co

(𝑘ro, wo)𝑆wr

+ 𝑘rc

)︂
− (𝑘rw + 𝑘rc)

]︂
,

где 𝑘rw — относительная фазовая проницаемость воды в системе нефть–вода, 𝑘rc — относительная фазовая
проницаемость CO2 в системе нефть–CO2. Тернарная диаграмма для модели Стоуна II представлена
на рис. 6.
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Рис. 6. Тернарная диаграмма для системы
нефть–вода–CO2, синим цветом изображены изолинии

относительной трехфазной проницаемости нефти
согласно модели Стоуна II

Fig. 6. Ternary diagram for the oil–water–CO2 system,
isolines of three-phase relative permeability of oil according

to the Stone II model are shown in blue

Изолинии трехфазных относительных про-
ницаемостей, построенных с использованием мо-
делей Стоуна II (рис. 6) и Бейкера (рис. 4), име-
ют похожее распределение. Однако значения от-
носительной проницаемости нефти для областей
тернарной диаграммы с высокой сатурацией воды
или CO2 имеют существенное различие: для моде-
ли Бейкера — это 0.6, для модели Стоуна II — 0.15.
В обоих случаях изолинии заполняют весь доступ-
ный диапазон сатураций: информация о двухфаз-
ных относительных проницаемостях для системы
нефть–вода известна в диапазоне 0.18 ⩽ 𝑆w ⩽ 1, а
для системы нефть–CO2 — 0 ⩽ 𝑆c ⩽ 0.42 (рис. 2).
Значения относительной трехфазной проницаемо-
сти, построенные с помощью модели Стоуна I, в
большей части этой области находятся за преде-
лами диапазона [0, 1], поэтому на рис. 5 построены
изолинии, соответствующие только корректным
значениям относительной проницаемости. Такое
распределение изолиний может быть связано с
тем, что модель Стоуна I лучше определяет трех-
фазные относительные проницаемости при высокой нефтенасыщенности [3], где и находится наибольшая
часть построенных изолиний.

7. Заключение. В работе представлен параллельный подход к решению системы уравнений Стокса
и Кана–Хиллиарда. Алгоритм основан на проекционном методе, который включает в себя решение урав-
нения Пуассона. Для его решения используется метод сопряженных градиентов со спектральным пре-
добуславливателем. Разработанный алгоритм поддерживает трехмерную декомпозицию области без пре-
добуславливания и двумерную декомпозицию области с предобуславливанием. Однако, поскольку пред-
ставленный способ распараллеливания предобуславливателя снижает его качество, количество итераций
увеличивается в 1.5–2 раза.

Алгоритм используется для моделирования двухфазной фильтрации для двух различных пар жид-
костей: нефть–вода и нефть–сверхкритический CO2. Проведено два численных эксперимента по опреде-
лению относительных фазовых проницаемостей методом установившегося режима фильтрации. Получен-
ные кривые относительных фазовых проницаемостей используются для построения тернарных диаграмм
относительной фазовой проницаемости нефти для системы нефть–вода–сверхкритический CO2. Для их
построения используются три различных модели: Стоун I, Стоун II и Бейкер. Результаты, полученные
с использованием последних двух моделей, похожи между собой. В случае модели Стоуна I удается по-
строить изолинии относительной фазовой проницаемости только в небольшом регионе с высокой нефте-
насыщенностью.

Полученные в процессе расчетов распределения фаз в дальнейшем будут использоваться как вход-
ные данные для трехфазного численного эксперимента по определению относительных фазовых про-
ницаемостей методом установившегося режима фильтрации. Таким образом будет проведено сравнение
полученных оценок с результатами прямого численного эксперимента.
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