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ЗАДАЧИ ЛИНЕЙНОЙ ОПТИМАЛЬНОЙ ФИЛЬТРАЦИИ
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Рассмотрена задача восстановления сигналов в системах с операторными коэффициентами при
наличии вырожденных белых шумов в измерениях и приближенно заданных исходных данных.
Предложен метод нахождения приближенного решения задачи, основанный на идее регуляри-
зации А. Н. Тихонова. Доказана сходимость алгоритма решения задачи и получены оценки
точности решения. Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фунда-
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Обозначим через Hu и Hr — сепарабельные вещественные гильбертовы пространства, L2

(
Hu; [0, t]

)

и L2

(
Hr; [0, t]

)
— пространства измеримых по Лебегу функций f(τ), τ ∈ [0, t], отображающих сегмент

[0, t], t < ∞, соответственно в Hu и Hr со скалярным произведением (f, g)0Hi
и нормой ‖ f ‖0Hi

, где индекс
i ∈ {u, r} указывает на пространство, в котором вычисляется скалярное произведение (или норма). Через
F(X,Y ) будем обозначать банахово пространство всех линейных операторов, непрерывно отображающих
гильбертово пространство X в гильбертово пространство Y . Пополнение множества дважды дифференци-

руемых на [0, t] функций u(τ), отображающих [0, t] в Hu, для которых u(t) = 0,
du

dτ

∣∣∣∣
τ=t

= 0 по соболевской

норме, обозначим через W 1
2t

(
Hu; [0, t]

)
с нормой ‖ · ‖1tu. Пусть W−1

2t

(
Hu; [0, t]

)
— пополнение пространства

L2

(
Hu; [0, t]

)
по негативной норме ‖ v ‖−1tu = sup

u

(∣∣(v, u)0Hu

∣∣
‖ u ‖1tu

, u ∈ W 1
2t

(
Hu; [0, t]

)
, u 6= 0

)
, а 〈u, v〉u — би-

линейная форма [3 – 5]. Все случайные процессы рассматриваются в вероятностном пространстве (Ω,G, p).
Постановка задачи. Пусть Hu-значный полезный сигнал u(τ) = u(τ, ω) описывается уравнением

Lu ≡
d2u(τ)

dτ2
+ Bu(τ) = v(τ); u(0) = u0,

du(τ)

dτ

∣∣∣∣
τ=0

= u1, (1)

где u0 = u0(ω) и u1 = u1(ω) — случайные процессы, реализации которых с вероятностью 1 принадлежат
L2(Hu), и v(τ) = v(τ, ω) — случайный процесс типа белого шума, реализации которого почти наверное
принадлежат негативному пространству W−1

2t

(
Hu; [0, t]

)
.

Известно, что M [u0] = M [u1] = 0, M [u0, u0] = U0, M [u1, u1] = U1. Здесь U0 и U1 — корреляционные
операторы процессов u0 и u1, такие, что U0,U1 ∈ F

(
L2(Hu), L2(Hu)

)
; M

[
v(τ)

]
= 0 и M

[
v(τ), v(σ)

]
=

V(τ)δ(τ−σ), V(τ) ∈ F
(
W 1

2t

(
Hu; [0, t]

)
,W−1

2t

(
Hu; [0, t]

))
, δ(τ−σ) — δ-функция Дирака, δ(τ−σ) ∈ W−1

2t

(
[0, t]

)
.

Линейный замкнутый оператор B имеет в Hu всюду плотную область определения D(B); этот оператор
симметрический (Bu, v)0Hu

= (u,Bv)0Hu
для ∀u, v ∈ D(B), положительно определенный (Bu, u)0Hu

>

c‖ u ‖20Hu
и такой, что справедливы неравенства ‖Lu‖−1tu > c‖ u ‖0Hu

, ‖Lu‖−1tu 6 c‖ u ‖10u, где ‖ · ‖10u —

норма в пространстве W 1
20

(
Hu; [0, t]

)
, полученном пополнением по соболевской норме множества дважды

дифференцируемых на [0, t] функций u(τ), которые отображают [0, t] в Hu и для которых выполняются

условия u(0) = 0 и
du(τ)

dτ

∣∣∣∣
τ=0

= 0 [6, 9].

Наблюдается процесс
{
r(τ), 0 6 τ 6 t

}
, связанный с u(τ) соотношением

r(τ) = Su(τ) + w(τ), (2)
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где w(τ) = w(τ, ω) — гауссовский вырожденный шум с нулевым средним M
[
w(τ)

]
= 0 и корреляцией

M
[
w(τ), w(σ)

]
= W(τ)δ(τ − σ), W(τ) ∈ F

(
W 1

2t

(
Hr; [0, t]

)
,W−1

2t

(
Hr; [0, t]

))
. Здесь W(τ) — вырожденный

оператор и реализации w(τ) почти наверное принадлежат негативному пространству W−1
2t

(
Hr; [0, t]

)
.

Требуется найти оценку û(t) из пространства состояний Hu, такую, что

inf
A

M
[
(z,Ar − u)2Hu

]
= m(z), Ar = û(t), (3)

где z — произвольный элемент из Hu и нижняя грань берется по всем линейным непрерывным операто-
рам A, действующим из W−1

2t

(
Hr; [0, t]

)
в Hu.

Пусть вместо множества исходных данных ∆ = {B,U0,U1,V ,S,W} известна совокупность их при-
ближений ∆ε = {Bε,U0ε,U1ε,Vε,Sε,Wε}. Операторы Bε,U0ε,U1ε,Vε,Wε симметрические и неотрицательно
определенные. Множество ∆ε такое, что справедливо соотношение max

i

{
‖ Ii−Iiε‖, Ii ∈ ∆, Iiε ∈ ∆ε

}
6 ε.

Ниже индекс ε указывает на то, что величины относятся к задаче оптимальной фильтрации с при-
ближенными исходными данными.

Решение задачи фильтрации (1) – (3) в случае приближенно заданных данных эквивалентно решению
операторного уравнения Винера–Хопфа [3, 5]

A0εRrε = Rurε, (4)

где A0ε — линейный оператор, удовлетворяющий критерию (3); Rrε — корреляционный оператор случай-

ного процесса rε(τ); Rrε ∈ F
(
W 1

2t

(
Hr; [0, t]

)
,W−1

2t

(
Hr; [0, t]

))
; Rurε — взаимно-корреляционный оператор

случайных процессов uε(τ) и rε(τ), Rurε ∈ F
(
W 1

2t

(
Hr; [0, t]

)
, Hu

)
. Это — уравнение первого рода, задача

решения которого некорректна (неустойчива) [1, 2].
Справедливо следующее утверждение.

Теорема 1. Последовательность операторов {Aεα}, Aεα ∈ F
(
W−1

2t

(
Hr; [0, t]

)
, Hu

)
, удовлетворяю-

щая критерию lim
α→0

lim
ε→0

M
[
(z, Aεαrε − u)2Hu

]
= m(z), находится из уравнения AεαRrε + αAεα = Rurε,

где α — параметр регуляризации, α > 0. При этом справедливы соотношения lim
ε→0

‖Rrε − Rr‖ = 0,

lim
ε→0

‖Rurε−Rur‖ = 0, lim
ε→0

‖Aεα−Aα‖ = 0 и lim
ε→0

M
[(
z, ûεα(t)− ûα(t)

)2
Hu

]
= 0, где ûεα = Aεαrε и ûα = Aαr.

Доказательство теоремы аналогично доказательству соответствующей теоремы из [5].
Приближенное решение задачи линейной фильтрации. Пусть {ei}

∞
i=1 и {ρi}

∞
i=1 — ортонорми-

рованные базисы в гильбертовых сепарабельных пространствах Hu и Hr соответственно.

Приближенное решение уравнения (1) будем искать в виде unε(τ) =

n∑

i=1

xε
i (τ)ei, 0 6 τ 6 t, где xε

i (τ) —

искомые функции.
Система обыкновенных дифференциальных уравнений, которой удовлетворяет вектор-столбецxε

(n)(τ)

с координатами
(
xε
1(τ), x

ε
2(τ), x

ε
3(τ), . . . , x

ε
n(τ)

)
, имеет вид

d 2xε
(n)(τ)

dτ2
+ Fεx

ε
(n)(τ) = vε

(n)(τ), xε
(n)(0) = x0ε,

dxε
(n)(τ)

dτ

∣∣∣∣
τ=0

= x10ε, (5)

где Fε — матрица размерности n×n с элементами F ε
ij = (Bεei, ej)0Hu

, i, j = 1, 2, . . . , n; vε
(n)(τ) — случайный

n–мерный белый гауссовский шум с нулевым средним и корреляционной матрицей

M
[
vε
(n)(τ)(v

ε
(n))

т(σ)
]
= V ε

(n)(τ)δ(τ − σ),

V ε
(n)(τ) =

[(
Vε(τ)ei, ej

)
0Hu

]n
i,j=1

. Задача (5) является обобщенной задачей Коши [3 – 5], так как координаты

вектора vε
(n)(τ) почти наверное принадлежат негативному пространству W−1

2

(
[0, t]

)
.

Наблюдения для приближенной задачи строим следующим образом. Умножим скалярно наблюде-

ния rε(τ) на векторы {ρj}
m
j=1 и введем обозначения rε

(m)(τ) ≡
[(
rε(τ), ρj

)
0Hr

]m
j=1

. Пусть Cε — матрица

размерности m × n с элементами Cε
ji = (Sεei, ρj)0Hr

, i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . ,m; wε
(m)(τ) — векторный

гауссовский шум, wε
(m)(τ) =

[(
w(τ), ρj

)
0Hr

]m
j=1

, M
[
wε

(m)(τ)
]
= 0, M

[
wε

(m)(τ)(w
ε
(m))

т(σ)
]
= W ε

(m)(τ)δ(τ−σ)
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и W ε
(m)(τ) — вырожденная матрица размерности m×m, W ε

(m)(τ) =
[(
Wε(τ)ρi, ρj

)
0Hr

]m
i,j=1

. Тогда измере-

ния для приближенной задачи запишем в форме

rε
(m)(τ) = Cεx

ε
(n)(τ) +wε

(m)(τ). (6)

Требуется найти последовательность оценок
{
x̂

ε
α(τ)

}
α>0

процесса x(n)(τ) в момент τ = t, такую, что

lim
α→0

lim
ε→0

M
[(
z,x(n)(t)− x̂

ε
α(t)

)2
En

]
= lim

ε→0
inf
H

M
[(
z,x(n)(t)−Hrε(m)(t)

)2
En

]
= m(z). (7)

Здесь нижняя грань берется по всем линейным непрерывным операторам H, действующим из простран-

ства наблюдений в пространство состояний, Hrε(m)(t) =

t∫

0

h(t, τ)rε
(m)(τ) dτ, h(t, τ) — матрица размерности

m× n с элементами hij(t, τ), по аргументу τ принадлежащими позитивному пространству W 1
2

(
[0, t]

)
, z —

произвольный вектор из евклидового n-мерного пространства En и x(n) — решение уравнения (5) при
точном задании исходных данных.

Имеют место следующие статистики:

M [x0ε] = 0, M [x0εx
т
0ε] = P0ε, P ij

0ε = (U0εei, ej)0Hu
, i, j = 1, 2, . . . , n;

M [x10ε] = 0, M [x10εx
т
10ε] = P10ε, P ij

10ε = (U1εei, ej)0Hu
, i, j = 1, 2, . . . , n;

M
[
vε
(n)(τ)x

т
0ε

]
= 0, M

[
vε
(n)(τ)x

т
10ε

]
= 0,

M
[
wε

(m)(τ)x
т
0ε

]
= 0, M

[
wε

(m)(τ)x
т
10ε

]
= 0, M

[
wε

(m)(τ)(v
ε
(n))

т(σ)
]
= 0.

Матрица W ε
(m)(τ) может быть вырожденной; поэтому для решения задачи фильтрации (5) – (7) реко-

мендуется использовать алгоритм, аналогичный изученному в [3, 5].

Покажем, что приближенное решение ûα
nε(τ, x) =

n∑

i=1

x̂ εα
i (τ)ei(x) задачи (1) – (3), построенное соглас-

но (5) – (7), сходится в соответствующей норме к точному решению при n → ∞, ε → 0 и α → 0.
Отметим, что при выполнении неравенств ‖Lu‖−1tu > c‖ u ‖0Hu

и ‖Lu‖−1tu 6 c‖ u ‖10u (доказательства
этих неравенств для некоторых систем приведены в [6, 8, 9]) существует единственное обобщенное решение
уравнения (1), а последовательность приближенных решений уравнения (1) при n → ∞ сходится по норме
пространства L2

(
Hu; [0, t]

)
при каждом фиксированном t к его точному решению, т.е. ‖un − u ‖0Hu

→ 0,
n → ∞, где u — точное решение уравнения (1). Доказательство этих фактов аналогично доказательствам,
приведенным в [3, 5].

Лемма 1. Для почти всех t < ∞ справедливо следующее равенство: lim
n→∞

M
[∥∥un(t)−u(t)

∥∥2
0Hu

]
= 0,

где un(t) =

n∑

i=1

xi(t)ei, а u(τ) — решение уравнения (1) в точке τ = t.

Доказательство. Используя неравенства ‖Lu‖−1tu > c‖ u ‖0Hu
и ‖Lu‖−1tu 6 c‖ u ‖10u, легко пока-

зать [7], что для почти всех ω ∈ Ω имеет место соотношение

t∫

0

∥∥un(τ) − u(τ)
∥∥2
Hu

dτ → 0, если n → ∞.

Отсюда следует, что M

[ t∫

0

∥∥un(τ) − u(τ)
∥∥2
Hu

dτ

]
→ 0 при n → ∞. Лемма доказана.

Регуляризованное уравнение Винера–Хопфа для задачи (5) – (7) можно записать следующим образом:

M
[
xε
(n)(t)(r

ε
(m))

т(σ)
]
=

t∫

0

hεα
mn(t, τ)M

[
rε(m)(τ)(r

ε
(m))

т(σ)
]
dτ + αhεα

mn(t, σ). (8)

Представим корреляционную матрицу M
[
xε
(n)(t)(r

ε
(m))

т(σ)
]

в виде бесконечной матрицы

Kε
nm(t, σ) =




M
[
xε
(n)(t)(r

ε
(m))

т(σ)
]

0 . . .

0 0 . . .

. . . . . . . . .


 ,
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которая задает линейный непрерывный оператор, действующий из W−1
2t

(
Hr; [0, t]

)
в L2

(
Hu; [0, t]

)
[3, 5].

Обозначим этот оператор через Rε
nm.

Аналогично, бесконечная матрица Kε
mm(τ, σ), построенная по M

[
rε
(m)(τ)(r

ε
(m))

т(σ)
]
, задает линейный

оператор Rε
mm, действующий из W−1

2t

(
Hr; [0, t]

)
в L2

(
Hu; [0, t]

)
.

Пусть Hεα
mn(t, σ) =




hεα
mn(t, σ) 0 . . .

0 0 . . .

. . . . . . . . .


 . Тогда с использованием этих бесконечных матриц уравне-

ние (8) можно записать в виде Kε
nm(t, σ) =

t∫

0

Hεα
mn(t, τ)K

ε
mm(τ, σ) dτ+αHεα

mn(t, σ), а в операторной форме —

в виде
Aεα

mnR
ε
mm + αAεα

mn = Rε
nm, (9)

где Aεα
mn — искомый оператор, определяемый матрицей Hα

mn(t, σ).
Покажем, что решение уравнения (9) задает приближенное решение уравнения (4).
Теорема 2. Для каждого фиксированного α > 0 и почти всех t < ∞ выполняется следующее

равенство: lim
n,m→∞

M
[
(z, û εα

nm − ûεα)
2
Hu

]
= 0, z ∈ Hu, где ûεα = Aεαrε, а û εα

nm = Aεα
mnrε.

В доказательстве теоремы 2 используются следующие леммы.
Лемма 2. Справедливо соотношение lim

n,m→∞
‖Rurε −Rε

nm‖ = 0.

Лемма 3. Для почти всех t < ∞ и α > 0 имеет место соотношение lim
m→∞

‖Rεα
r − Rεα

mm‖ = 0, где

Rεα
r = Rrε + αIδ(τ − σ), а Rεα

mm = Rε
mm + αIδ(τ − σ).

Доказательство этих лемм и теоремы 2 аналогично доказательству лемм 2, 3 и доказательству тео-
ремы 2 из [11].

Теорема 3. Соотношение lim
ε→0

lim
α→0

lim
n,m→∞

M
[(
z, û εα

nm(t) − u(t)
)2
Hu

]
= m(z) справедливо для почти

всех t < ∞. Здесь û εα
nm(t) — решение приближенной задачи фильтрации (1) – (3), û εα

nm(t) =
n∑

i=1

x̂ εα
i (t)ei, а

x̂ εα
i (t) — координаты решения задачи (5) – (7).

Доказательство. Прибавим и вычтем ûεα(t) и ûα(t) под знаком скалярного произведения. После
ряда преобразований находим, что

lim
ε→0

lim
α→0

lim
n,m→∞

M
[(
z, û εα

nm(t)− u(t)
)2
Hu

]
6 lim

ε→0
lim
α→0

(
lim

n,m→∞

M
[(
z, û εα

nm(t)− ûεα(t)
)2
Hu

]
+

+ 2

{
lim

n,m→∞

M
[(
z, û εα

nm(t)− ûεα(t)
)2
Hu

]
M
[(
z, ûεα(t)− ûα(t)

)2
Hu

]}1/2

+

+ 2

{
lim

n,m→∞

M
[(
z, û εα

nm(t)− ûεα(t)
)2
Hu

]
M
[(
z, ûα(t)− u(t)

)2
Hu

]}1/2

+M
[(
z, ûεα(t)− ûα(t)

)2
Hu

]
+

+ 2

{
M
[(
z, ûεα(t)− ûα(t)

)2
Hu

]
M
[(
z, ûα(t)− u(t)

)2
Hu

]}1/2

+M
[(
z, ûα(t)− u(t)

)2
Hu

])
= m(z)

(согласно теоремам 1 и 2).
Таким образом, доказана сходимость решения приближенной регуляризованной задачи линейной

фильтрации к решению исходной задачи.
Приведем алгоритм решения приближенной задачи линейной оптимальной фильтрации (5) – (7), ос-

нованный на построении последовательности регуляризованных оценок, полученных с помощью фильтра
Калмана–Бьюси. Обозначим

χε
i (τ) =





xε
i (τ), при i 6 n,

dxε
i−n(τ)

dτ
, при n < i 6 2n;

F2nε =

[
0 I

Fε 0

]
,

где I — единичная матрица порядка n. Пусть ζε(τ) — вектор с координатами ζεi (τ) = 0 при i = 1, 2, . . . , n
и ζεi (τ) = (vε, ei−n)0Hu

при i = n + 1, n + 2, . . . , 2n; Cε — матрица размерности m × 2n, Cε = [Cε 0 ],
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где 0 — нулевая матрица размера m× n. С учетом введенных обозначений задачу линейной оптимальной
фильтрации можно сформулировать в следующем виде:

1) векторный случайный процесс χε(τ) моделируется системой

dχε(τ)

dτ
= F2nεχε(τ) + ζε(τ), χε(0) =

[
x0ε

x10ε

]
, (10)

где ζε(τ) — белый вырожденный шум;
2) наблюдается процесс

{
rε(m)(τ), 0 6 τ 6 t

}
, связанный с χε(τ) соотношением

rε
(m)(τ) = Cεχε(τ) +wε

(m)(τ); (11)

3) требуется найти последовательность оценок
{
χ̂α
ε (τ)

}
α>0

процесса χ(τ) в момент τ = t, удовлетво-
ряющую критерию

lim
ε→0

lim
α→0

{
M
[(
z, χ(t)−Hαrε

(m)(t)
)2
E2n

]
− inf

H
M
[(
z, χ(t)−Hrε

(m)(t)
)2
E2n

]}
= 0, (12)

где z — произвольный вектор из E2n, а нижняя грань берется по всем линейным операторам H, дей-

ствующим из пространства наблюдений в пространство состояний: Hrε
(m) =

t∫

0

h(t, τ)rε
(m)(τ) dτ, при этом

χ̂α
ε (t) = Hαrε(m) =

t∫

0

ĥα(t, τ)rε
(m)(τ) dτ. Здесь матрица ĥα(t, τ) удовлетворяет уравнению Винера–Хопфа

M
[
χε(t)(r

ε
m)т(σ)

]
=

t∫

0

ĥα(t, τ)Cε(τ)M
[
χε(τ)(χε)

т(σ)
]
C

т
ε (σ) dτ + ĥα(t, σ)Sεα(σ), (13)

где Sεα(σ) = W ε
(m)(σ) + αIm, Im — единичная матрица порядка m и χ(τ) — решение системы (10) при

точных исходных данных.
Имеют место следующие статистики:

M
[
ζε(τ)

]
= 0, M

[
ζε(τ)

(
ζε(σ)

)т]
= Qε(τ)δ(τ − σ), Qε(τ) =

[
0 0

0 V ε
(n)(τ)

]
,

M
[
χε(0)

]
= 0, M

[
χε(0)χ

т
ε (0)

]
=

[
P0ε 0

0 P10ε

]
,

M
[
χε(0)ζ

т
ε (τ)

]
= M

[
χε(0)(w

ε
(m))

т(τ)
]
= M

[
wε

(m)(τ)ζ
т
ε (σ)

]
= 0.

Запишем матрицу ĥα(t, τ) в виде ĥα(t, τ) =

[
hα
1mn(t, τ)

hα
2mn(t, τ)

]
, где hα

1mn(t, τ) и hα
2mn(t, τ) — матрицы раз-

мера n×m. Тогда уравнение (13) можно представить следующим образом:

M
[
xε
(n)(t)(r

ε
(m))

т(σ)
]
=

t∫

0

hα
1mn(t, τ)Cε(τ)M

[
xε
(n)(τ)(x

ε
(n))

т(σ)
]
Cт

ε (σ) dτ + hα
1mn(t, σ)Sεα(σ),

M

[
dxε

(n)(t)

dt
(rε

(m))
т(σ)

]
=

t∫

0

hα
2mn(t, τ)Cε(τ)M

[
xε
(n)(τ)(x

ε
(n))

т(σ)
]
Cт

ε (σ) dτ + hα
2mn(t, σ)Sεα(σ).

(14)

Интегральные уравнения в (14) независимы, и первое уравнение совпадает с уравнением Винера–
Хопфа (8) для задачи (5) – (7), т.е. решение hα

1mn совпадает с hεα
mn. Следовательно, оценка состояния

x̂
ε
α(t) системы (5) – (7) равна первым n координатам вектора χ̂α

ε (t) — решения задачи (10) – (12), которое
удовлетворяет уравнению

dχ̂α
ε (τ)

dτ
= Fε(τ)χ̂

α
ε (τ) + Pε(τ)C

т
ε (τ)S

−1
εα (τ)

[
rε(m)(τ) − Cε(τ)χ̂

α
ε (τ)

]
, χ̂α

ε (0) = 0, 0 6 τ 6 t < ∞,
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где Pε(τ) — решение уравнения Риккати

dPε(τ)

dτ
= Fε(τ)Pε(τ) + Pε(τ)F

т
ε (τ) +Qε(τ) − Pε(τ)C

т
ε (τ)S

−1
εα (τ)Cε(τ)Pε(τ), Pε(0) =

[
P0ε 0

0 P10ε

]
.

Обоснование алгоритма решения задачи (10) – (12) дано в [3, 5]. Параметр регуляризации выбирается
согласно одному из методов, приведенных в [1 – 3, 5].

Оценки точности решения задачи линейной оптимальной фильтрации. Обозначим

M
[
χε(t)(r

ε
m)т(σ)

]
= M

[
χε(t)

(
χε(σ)

)т]
C

т
ε (σ) = Kχε(t, σ)C

т
ε (σ),

где M
[
χε(τ)

(
χε(σ)

)т]
= Kχε(τ, σ). Уравнение Винера–Хопфа (13) в этом случае запишется в виде

Kχε(t, σ)C
т
ε (σ) =

t∫

0

ĥα(t, τ)Cε(τ)Kχε(τ, σ)C
т
ε (σ) dτ + ĥα(t, σ)Sεα(σ). (15)

Уравнение (15) в векторной форме имеет вид Bεyεα+αyεα = fε, где yεα(t, τ) =
(
ĥα(t, τ)

)т
z, fε(t, σ) =

Cε(σ)K
т
χε(t, σ)z, z ∈ E2n, Bεy =

t∫

0

Cε(σ)K
т
χε(τ, σ)C

т
ε (τ)y(τ) dτ +W ε

(m)(σ)y(σ).

Справедлива
Теорема 4. При α → 0, ε → 0, ε2/α → 0 и εn → 0 оценка точности решения задачи линейной

оптимальной фильтрации задается соотношениями

M
[(
z, u(t)− û εα

nm(t)
)2
Hu

]
6 c

{
M
[(
z, χ(t)− χ̂α

ε (t)
)2
E2n

]
+ 2

ε2f + ε2B‖yεα‖
2
−10

α

}
+

+ 2εn

{
c

(
M
[(
z, χ(t)− χ̂α

ε (t)
)2
E2n

]
+ 2

ε2f + ε2B‖yεα‖
2
−10

α

)}1/2

+ε2n → m(z),

где εn — точность аппроксимации процесса u(τ, x) ∈ Hu, εn > 0, lim
n,m→∞

εn = 0,

εf = ε‖Kχε‖+
(
ε+ ‖Cε‖

)
εχ, εB = ε

(
1 + ‖Kт

χεC
т
ε ‖
)
+
(
ε+ ‖Cε‖

)[
εχ‖Cε‖+

(
εχ + ‖Kχε‖

)
ε
]
,

εχ = εφ|P0ε| ‖Φε‖+ εφ‖Φε‖
{
ε‖Φε‖+

(
ε+ |P0ε|

)
εφ

}
+ εφ‖Qε‖ ‖Φε‖+

+

[
ε‖Qε‖ ‖Φε‖+ (ε+ 1)

(
ε‖Φε‖+

(
ε+ ‖Qε‖

)(
ε‖Φε‖+ (ε+ 1)εφ

))]
(εφ + ‖Φε‖),

ε2φ = 2ε2ect‖Φε‖, c > 0, c = const .

Здесь Φε(τ, σ)— фундаментальная матрица решений системы (11).
Если матрицы P0 и V(n) или P0 и P10 положительно определены, то верны следующие соотношения:

c0‖y‖
2
−10 6 〈y,By〉 6 c1‖y‖

2
−10, где c0 и c1 — положительные константы [3, 5]. Тогда оценка принимает

следующий вид:

M
[(
z, u(t)− û εα

nm(t)
)2
Hu

]
6 c

{√
m(z) +

√
α

c0

(
εχ + ‖Kχε‖

)(
ε+ ‖Cε‖

)
‖z‖2n +

+

√
2

α

√
ε2f + ε2B‖Pχ̂εα‖ ‖z‖

2
2n

}2

+ 2εn

{
c

(√
m(z) +

√
α

c0

(
εχ + ‖Kχε‖

)(
ε+ ‖Cε‖

)
‖z‖2n +

+

√
2

α

√
ε2f + ε2B‖Pχ̂εα‖ ‖z‖22n

)}
+ε2n → m(z).

Здесь Pχ̂εα(t) = M
[
χ̂α
ε (t)(χ̂

α
ε )

т(t)
]
, zтPχ̂εα(t)z = 〈yεα,Byǫα〉 и

∥∥Kχε(t)
∥∥ = ‖Φε‖

2 ‖V ε
(n)‖ t.
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Доказательство. Оценим выражение M
[(
z, u(t) − û εα

nm(t)
)2
Hu

]
. Запишем u(τ) и û εα

nm(τ) в виде раз-

ложения по базису {ei}
∞
i=1 пространства Hu: u(τ) =

∞∑

i=1

xi(τ)ei, û
εα
nm(τ) =

n∑

i=1

x̂ εα
i (τ)ei. Тогда

M
[(
z, u(t)− û εα

nm(t)
)2
Hu

]
6 M

[(
z,

n∑

i=1

{(
xi(τ) − x̂ εα

i (τ)
)
ei

})2

Hu

]
+M

[(
z,

∞∑

i=n+1

xi(τ)ei

)2

Hu

]
+

+ 2

{
M

[(
z,

n∑

i=1

{(
xi(τ) − x̂ εα

i (τ)
)
ei

})2

Hu

]
M

[(
z,

∞∑

i=n+1

xi(τ)ei

)2

Hu

]}1/2

=

= M

[(
z,

n∑

i=1

{
xi(τ)− x̂ εα

i (τ)
}
ei

)2

Hu

]
+ ε2n + 2εn

{
M

[(
z,

n∑

i=1

{(
xi(τ) − x̂ εα

i (τ)
)
ei

})2

Hu

]}1/2

.

(16)

Пусть z — вектор с координатами zi = (z, ei)Hu
. Тогда (16) примет вид

M
[(
z, u− û εα

nm(t)
)2
Hu

]
6 M

[(
z,x(t)− x̂

ε
α(t)

)2
En

]
+ ε2n + 2εn

{
M
[(
z,x(t)− x̂

ε
α(t)

)2
En

]}1/2

.

Так как x(τ) и x̂
ε
α(τ) являются первыми n координатами векторов χ(τ) и χ̂ ε

α(τ), то справедливо
неравенство

M
[(
z, u(t)− û εα

nm(t)
)2
Hu

]
6 M

[(
z, χ(t)− χ̂ ε

α(t)
)2
E2n

]
+ ε2n + 2εn

{
M
[(
z, χ(t)− χ̂ ε

α(t)
)2
E2n

]}1/2

,

где z — вектор с координатами zi =

{
zi, если i = 1, 2, . . . , n;

0, если i = n+ 1, n+ 2, . . . , 2n.
. Подставим оценки, доказанные

в [5, 10], вместо выражения M
[(
z, χ(t)− χ̂ ε

α(t)
)2
E2n

]
и получим утверждение теоремы.
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