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МЕТОД ГРАНИЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ ПОВЫШЕННОЙ ТОЧНОСТИ В

ЗАДАЧАХ ГИДРОДИНАМИКИ ИДЕАЛЬНОЙ

НЕСЖИМАЕМОЙ ЖИДКОСТИ

А. Н. Хомяков1

Объектом исследования является один из путей повышения точности метода граничных эле-
ментов (МГЭ), разработка его варианта повышенной точности (МГЭПТ), исследование эф-
фективности и точности решения поставленных задач этим методом. Проведен сравнительный
анализ решений задачи обтекания сферы и задачи обтекания диска с образованием за ним
кавитационной полости, полученных с помощью МГЭ и МГЭПТ. Показано, что с помощью
МГЭПТ можно получить решение задачи, достаточно близкое к точному. Работа выполнена
при финансовой поддержке РФФИ (код проекта 05–08–33404).
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1. Введение. Метод граничных элементов (МГЭ) широко применяется при решении задач меха-
ники сплошных сред [2–6]. Основные преимущества этого метода состоят в его простоте, сокращенном
объеме вычислений, исключении трудностей, связанных с решением задач для неограниченных областей,
поскольку дискретизации подлежит только граница исследуемой конечной области, а также в возможно-
сти сочетания его с другими численными методами. Точность решения задач с помощью МГЭ зависит
от точности вычисления необходимых интегралов, точности аппроксимации границы области течения
и точности параметрического представления искомых и заданных функций на граничных элементах.
Обычно в МГЭ интегралы вычисляются с помощью n-точечной квадратурной формулы Гаусса; граница
области течения аппроксимируется в трeхмерном случае поверхностью, состоящей из N плоских гранич-
ных элементов, в двумерном — ломаной линией, N звеньев которой служат в этом случае граничными
элементами. Далее на каждом граничном элементе используется линейная аппроксимация искомых и за-
данных функций. В настоящей статье рассматривается другой путь реализации МГЭ для случая плоских
и осесимметричных течений [5], который в дальнейшем будем называть методом граничных элементов
повышенной точности (МГЭПТ).

2. Постановка задачи. Рассматривается внутренняя задача определения поля течения идеальной
несжимаемой жидкости в области B, ограниченной границей ∂B. В области течения решается краевая
задача для потенциала течения ϕ:

∆ϕ(p) = 0, p ∈ B; ϕ(Q1) = f(Q1), Q1 ∈ Γ1;

∂ϕ(Q2)

∂n(Q2)
= g(Q2), Q2 ∈ Γ2, Γ1

⋃

Γ2 = ∂B, Γ1

⋂

Γ2 = 0.

Здесь n(Q2) — внешняя по отношению к области течения нормаль к ∂B в точке Q2.
3. Метод граничных элементов. Если известны на ∂B обе функции f(Q) и g(Q), то ϕ в поле

течения можно найти по формуле Грина [1]:

ϕ(p) = α

∫

∂B

(

g(Q)G(p,Q)− f(Q)F (p,Q)
)

ds(Q), (1)

где p ∈ B, Q ∈ ∂B, α =
1

4π
для трeхмерного случая, α =

1

2π
для плоских течений, G(p,Q) — фундамен-

тальное сингулярное решение уравнения Лапласа, F (p,Q) =
∂G(p,Q)

∂n(Q)
и n(Q) — внешняя нормаль.
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При предельном переходе p → P , p ∈ B, P ∈ ∂B, соотношение (1) переходит в граничное интегральное
уравнение

1

2
f(P ) = α

∫

∂B

(

g(Q)G(P,Q)− f(Q)F (P,Q)
)

ds(Q). (2)

Решая это уравнение, можно найти f(Q), если задано g(Q), или найти g(Q), если задано f(Q), а затем с
помощью (1) найти ϕ в любой точке поля течения.

Уравнение (2) часто решается численно методом МГЭ [2–4]. Процесс численного решения задачи в
общих чертах можно описать следующим образом. Для простоты изложения ограничимся рассмотрением
двумерных задач (плоских и осесимметричных течений). В этом случае ∂B есть плоская кривая.

Кривая ∂B разбивается на N участков γi точками Pi ∈ ∂B, 0 6 i 6 N − 1, таким образом, что-

бы ∂B =
N−1
⋃

i=0

γi, γi
⋂

γi+1 = Pi+1; для замкнутой ∂B имеем γN−1

⋂

γ0 = P0 = PN . Далее граница ∂B

аппроксимируется ломаной линией, т.е. каждый граничный элемент γi есть отрезок прямой:

x(i, ξ) = xi(1− ξ) + xi+1ξ, y(i, ξ) = yi(1 − ξ) + yi+1ξ, (3)

где xi, yi — координаты точки Pi, xi+1, yi+1 — координаты точки Pi+1, ξ — параметр, определяющий
положение точки на γi, 0 6 ξ 6 1 : P ∈ γi ⇔ P = P (i, ξ), Pi = P (i, 0), Q ∈ γj ⇔ Q = Q(j, ξ).

Затем f(P ) и g(P ) на каждом γi аппроксимируются линейными функциями:

f(i, ξ) = fi(1− ξ) + fi+1ξ, g(i, ξ) = gi(1− ξ) + gi+1ξ, fi = f(Pi), gi = g(Pi), 0 6 i 6 N − 1. (4)

В задачах гидродинамики g(i, ξ) есть проекция скорости жидкости на нормаль n к ∂B, f(i, ξ) —
значение потенциала течения ϕ на ∂B. В этих задачах обычно g(i, ξ) известна, а f(i, ξ) — неизвестная
функция. С учетом (4) задача сводится к определению N неизвестных fi. Выбираем произвольные точки
Pmi = P (i, ξm) ∈ γi. Для этих точек уравнение (2) с учeтом (3) и (4) превращается в линейное уравнение
относительно fi. Для совокупности всех граничных элементов γi, 0 6 i 6 N − 1, получаем систему
линейных уравнений для определения неизвестных fi:

1

2
f(i, ξm) = α

N−1
∑

j=0

∫

γi

(

g(j, ξ)G(i, j, ξ, ξm)− f(j, ξ)F (i, j, ξ, ξm)
)

ds(j, ξ), 0 6 i 6 N − 1. (5)

Для многих задач МГЭ даeт достаточно точное решение при сравнительно небольшом числе гранич-
ных элементов N . Повышение точности метода обычно достигается за счeт увеличения N . Однако при
этом разность элементов двух рядом лежащих строк матрицы системы (5) уменьшается по абсолютной
величине, что в конце концов приводит к снижению точности решения. Для каждой задачи существует
предельное значение N , обеспечивающее наивысшую точность получаемого решения.

4. Метод граничных элементов повышенной точности. Существенно повысить точность МГЭ
можно только отказавшись от аппроксимаций (3) и (4) [3].

Во-первых, будем использовать криволинейные граничные элементы γi, определяемые следующим
образом: если граница ∂B задана аналитически, то и граничные элементы задаются этими же зависи-
мостями, т.е. на γi имеем yi = y(xi) или xi = x(yi); если же ∂B задана табличным способом (например
профиль крыла), то на каждом γi граница аппроксимируется кубическим сплайном таким образом, чтобы
обеспечить гладкость ∂B до первой производной включительно (∂B ∈ C1):

если на γi значение
∂y

∂x
< ∞, то x = x(i, ξ) = xi + ξdxi, y = y(i, ξ) = yi + kaiξ

3 + kbiξ2 + kciξ;

если на γi значение
∂x

∂y
< ∞, то y = y(i, ξ) = yi + ξdyi, x = x(i, ξ) = xi + kaiξ

3 + kbiξ2 + kciξ.
(6)

При этом dxi = xi+1 − xi, dyi = yi+1 − yi, ds(i, ξ) =

√

(

(∂x(i, ξ)

∂ξ

)2

+

(

(∂y(i, ξ)

∂ξ

)2

dξ, 0 6 ξ 6 1.

В (2) перейдeм от неизвестной функции f(Q) (значений потенциала течения ϕ на ∂B) к неизвестной

функции u(Q) =
∂ϕ

∂τ
— касательной скорости жидкости на границе области течения (τ — касательная

к ∂B). На γi скорость u(Q) аппроксимируем линейной функцией от s(i, ξ):

u(i, ξ) = ui

(

1−
s(i, ξ)

s(i+ 1)

)

+ ui+1

s(i, ξ)

s(i+ 1)
, (7)
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где ui — касательная скорость в точке Pi ∈ ∂B, ui+1 — касательная скорость в точке Pi+1 ∈ ∂B, si+1 =
1

∫

0

ds(i, ξ) — длина γi и s(i, ξ) =

ξ
∫

0

ds(i, η). Тогда значение потенциала ϕ в любой точке на ∂B можно

вычислить по формуле

f(i, ξ) =
i−1
∑

j=0

uj + uj+1

2
sj+1 + ui

(

1−
s2(i, ξ)

2si+1

)

+ ui+1

s2(i, ξ)

2si+1

. (8)

Подставляя (6), (7) и (8) в (5), получим систему линейных уравнений для определения неизвестных ui,
0 6 i 6 N − 1. Затем с помощью (1) находим ϕ в любой точке поля течения, а скорость жидкости в этой
же точке находим из соотношений

vx(p) =
∂ϕ(p)

∂xp

= α

∫

∂B

(

g(Q)
∂G(p,Q)

∂xp

− f(Q)
∂F (p,Q)

∂xp

)

ds(Q),

vy(p) =
∂ϕ(p)

∂yp
= α

∫

∂B

(

g(Q)
∂G(p,Q)

∂yp
− f(Q)

∂F (p,Q)

∂yp

)

ds(Q).

1.6

0.8

0.0

u

100500

V

Рис. 1. Касательная скорость u

на поверхности сферы

5. Обтекание сферы. Для сравнения точности реше-
ния задач гидродинамики методами МГЭ и МГЭПТ рас-
смотрим обтекание сферы безграничным равномерным по-
током идеальной несжимаемой жидкости. На рис. 1 пред-
ставлены результаты численного решения этой задачи ме-
тодами МГЭ и МГЭПТ, а также приведено сравнение этих
решений с аналитическим решением [1]

u(α) = 1.5 sin α, (9)

где u(α) — касательная скорость жидкости на поверхности
сферы. Принятые обозначения: ✸ — решение (9) и с высокой
точностью совпадающие с ним решения с помощью МГЭПТ
при N = 6 и N = 24; + — решение МГЭ при N = 24; × —
решение МГЭ при N = 6. Решения с помощью МГЭ при
α = 90◦ отличаются от точного на 4% для N = 24 и на
10.8% для N = 6.

В таблице приведены значения скорости u, найденные вышеуказанными методами. Из таблицы видно,
что при N = 24 значения u, определeнные с помощью МГЭПТ, отличаются от точных, вычисленных
по (9), менее чем на 0.0003. Для МГЭ это различие лежит в пределах от 0.001 при малых α до 0.16 при
α = 90◦. Таким образом, с помощью МГЭПТ можно получить решение, очень близкое к точному, при
этом точность решения при N > 6 слабо зависит от количества граничных элементов. Однако при N < 6
даже для МГЭПТ ошибка решения становится больше 10%, в то время как для МГЭ только при N > 24
ошибка решения становится меньше 5%.

6. Кавитационное обтекание диска. Рассмотрим задачу обтекания потоком идеальной несжима-
емой жидкости (V∞ = 1) диска по симметричной схеме Рябушинского с образованием за ним развитой
кавитационной полости (суперкаверны). Необходимо определить форму R(x) этой кавитационной поло-
сти при заданном значении касательной скорости u = const на поверхности каверны. На рис. 2 и рис. 3
представлены результаты решения этой задачи методами МГЭ и МГЭПТ. При решении использовался
итерационный процесс, описанный в [6].

На первом шаге решения методом МГЭ находилась форма кавитационной полости (рис. 2, пунктирная
кривая). Затем на этом контуре методом МГЭПТ определялась скорость u на диске и на этой поверх-
ности. Оказалось, что на поверхности каверны не выполняется условие u = const, в области схода струи
жидкости с края диска наблюдается сильное колебание этой скорости (рис. 3, пунктирная кривая). Сразу
за диском значение u ≈ 0.63, затем эта скорость постепенно возрастает и в окрестности миделя каверны
становится постоянной, равной 1.22. На горизонтальной оси отложены номера точек i (начальные точки
γi). Далее методом МГЭПТ с помощью итерационного процесса [6] определялся новый контур каверны
(рис. 2, сплошная линия), на котором с высокой точностью выполняется условие u = const (рис. 3, сплош-
ная линия). Таким образом, МГЭПТ позволил с высокой точностью найти форму каверны и уточнить
величину u на ней.
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Касательная скорость u на поверхности сферы

МГЭПТ МГЭПТ МГЭ МГЭ 1.5 sin α

α, град N = 6 N = 24 N = 6 N = 24

0.00 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000

15.00 0.389732 0.388308 0.425923 0.392725 0.388229

30.00 0.752820 0.750151 0.809537 0.765360 0.750000

45.00 1.065944 1.060886 1.108865 1.077801 1.060660

60.00 1.304683 1.299300 1.309543 1.311223 1.299038

75.00 1.455068 1.449178 1.361993 1.446050 1.448889

90.00 1.506502 1.500291 1.338928 1.432866 1.500000

R

x

1.70

0.85

0.00

0.00 1.25 2.50

МГЭ
МГЭПТ

i

2.00

1.00

0.00

0 20 40

МГЭ

МГЭПТ

R x( )u

Рис. 2. Контур каверны за диском, Рис. 3. Скорость u на диске (0 6 i 6 10) и
(x = 0, 0 < y < 1) — диск на поверхности каверны (10 6 i 6 40)

Заключение. Сравнительный анализ результатов решения рассмотренных задач показывает, что
методом МГЭПТ можно получить решение, достаточно близкое к точному. Кроме того, этот метод позво-
ляет получить высокую точность численного решения при значительно меньшем количестве граничных
элементов N .
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