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УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА В БАНАХОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ
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Исследуется класс конечно-разностных методов решения некорректной задачи Коши для ли-
нейного дифференциального уравнения второго порядка с секториальным оператором в бана-
ховом пространстве. При различных априорных предположениях о решении установлены рав-
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1. Пусть A : D(A) ⊂ X → X — замкнутый линейный неограниченный оператор, действующий
в банаховом пространстве X , D(A) = X . Обозначим K(ϕ) =

{
λ ∈ C\{0} : | argλ| < ϕ

}
, ϕ ∈ (0, π);

пусть σ(A) — спектр, а R(λ,A) = (λE − A)−1 — резольвента оператора A, E — единичный оператор в
пространстве X . Предполагается, что оператор A удовлетворяет следующему условию секториальности.

Условие 1. Справедливо включение σ(A) ⊂ K(ϕ0), ϕ0 ∈ (0, π/2), и имеет место оценка ∀λ ∈ C\K(ϕ0)∥∥R(λ,A)
∥∥ 6

C0

1 + |λ| , где постоянная C0 не зависит от λ.

На отрезке t ∈ [0, T ] рассмотрим задачу Коши

ẍ(t) = Ax(t), (1)

x(0) = x0, ẋ(0) = 0; x0 ∈ D(A). (2)

Далее будем исследовать аппроксимацию классического решения задачи (1), (2), существование кото-
рого предполагаем. Под классическим решением задачи (1), (2) мы понимаем функцию x = x(t), t ∈ [0, T ],
со значениями в D(A), дважды непрерывно дифференцируемую на отрезке [0, T ] и удовлетворяющую на
этом отрезке уравнению (1) и начальным условиям (2). Задача в такой постановке при выполнении усло-
вия 1 является, вообще говоря, некорректной [1, с. 320]. В настоящей статье, посвященной теоретическим
аспектам аппроксимации x(t), мы ограничиваемся случаем точно заданных начального элемента x0 и опе-
ратора A. В том случае, когда эти компоненты известны приближенно, рассматриваемые здесь конечно-
разностные методы при соответствующем согласовании параметра шага с погрешностями в рамках из-
вестной общей схемы построения регуляризующих процедур [2] трансформируются в регуляризующие
алгоритмы решения задачи (1), (2) (см., например, [3]).

Для аппроксимации решения задачи (1), (2) применим конечно-разностную схему

xn+2 − 2xn+1 + xn = (∆t)2(β2Axn+2 + β1Axn+1 + β0Axn),

x0 = x1 = x(0), ∆t = T/N, n = 0, N − 2,
(3)

с вещественными параметрами β0, β1, β2 и натуральным N > 2. В случае гильбертова пространства X
эта схема была исследована в [4]. Нашей целью является обоснование и уточнение аппроксимационных
свойств схемы (3) для задач вида (1), (2) в банаховом пространстве.

2. Наряду с задачей Коши (1), (2), рассмотрим вспомогательную скалярную задачу Коши

ÿ(t) = λy(t), t ∈ [0, T ], y(0) = 1, ẏ(0) = 0 (4)
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с параметром λ ∈ C. Решением задачи (4) является функция y(t) = ch(
√
λt). Соответствующая (3) схема

конечно-разностной аппроксимации функции y(t) имеет вид

vn+2 − 2vn+1 + vn = (∆t)2(β2λvn+2 + β1λvn+1 + β0λvn),

v0 = v1 = 1, ∆t = T/N, n = 0, N − 2 .
(5)

Явное выражение решения разностного уравнения (5) есть

vn =
1

2

(
1− 2β2 + β1√

β2
1 − 4β0β2 + 4λ−1(∆t)−2

)
µn
1 +

1

2

(
1 +

2β2 + β1√
β2
1 − 4β0β2 + 4λ−1(∆t)−2

)
µn
2 , n = 0, N ;

µ1,2 =
2 + β1λ(∆t)2 ±

√
4λ(∆t)2 + λ2(∆t)4[β2

1 − 4β0β2]

2
(
1− β2λ(∆t)2

) .

(6)

Здесь ветвь квадратного корня в выражении для µ1,2 выбирается из условия
√
1 = 1.

Обозначим через ν(λ,∆t, n), n = 0, N , функцию, принимающую определенное в (6) значение vn при
заданных ∆t и n.

Потребуем, чтобы коэффициенты разностных схем (3) и (5) удовлетворяли условиям

β2 < 0, β0 + β1 + β2 = 1. (7)

Эти условия обеспечивают непрерывность и ограниченность по λ решения (6) разностного уравнения (5).
Кроме того, при выполнении (7) схема (5) порождает приближения, аппроксимирующие точное решение
задачи (4) в том смысле, что равномерно по t ∈ [0, T ] и λ таким, что 0 6 Reλ 6 Λ0 < ∞, для произвольного
Λ0 > 0 выполняется

lim
n→∞, t=n∆t

vn = ch
(√

λ t
)
. (8)

Кроме соотношений (7), всюду ниже вслед за [4] будем предполагать выполненным условие

∣∣ν(λ,∆t, n)
∣∣ 6 C1 exp

(
nRe

√
λ ∆t

)
, λ ∈ K(ϕ), (9)

при некотором ϕ ∈ (0, π/2) с постоянной C1, не зависящей от λ, n, ∆t. Условия на коэффициенты схемы,
достаточные для выполнения соотношения (9), могут быть получены аналогично [4]. При достаточно ма-
лых значениях угла секториальности ϕ0 условия 0 6 β1 6 β2, β2

1 −4β0β2 6 −8β2 обеспечивают оценку (9).

Пример 1. Пусть β0 = 0, β1 = 2, β2 = −1. В этом случае схема (3) принимает вид

xn+2 − 2xn+1 + xn = (∆t)2(2Axn+1 −Axn+2), x0 = x1 = x(0), ∆t = T/N, n = 0, N − 2 ,

а характеристические корни соответствующего разностного уравнения (5) есть µ1,2 = 1±
√

λ(∆t)2

1 + λ(∆t)2
. В

силу оценок

∣∣∣∣∣ 1±
√

ζ

1 + ζ

∣∣∣∣∣ 6
∣∣∣∣1+

√
ζ

∣∣∣∣ 6
∣∣∣exp

(√
ζ
)∣∣∣, справедливых при

∣∣arg ζ
∣∣ 6 π/4, в соответствующей

части плоскости выполняется и соотношение (9) при ϕ = π/4.

Перейдем к получению аналитического выражения для решения задачи (1), (2). Для оператора,
удовлетворяющего условию 1, стандартным образом определяется оператор A−1/2 [1, c. 136]. Обозначив

x̃(t) = A−1/2ẋ(t), приведем уравнение (1) к эквивалентной системе

{
ẋ = A1/2x̃,

˙̃x = A1/2x
(см. [1, с. 305]).

Сделав соответствующие замены переменных, получим

z =
x− x̃

2
, w =

x+ x̃

2
=⇒

{
ẇ=A1/2w,

ż =−A1/2z.
(10)

В силу условия 1 оператор (−A1/2) является генератором аналитической полугруппы exp
(
−A1/2t

)
= V (t).

Поэтому для второго из уравнений полученной системы корректна классическая задача Коши, а для
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первого из уравнений — задача Коши с обратным направлением времени. В силу (10) классическим
решением задачи Коши (1), (2) при условии, что w(T ) ∈ D(A), является

x(t) = V (t)z(0) + V (T − t)w(T ), 0 6 t 6 T. (11)

3. В этом разделе будут получены необходимые для дальнейшего вспомогательные оценки. Предпо-
ложим вначале, что решение задачи (1), (2) существует на отрезке [0, T1], где T1 = aT (a > 1). В этом
случае аналогично (11) имеем x(t) = V (t)z(0) + V (T1 − t)w(T1), 0 6 t 6 T1. Целью дальнейших рас-
суждений является получение интегральных представлений для точного решения задачи (1), (2) и для
приближений xn, n = 0, N . Рассмотрим краевую задачу

ẍ(t) = Ax(t), 0 6 t 6 T1, ẋ(0) = 0, x(T1) = xT1 ; xT1 ∈ D(A).

Пусть G1(A, t) — оператор, ставящий в соответствие элементу xT1 ∈ D(A) решение x(t) указанной краевой

задачи. Как следует из [1, с. 308], G1(A, t)x =
[
E+V (2T1)

]
−1(

V (T1+t)+V (T1−t)
)
x, t ∈ [0, T1], x ∈ D(A).

Существование оператора
[
E + V (2T1)

]
−1 ∈ L(X) следует из того, что спектр оператора V (t) для

любого t ∈ [0, T1] лежит в единичном круге |z| < 1 [5, с. 59]. Имеем представление

xn − x(n∆t) = ν(A,∆t, n)G1(A, 0)x(T1)−G1(A, t)x(T1) =

= 2ν(A,∆t, n)
[
E + V (2T1)

]
−1

V (T1)x(T1)−
[
E + V (2T1)

]
−1(

V (T1 + t) + V (T1 − t)
)
x(T1) =

=
[
E + V (2T1)

]
−1(

2ν(A,∆t, n)V (T1)− V (T1 + t)− V (T1 − t)
)
x(T1).

Таким образом,

∥∥xn − x(n∆t)
∥∥6

∥∥∥
(
E + V (2T1)

)
−1
∥∥∥
∥∥2ν(A,∆t, n)V (T1)− V (T1 + t)− V (T1 − t)

∥∥ ∥∥x(T1)
∥∥ 6

6C2

∥∥2ν(A,∆t, n)V (T1)− V (T1 + t)− V (T1 − t)
∥∥ ∥∥x(T1)

∥∥.
(12)

Обозначим через S(r) круг на плоскости C с центром в точке ζ = 0 и радиусом r. Определим контур
Γ1 как границу множества K(π − ϕ0/2) ∪ S(r0) при достаточно малом r0 > 0. Далее воспользуемся ин-
тегральным представлением Рисса–Данфорда для функций exp

(
(T1 − t)ζ

)
и exp

(
(T1 + t)ζ

)
от оператора

(−A1/2) и запишем при 0 6 t 6 T

V (T1 − t) = exp
(
−(T1 − t)A1/2

)
=

1

2πi

∫

Γ1

exp
(
(T1 − t)ζ

)
R(ζ,−A1/2) dζ,

V (T1 + t) = exp
(
−(T1 + t)A1/2

)
=

1

2πi

∫

Γ1

exp
(
(T1 + t)ζ

)
R(ζ,−A1/2) dζ.

(13)

В частности,

V (T1) =
1

2πi

∫

Γ1

exp (T1ζ)R(ζ,−A1/2) dζ. (14)

Пусть Γ̃1 — произвольный ограниченный замкнутый контур, лежащий в области K(π − ϕ0/2) ∪ S(r0)
целиком и окружающий особые точки функции ν

(
ζ2,∆t, n

)
: точки ζ = 0, ζ = ±2i(β2

1 − 4β0β2)
−1/2(∆t)−1 и

ζ = ±i(−β2)
−1/2(∆t)−1 согласно (6). Тогда для оператора ν(A,∆t, n) = ν

(
(−A1/2)2,∆t, n

)
имеет место

представление [6, c. 641]

ν
(
(−A1/2)2,∆t, n

)
= ν(∞,∆t, n)E +

1

2πi

∫

Γ̃1

ν(ζ2,∆t, n)R(ζ,−A1/2) dζ, n = 0, N . (15)

Здесь

ν(∞,∆t, n) = lim
λ→∞

ν(λ,∆t, n) =
1

2

(
1− 2β2 + β1√

β2
1 − 4β0β2

)(
β1 +

√
β2
1 − 4β0β2

−2β2

)n

+

+
1

2

(
1 +

2β2 + β1√
β2
1 − 4β0β2

)(
β1 −

√
β2
1 − 4β0β2

−2β2

)n

.
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Согласно (14) и (15), справедливы соотношения

ν(A,∆t, n)V (T1) =
ν(∞,∆t, n)

2πi

∫

Γ1

exp (T1ζ)R(ζ,−A1/2) dζ +

+
1

(2πi)2

∫

Γ̃1

∫

Γ1

ν(ζ′2,∆t, n) exp (T1ζ)R(ζ′,−A1/2)R(ζ,−A1/2) dζ′dζ =

=
ν(∞,∆t, n)

2πi

∫

Γ1

exp (T1ζ)R(ζ,−A1/2) dζ +

+
1

(2πi)2

∫

Γ1

( ∫

Γ̃1

ν(ζ′2,∆t, n) dζ′

ζ′ − ζ

)
exp (T1ζ)R(ζ,−A1/2) dζ −

− 1

(2πi)2

∫

Γ̃1

( ∫

Γ1

exp (T1ζ) dζ

ζ′ − ζ

)
ν(ζ′2,∆t, n)R(ζ′,−A1/2) dζ′.

(16)

Поскольку в силу теоремы Коши имеют место равенства

∫

Γ̃1

ν(ζ′2,∆t, n) dζ′

ζ′ − ζ
= 2πi

(
ν(ζ2,∆t, n)− ν(∞,∆t, n)

)
∀ζ ∈ Γ1,

∫

Γ1

exp (T1ζ) dζ

ζ′ − ζ
= 0 ∀ζ′ ∈ Γ̃1,

из (13) и (16) с учетом (9) следует

2ν(A,∆t, n)V (T1)− V (T1 + t)− V (T1 − t) =

=
1

2πi

∫

Γ1

(
2ν(ζ2,∆t, n)− exp (ζt) − exp (−ζt)

)
exp (ζT1)R(ζ,−A1/2) dζ. (17)

Воспользуемся теперь интегральным представлением для резольвенты R(ζ,−A−1/2):

R(ζ,−A1/2) =
1

2πi

∫

Γ

R(λ,A)

ζ +
√
λ
dλ. (18)

В (18) контур Γ состоит из лучей | argλ| = ϕ0. Подставляя (18) в (17), получаем

2ν(A,∆t, n)V (T1)− V (T1 + t)− V (T1 − t) =

=
1

2πi

∫

Γ1

(
2ν(ζ2,∆t, n)− exp (ζt)− exp (−ζt)

)
exp (ζT1)

(
1

2πi

∫

Γ

R(λ,A)

ζ +
√
λ
dλ

)
dζ.

(19)

Поменяем в (19) порядок интегрирования, пользуясь теоремой Фубини [7, c. 354]. Используя интегральную
теорему Коши для неограниченного контура [1, с. 136], приходим к представлению

2ν(A,∆t, n)V (T1)− V (T1 + t)− V (T1 − t) =

=
1

2πi

∫

Γ

R(λ,A)

(
1

2πi

∫

Γ1

(
2ν(ζ2,∆t, n)− exp (ζt) − exp (−ζt)

)
exp (ζT1)√

λ− (−ζ)
dζ

)
dλ =

=
1

2πi

∫

Γ

(
2ν(λ,∆t, n)− exp

(
−
√
λt
)
− exp

(√
λ t
))

exp
(
−T1

√
λ
)
R(λ,A) dλ.

Здесь в силу (9) подынтегральные функции экспоненциально убывают на бесконечности. Возвращаясь
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к (12), для погрешности аппроксимации с учетом условия 1 имеем оценку
∥∥xn − x(n∆t)

∥∥ 6

6
C2

2π

∫

Γ

∣∣∣2ν(λ,∆t, n)− exp
(
−
√
λ t
)
− exp

(√
λ t
)∣∣∣ exp

(
−T1Re

√
λ
) ∥∥R(λ,A)

∥∥ |dλ|
∥∥x(T1)

∥∥ 6

6
C3

2π

∫

Γ

∣∣∣2ν(λ,∆t, n)− exp
(
−
√
λ t
)
− exp

(√
λ t
) ∣∣∣ exp

(
−T1Re

√
λ
)

1 + |λ| |dλ|.

(20)

4. Перейдем к доказательству основных результатов работы. Прежде всего, получим оценку выра-

жения
∣∣∣2ν(λ,∆t, n) − exp

(
−
√
λ t
)
− exp

(√
λ t
)∣∣∣ = 2

∣∣∣vn − ch
(√

λ t
)∣∣∣, обеспечивающую выполнение условия

аппроксимации (8). Обозначим для удобства ε =
√
λ ∆t. На основании (6) запишем

∣∣∣2ν(λ,∆t, n)− exp
(
−
√
λ t
)
− exp

(√
λ t
)∣∣∣ 6

6
∣∣µn

1 − exp (nε)
∣∣+
∣∣µn

2 − exp (−nε)
∣∣+
∣∣∣∣∣
(2β2 + β1)(µ

n
2 − µn

1 )√
β2
1 − 4β0β2 + 4ε−2

∣∣∣∣∣.
(21)

Оценим слагаемые в правой части (21), считая, что Re
√
λ 6 Λ, причем Λ выбирается так, чтобы

|ε| =
∣∣√λ ∆t

∣∣ < 1. Рассмотрим первое слагаемое в правой части (21). Имеем

∣∣µn
1 − exp (nε)

∣∣ =
∣∣∣exp

(√
λ t
)∣∣∣
∣∣∣∣∣

(
µ1

exp (ε)

)n

− 1

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣exp

(√
λ t
)∣∣∣
∣∣∣∣∣

(
1 +

µ1 − exp (ε)

exp (ε)

)n

− 1

∣∣∣∣∣. (22)

Преобразуем второе слагаемое бинома в (22):

µ1 − exp (ε)

exp (ε)
=

2 + β1ε
2 + 2ε

√
1 + (ε/2)2[β2

1 − 4β0β2] − 2 exp (ε) + 2β2ε
2 exp (ε)

2(1− β2ε2) exp (ε)
=

=
2
(
1 + ε− exp (ε)

)
+ 2ε

(√
1 + (ε/2)2[β2

1 − 4β0β2] − 1
)
+ ε2

(
β1 + 2β2 exp (ε)

)

2(1− β2ε2) exp (ε)
.

(23)

Поскольку Re ε > 0 при λ ∈ Γ и β2 < 0, имеем
∣∣exp (ε)

∣∣ > 1 и
∣∣1− β2ε

2
∣∣ > 1. Далее, Re ε2 > 0 при λ ∈ Γ и

∣∣1 + ε− exp (ε)
∣∣ 6 |ε|2

2
+

|ε|3
4

+ . . .+
|ε|k
2k−1

+ . . . = |ε| |ε|/2
1− |ε|/2 =

|ε|2
2− |ε| < |ε|2, |ε| < 1,

∣∣∣
√
1 + (ε/2)2(β2

1 − 4β0β2) − 1
∣∣∣ =

|ε/2|2(β2
1 − 4β0β2)∣∣∣

√
1 + (ε/2)2(β2

1 − 4β0β2) + 1
∣∣∣
6

|ε|2(β2
1 − 4β0β2)

8
,

∣∣β1 + 2β2 exp (ε)
∣∣ 6 |β1|+ 2|β2| exp (1), |ε| < 1.

(24)

Обозначим s =
µ1 − exp (ε)

exp (ε)
. Учитывая (24), с использованием (23) получаем

|s| 6
(
1 +

β2
1 − 4β0β2

8
+

|β1|
2

+ |β2| exp (1)
)
|ε|2 = C4|ε|2, ε ∈ Γ, |ε| < 1. (25)

В наших обозначениях n =
√
λ tε, поэтому в силу (25) выполняется n|s| 6 C4|λt∆t|. Следовательно,

∣∣(1 + s)n − 1
∣∣= |C1

ns+ C2
ns

2 + . . .+ Cn
ns

n| 6 n|s|+ n2|s|2 + . . .+ nn|s|n =

= n|s| 1−
(
n|s|

)n

1− n|s| 6 4n|s| 6 4C4|λ|t∆t,

если n|s| < 1/2. Отметим, что результирующая оценка (см. (28)) будет использоваться именно при малых
значениях n|s|. Таким образом, в силу (22)

∣∣µn
1 − exp (nε)

∣∣ 6C5

∣∣∣exp
(√

λ t
)∣∣∣ |λ|∆t,

∣∣µn
2 − exp (−nε)

∣∣6C6

∣∣∣exp
(√

λt
)∣∣∣ |λ|∆t

(26)
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с постоянными C5 и C6, не зависящими от n, t и ∆t. Наконец, с помощью (9) находим
∣∣∣∣∣
(2β2 + β1)(µ

n
2 − µn

1 )√
β2
1 − 4β0β2 + (2/ε)2

∣∣∣∣∣ 6
(
|2β2 + β1

∣∣)
(
|µ2|n + |µ1|n

)

2
|ε| 6 C7|2β2 + β1|

∣∣∣exp
(√

λ t
)∣∣∣
∣∣√λ

∣∣∆t. (27)

Подставляя (26) и (27) в (21), получаем искомую промежуточную оценку
∣∣∣2ν(λ,∆t, n)− exp

(
−
√
λ t
)
− exp

(√
λ t
)∣∣∣ 6 C8

∣∣∣exp
(√

λ t
)∣∣∣ |λ|∆t (28)

с постоянной C8, не зависящей от λ, n и ∆t, которая имеет место при |
√
λ| 6 0,5C−1

4 T−1.
Продолжим теперь оценку интеграла в правой части последнего неравенства из (20). Для этого контур

Γ разобьем на два участка: Γ(1) =
{
λ ∈ Γ : Re

√
λ 6 Λ

}
и Γ(2) =

{
λ ∈ Γ : Re

√
λ > Λ

}
. Выбрав произвольно

T̃ ∈ (T, T1), в силу (9) и (28) запишем

∥∥xn − x(n∆t)
∥∥6C9

{ ∫

Γ(1)

∣∣∣2ν(λ,∆t, n)− exp
(
−
√
λ t
)
− exp

(√
λ t
)∣∣∣
∣∣∣exp

(
−T1

√
λ
)∣∣∣

1 + |λ| |dλ|+

+

∫

Γ(2)

2
∣∣∣ν(λ,∆t, n) exp

(
−T1

√
λ
)∣∣∣

1 + |λ| |dλ|+
∫

Γ(2)

2
∣∣∣exp

(
−(T1 − t)

√
λ
)∣∣∣

1 + |λ| |dλ|
}

6

6C9

{
C8 exp (ΛT )

(
Λ

cos (ϕ0/2)

)2

∆t

∫

Γ(1)

∣∣∣exp
(
−T1

√
λ
)∣∣∣

1 + |λ| |dλ|+

+ 2(C1 + 1) exp
(
−(T1 − T̃ )Λ

) ∫

Γ(2)

∣∣∣exp
(
−(T̃ − t)

√
λ
)∣∣∣ |dλ|

1 + |λ|

}
,

(29)

где t = n∆t и n = 0, N .
Полагая Λ = −T−1

1 ln∆t, из (29) получим
∥∥xn − x(n∆t)

∥∥ 6 C10

[
(∆t)1−T/T1(− ln∆t)2 + (∆t)1−T̃ /T1

]
.

Окончательная оценка имеет вид

∥∥xn − x(n∆t)
∥∥ 6 C11(∆t)q , 0 6 n 6 N, q ∈

(
0, 1− T

T1

)
, (30)

с постоянной C11 = C11(q), не зависящей от n и ∆t.
Тем самым доказана следующая теорема.

Теорема 1. Пусть выполняется условие 1 и приближения к решению задачи Коши (1), (2) строят-

ся по схеме (3), коэффициенты которой удовлетворяют условию (7). Предположим, что выполняется

условиe (9) и решение задачи Коши (1), (2) существует на отрезке [0, T1], где T1 = aT , a > 1. Тогда

имеет место оценка (30).

5. Рассмотрим теперь случай, когда решение задачи Коши (1), (2) существует на отрезке [0, T ], но
элемент x(T ) допускает истокообразное представление

x(T ) = Apw, w ∈ X, (31)

с некоторым p > 0. В этом случае с использованием интегрального представления для дробной степени
оператора A [1, с. 140] аналогично (20) получим оценку

∥∥xn − x(n∆t)
∥∥ 6

C12

2π

∫

Γ

∣∣∣2ν(λ,∆t, n)− exp
(
−
√
λ t)− exp

(√
λ t)
∣∣∣ exp

(
−TRe

√
λ )

|λ|p
(
1 + |λ|

) |dλ| ‖w‖. (32)

Разбивая контур Γ на те же части, что и в (29), выберем величину Λ = −T̃ −1 ln (∆t) с некоторым
T̃ > T . Тогда оценка (32) принимает следующий вид для t = n∆t и n = 0, N − 1:

∥∥xn − x(n∆t)
∥∥ 6

{
C13 exp (ΛT )Λ

2∆t

∫

Γ(1)

∣∣∣exp
(
−T

√
λ
)∣∣∣

|λ|p
(
1 + |λ|

) |dλ|+ 2(C14 + 1)

∫

Γ(2)

|dλ|
|λ|p

(
1 + |λ|

)
}
;
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поэтому
∥∥xn − x(n∆t)

∥∥ 6 C15

[
(− ln ∆t)2(∆t)1−T/T̃ + (− ln ∆t)−p/T̃

]
. Отсюда заключаем, что

∥∥xn − x(n∆t)
∥∥ 6 C16(− ln ∆t)−q, 0 6 n 6 N, q ∈ (0, p/T ). (33)

Доказано следующее утверждение.

Теорема 2. Пусть приближенное решение задачи Коши (1), (2) на отрезке [0, T ] строится по

схеме (3) при условии (7), выполняется оценка (9) и имеет место истокообразное представление (31).
Тогда справедлива оценка (33) с постоянной C16 = C16(q), не зависящей от n и ∆t.

В заключение отметим, что задача Коши с начальными условиями вида x(0) = x0, ẋ(0) = x′

0 6= 0
сводится к (1), (2) и задаче

ẍ(t) = Ax(t), x(0) = 0, ẋ(0) = x′

0. (34)

В предположении разрешимости (34) для аппроксимации ее решения применима изложенная выше
схема. В этом случае начальные условия для (3) принимают вид x0 = 0, x1 = ẋ(0)∆t. Условия (7) и указан-
ные выше условия на коэффициенты разностной схемы, обеспечивающие справедливость (9), позволяют
получить аналоги теорем 1 и 2, если x′

0 ∈ D(A1/2). Авторы предполагают посвятить этому отдельную
публикацию.
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