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À. À. Áðûçãàëîâ 1, Ô. È. Êàðìàíîâ 1

Ðàçðàáîòàí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ áàçèñíûõ ôóíêöèé äëÿ çàäà÷ ñ îã ðàíè÷åííûìè ïîòåíöèàëàìè. Ñ
ïîìîùüþ ìîäèôèöèðîâàííîãî âàðèàöèîííîãî ìåòîäà ïîëó÷åíû ñîáñòâåííûå ôóíêöèè è óðîâ-
íè ýíåðãèè äëÿ ñëó÷àÿ äâóìåðíîãî êâàíòîâîãî êîëüöà, íàõîäÿ ùåãîñÿ â îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì
ïîëå. Ðàññìîòðåí ñëó÷àé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ïî êîîðäèíàò å. Ïîëó÷åííûå áàçèñíûå ôóíêöèè
ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ âðåìåíí�îé äèíà ìèêè âîëíîâûõ ôóíêöèé ýëåê-
òðîíîâ äâóìåðíîãî êîëüöà â îáëàñòè êîíå÷íîãî ðàçìåðà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âàðèàöèîííûé ìåòîä, ìåòîä ðàñùåïëåíèÿ ïî ôèçè÷åñêèì ôàêòî ðàì, áàçèñíûå
ôóíêöèè, ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà, äâóìåðíîå êâ àíòîâîå êîëüöî.

1. Ââåäåíèå. Âàðèàöèîííûé ìåòîä [1] ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ðàñïðîñòðàíåííûõ ñïîñîáîâ ïðèáëèæåííîãî
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà [2, 3]. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ìåòîäà , êàê ïðàâèëî, ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû
óðîâíè ýíåðãèè èññëåäóåìîé êâàíòîâîé ñèñòåìû è âîëíîâûå ôó íêöèè íèçêîëåæàùèõ ñîñòîÿíèé, ïðè ýòîì
òî÷íîñòü ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè çàâèñ èò îò âèäà ïðîáíîé ôóíêöèè 	 var .

Â ðàáîòå [4] ðàññìàòðèâàåòñÿ îáîáùåíèå ñòàíäàðòíîãî ìåòîä à íà ñëó÷àé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè îò
0 äî R0 â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Âûáîð ïàðàìåòðè÷åñêîé ïð îáíîé ôóíêöèè ïðîèçâîäèòñÿ íà
îñíîâå ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàñòÿæåíèÿ êîîðäèíàòû r 0 ! �r , ãäå � � âàðüèðóåìûé ïàðàìåòð, è èñõîäÿ èç
òî÷íîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿ ìè â íóëå è íà áåñêîíå÷íîñòè. Ïðè òàêîì
ïîäõîäå ñèììåòðèÿ ñèñòåìû íå íàðóøàåòñÿ.

Â öèëèíäðè÷åñêîé ãåîìåòðèè êëàññ ïîòåíöèàëîâ, äëÿ êîòîðûõ èçâåñòíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, âåñü-
ìà îãðàíè÷åí. Ýòî � ïîòåíöèàëû 1=r2, r 2 è èõ êîìáèíàöèÿ. Êóëîíîâñêèå ïîòåíöèàëû äëÿ îïèñàíèÿ ýëåê-
òðîíåéòðàëüíûõ ñèñòåì íå àêòóàëüíû. Â òî æå âðåìÿ ïîòðåáíîñ òè ïðàêòèêè êîíñòðóèðîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ
íàíîóñòðîéñòâ è íàíîñèñòåì òðåáóþò ðàáîòû ñ ïîòåíöèàëàìè ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì, îáåñïå÷èâàþùèì
äâèæåíèå ýëåêòðîíîâ â îãðàíè÷åííîì îáúåìå [5]. Èíòóèòèâíî ïîíÿòíûå òðåáîâàíèÿ ê ïîòåíöèàëó ñâî-
äÿòñÿ ê íàëè÷èþ ó âûáðàííîé çàâèñèìîñòè ìèíèìóìà â îãðàíè÷å ííîé îáëàñòè, ñâèäåòåëüñòâóþùåìó î
íåêîòîðîì ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè â ñèñòåìå [6].

Äëÿ çàäà÷ ðàñ÷åòà âðåìåíí�îé äèíàìèêè êâàíòîâûõ ñèñòåì îñî áîãî òèïà (êâàíòîâîå êîëüöî, êâàíòîâàÿ
òî÷êà è äð.) â ðàáîòå [7] ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ðàñùåïëåíèÿ ïî ôè çè÷åñêèì ôàêòîðàì ñ èñïîëüçîâàíèåì
ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì ñòàöèîíàðíîé
çàäà÷è. Äàííûå ôóíêöèè ñîñòàâëÿþò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ.

Ñóùåñòâóþò çíà÷èòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà ïðèìåíåíèå ìåòîäà ðàñùåïëåíèÿ ïî ôèçè÷åñêèì ôàêòî-
ðàì äëÿ ýòîé çàäà÷è. Âî-ïåðâûõ, âèä ïîòåíöèàëà V (r ) ôèêñèðîâàí (â ñèëó êëàññà èçâåñòíûõ àíàëèòè÷å-
ñêèõ ðåøåíèé):

V (r ) =
a1

r 2 + a2r 2 � V0; (1)

ãäåa1, a2 è V0 � íåêîòîðûå êîíñòàíòû.
Âî-âòîðûõ, àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíè ÿ Øðåäèíãåðà

bH 	 = E 	 (2)

ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî òîëüêî äëÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé âèäà [8]

	(0) = 	( 1 ) = 0 . (3)

1 Îáíèíñêèé èíñòèòóò àòîìíîé ýíåðãåòèêè ÍÈßÓ ÌÈÔÈ, Ñòóäãîðî äîê 1, 249040, ã. Îáíèíñê, Êà-
ëóæñêàÿ îáë.; À. À. Áðûçãàëîâ, àñïèðàíò, e-mail: sandro185 @mail.ru; Ô. È. Êàðìàíîâ, äîöåíò, e-mail:
�karm@yandex.ru
c Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé âû÷èñëèòåëüíûé öåíòð ÌÃÓ èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà
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Îáîáùåííûé âàðèàöèîííûé ìåòîä â ñèëó îäíîðîäíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé

	( R1) = 	( R2) = 0 , (4)

ãäå R1 è R2 � âíóòðåííèé è âíåøíèé ðàäèóñû êîëüöà, ÿâëÿåòñÿ óäà÷íûì èíñ òðóìåíòîì äëÿ ïîëó÷å-
íèÿ áàçèñíûõ ôóíêöèé, êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, èñïîëüçóþòñ ÿ â ìåòîäå ðàñùåïëåíèÿ ïî ôèçè÷åñêèì
ôàêòîðàì.

Äàííûé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèì, ÷òî îïðåä åëÿåò áîëåå âûñîêóþ òî÷íîñòü, ÷åì â
÷èñëåííûõ ìåòîäàõ [7]. Êðîìå òîãî, ïðèìåíåíèå âàðèàöèîííî ãî áàçèñà ïîçâîëÿåò ñîõðàíèòü ìåòîäèêó
ðàñùåïëåíèÿ è ôàêòè÷åñêè ðàñøèðèòü ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè ä ëÿ îáëàñòåé êîíå÷íîãî ðàçìåðà ñ ìèíè-
ìàëüíîé ïîòåðåé òî÷íîñòè.

Çàäà÷à î âðåìåíí�îé äèíàìèêå ðàññìàòðèâàåòñÿ â êà÷åñòâå ïî äãîòîâèòåëüíîãî ýòàïà äëÿ ìîäåëèðîâà-
íèÿ ïðîöåññîâ òóííåëèðîâàíèÿ ýëåêòðîíîâ ÷åðåç íàíîñòðóêò óðû.

2. Îáîáùåííûé âàðèàöèîííûé ìåòîä. Ñëåäóþùèå øàãè ïîçâîëÿò êðàòêî âîññîçäàòü ïðîöåäóðó
îáîáùåííîãî âàðèàöèîííîãî ìåòîäà.

1. Ïóñòü óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà (2) èìååò àíàëèòè÷åñêîå ðåøå íèå ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè âèäà (3).
2. Ðàññìîòðèì îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü D ñ íåïðîíèöàåìîé ãðàíèöåé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ãàìèëüòîíèàí å

bH áóäåò ó÷òåí äîïîëíèòåëüíûé óäåðæèâàþùèé ïîòåíöèàë òèïà

Va(r ) =
�

0, r 2 D;
1 , r =2 D:

(5)

3. Òîãäà â êà÷åñòâå ïðîáíîé ôóíêöèè âûáèðàåòñÿ

	 var =  (�; r ) (6)

ñ ìîäèôèöèðîâàííîé êîîðäèíàòîé, ñîäåðæàùåé èíôîðìàöèþ îá ýíåðãåòè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ñèñòåìû.

Ðèñ. 1. Äâóìåðíîå êâàíòîâîå êîëüöî
â îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå

4. Ýíåðãèþ ñèñòåìû îöåíèì ïóòåì ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà

E > min
Z

�

	 �
var

bH 	 var d� (7)

c óñëîâèåì íîðìèðîâêè
Z

�

	 �
var 	 var d� = 1 . (8)

5. Íåèçâåñòíûé âàðèàöèîííûé ïàðàìåòð ìîæåò áûòü ðàññ÷è-
òàí èç óñëîâèÿ

@E
@�

= 0 . (9)

3. Ýëåêòðîí â äâóìåðíîì êâàíòîâîì êîëüöå. Ðàññìîòðèì ýëåêòðîí ñ ýôôåêòèâíîé ìàññîé � è
çàðÿäîì e, íàõîäÿùèéñÿ â äâóìåðíîì êâàíòîâîì êîëüöå â ïðèñóòñòâèè ñè ëüíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Âåêòîð
íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ íàïðàâëåí ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòè êîëüöà (ðèñ. 1), à ïîòåíöèàë
êîëüöà îïðåäåëåí â (1).

Òî÷íîå ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è ïðèâîäèòñÿ â ðàáîòå [8] äëÿ ãðà íè÷íûõ óñëîâèé (3):

 (r ) =
1
�

�
r
�

� M (m )

exp
�

�
r 2

4� 2

�

1F1

 

� n; M (m) + 1 ;
r 2

2� 2

!

, (10)

ãäå� =

r
~

�!
, M =

r

m2 +
2a1�
~2 , ! =

s
e2H 2

� 2 +
8a2

�
; 1F1 � âûðîæäåííàÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

è m � êâàíòîâîå ÷èñëî óãëîâîãî ìîìåíòà. Äàëåå, èñïîëüçóåì ýòó ô óíêöèþ äëÿ ïîëó÷åíèÿ óðîâíåé ýíåðãèè
è âîëíîâûõ ôóíêöèé ýëåêòðîíîâ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè, çàìå íèâ r íà �r :

 (r ) =
1
�

�
�r
�

� M (m )

exp

 

�
(�r )2

4� 2

!

1F1

 

� n; M (m) + 1 ;
(�r )2

2� 2

!

. (11)
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Òàêîé âûáîð íå âëèÿåò íà îáùóþ ïðîöåäóðó ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåí íûõ è ñîõðàíÿåò öèëèíäðè÷åñêóþ
ñèììåòðèþ. Êðîìå òîãî, ïðè ïîñòîÿííîì � ôóíêöèè (11) ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè ñ âåñîì �r . Ýòî
ëåãêî ïðîâåðèòü, ñäåëàâ îáðàòíóþ çàìåíó �r ! x. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè (7)�(9) íàõîäèì çíà÷åíèå
ïàðàìåòðà � , à çíà÷èò, ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè è âîëíîâûå ôóíêöè è.

Íîâûå áàçèñíûå ôóíêöèè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â ìåòîäå ðàñ ùåïëåíèÿ ïî ôèçè÷åñêèì ôàêòîðàì,
îïèñàííûì â ðàáîòå [7] äëÿ ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíîãî óðàâíåí èÿ Øðåäèíãåðà. Â äàííîì ìåòîäå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ïîëó÷àåòñÿ àíàëèòè÷åñêè íà îäíîì âðå ìåíí�îì ñëîå. Èñïîëüçîâàíèå âàðèàöèîííûõ
áàçèñíûõ ôóíêöèé âèäà (11) ïîçâîëÿåò ñîõðàíèòü ñõåìó ðàñùå ïëåíèÿ áåç èçìåíåíèé.

4. Âàðèàíòû âûáîðà îáëàñòè. Òàê êàê äàííàÿ ðàáîòà âûïîëíÿåòñÿ ñ öåëüþ èñïîëüçîâàíèÿ âà-
ðèàöèîííûõ ôóíêöèé â êà÷åñòâå áàçèñà äëÿ ðàçëîæåíèÿ, âûÿâè ì îáëàñòè, äëÿ êîòîðûõ ïðåäëàãàåìàÿ
ìåòîäèêà ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ýôôåêòèâíîé. Ðàçëîæåíèå ïî áàç èñó ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì ñîîòíîøå-
íèåì [3]:

	 =
X

n

Cn  n , (12)

ãäå n ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè è Cn � êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ. Ïðè ïðàêòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèÿõ
ñóììà áåðåòñÿ ïî 8�16 ïåðâûì ÷ëåíàì. Ýòî îáóñëîâëåíî, ñ îäíî é ñòîðîíû, óìåíüøåíèåì ïîãðåøíîñòè,
ñâÿçàííîé ñ îãðàíè÷åííîñòüþ íàáîðà  n , à ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñ ïîãðåøíîñòüþ, âûçâàííîé ïðèáëèæåííû ì
âû÷èñëåíèåì áîëüøèõ ìàòðèö, èõ îáðàùåíèåì è äð. Êðîìå òîãî, âêëàä îò ñëàãàåìûõ ñ ðîñòîì n óìåíüøà-
åòñÿ. Â òî æå âðåìÿ äëÿ ñëó÷àÿ îáëàñòè, ñîäåðæàùåé íåçíà÷èòåëüíîå ÷èñëî ñîñòîÿíèé (ìåíåå 8 áàçèñíûõ
ôóíêöèé), ÷èñëî ñëàãàåìûõ â ðàçëîæåíèè íåäîñòàòî÷íî äëÿ ñî õðàíåíèÿ íåîáõîäèìîé òî÷íîñòè. Â òàêîì
ñëó÷àå íåîáõîäèìî äîïîëíèòü áàçèñ ôóíêöèÿìè äðóãîãî òèïà. Ïîäðîáíåå îá ýòîì â ðàçäåëå 7.

Ðèñ. 2. Ìîäèôèêàöèÿ ôîðìû ïîòåíöèàëà V (r ): à) ñäâèã âëåâî îòíîñèòåëüíî ìèíèìóìà;
á) ñäâèã âïðàâî îòíîñèòåëüíî ìèíèìóìà

Äëÿ ïîòåíöèàëà âèäà (1) ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî âîçìîæíîñòåé âûáîðà îãðàíè÷åííîé îáëàñòè (ðèñ. 2):
îáëàñòè, ñîäåðæàùèå ìèíèìóì ïîòåíöèàëà, è îáëàñòè, íå ñîäå ðæàùèå ìèíèìóì ïîòåíöèàëà. Åñòåñòâåííûé
èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò òîëüêî ïåðâûé òèï îáëàñòåé èç-çà ïðèá ëèæåííîñòè ê ðåàëüíûì ñèñòåìàì.

Â ñâîþ î÷åðåäü, åñòü òðè âîçìîæíîñòè äëÿ îáëàñòåé, âêëþ÷àþù èõ ìèíèìóì ïîòåíöèàëà:
à) ñèììåòðè÷íàÿ îòíîñèòåëüíî ìèíèìóìà Rmin îáëàñòü (Rmin � R1 = R2 � Rmin ); â òàêîì ñëó÷àå � = 1

äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé, îäíàêî ÷èñëî ñîñòîÿíèé êîíå÷ íî;
á) íåñèììåòðè÷íàÿ îáëàñòü ñî ñäâèãîì âëåâî; â ñèëó ìîäèôèêà öèè êîîðäèíàòû èìååì � > 1.
â) íåñèììåòðè÷íàÿ îáëàñòü ñî ñäâèãîì âïðàâî, � < 1.
Ðàññìîòðèì îáëàñòü ñî ñäâèãîì âëåâî îò ìèíèìóìà ïîòåíöèàëà (230�550 íì) è ñî ñäâèãîì âïðàâî

(280�600 íì).
5. Àëãîðèòì ðàñ÷åòà. Ñîãëàñíî ôîðìóëàì (5)�(9), ðàñ÷åòû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé òåõ íè÷åñêè ñëîæ-

íóþ çàäà÷ó, òàê êàê íåîáõîäèìî ðàáîòàòü ñ ïîëèíîìàìè âûñîêè õ ñòåïåíåé âèäà (11). Íåêîòîðûå ïðèåìû,
îïèñûâàåìûå äàëåå, ïîçâîëÿò ñîêðàòèòü âðåìÿ ðàñ÷åòà.
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Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòü ýíåðãèè E îò âàðèàöèîííîãî ïàðàìåòðà � : äëÿ îáëàñòè 230�550 íì à) n = 7 è
á) n = 8 ; äëÿ îáëàñòè 280�600 íì â) n = 7 è ã) n = 8 . I � èíòåðâàëû, óäîâëåòâîðÿþùèå

ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì è óìåíüøàþùèåñÿ ñ ðîñòîì n

Àëãîðèòì ïîèñêà ìèíèìóìà ôóíêöèè E(� ) ïî ôîðìóëå (9) ìîæíî îïèñàòü íà îñíîâå ðèñ. 3. Èìååòñÿ
íåñêîëüêî ìèíèìóìîâ íà ïîêàçàííîì èíòåðâàëå. ßñíî, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà çíà÷åíèÿìè âîëíîâîé ôóíê-
öèè íà ãðàíèöàõ îáëàñòè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, èìååì � = 1 . Êàê âèäíî íà ðèñóíêå, èìåííî â ýòîé òî÷êå
åñòü ìèíèìóì.

Ïåðåéäåì ê ñëó÷àÿì, ïîêàçàííûì íà ðèñ. 2. Ïðè çíà÷èòåëüíîì ñ îêðàùåíèè ðàññìàòðèâàåìîé îáëà-
ñòè îñíîâíûì êðèòåðèåì ïîèñêà âàðèàöèîííîãî êîýôôèöèåíòà � ñòàíîâÿòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (4). Ïðè
èçìåíåíèè � ïðîèñõîäèò ñìåùåíèå âîëíîâîé ôóíêöèè  var âäîëü îñè r . Ïîèñê ìèíèìóìà ñîãëàñíî (9)
òåïåðü ÿâëÿåòñÿ âòîðè÷íûì àñïåêòîì. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ï îäîáðàòü îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå � . Âûäå-
ëèì (ðèñ. 3) ïðîìåæóòîê çíà÷åíèé � , óäîâëåòâîðÿþùèé ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì, à çàòåì íàéäåì ìèíèì óì
ôóíêöèè E âíóòðè ýòîãî ïðîìåæóòêà. Ââèäó òîãî ÷òî ñ ðîñòîì n âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ çàíèìàåò áîëüøåå
ïðîñòðàíñòâî, ìèíèìóì ôóíêöèè E(� ) áóäåò íàõîäèòüñÿ â ðàçíûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ òî÷êàõ äëÿ ðàçí ûõ
çíà÷åíèé n (ñîîòâåòñòâåííî, � áóäåò çàâèñåòü îòn). Îäíàêî åñëè èñïîëüçîâàòü áàçèñ ñ ïåðåìåííûì � ,
òî ñìåùåííûå çíà÷åíèÿ óðîâíåé ýíåðãèè èçìåíÿò ñòðóêòóðó ýô ôåêòèâíîãî ïîòåíöèàëà [6], ÷åãî áûòü
íå äîëæíî. Êðîìå òîãî, òàêîé íàáîð âîëíîâûõ ôóíêöèé (11) îêà æåòñÿ íåîðòîãîíàëüíûì êàê ðàç èç-çà
èçìåíåíèÿ � (n).

Ñòðîãî ãîâîðÿ, äëÿ êàêîãî-òî nmax ìîæåò íå íàéòèñü � , ïðè êîòîðîì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (4) âûïîë-
íÿþòñÿ ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ. Ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýòî á óäåò îçíà÷àòü, ÷òî ñóùåñòâóåò íåíóëåâàÿ
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âåðîÿòíîñòü íàõîæäåíèÿ ÷àñòèöû â íåäîñòóïíîé îáëàñòè (çà á åñêîíå÷íî âûñîêèìè ñòåíêàìè), ÷òî ïðîòè-
âîðå÷èò ïîñòàíîâêå çàäà÷è. Ïîýòîìó ïðè ïîñòðîåíèè áàçèñà í åîáõîäèìî îïðåäåëèòü nmax , ïðè êîòîðîì
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïîèñê � ñâîäèòñÿ ê ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà (7) äëÿ
nmax . Åñëè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (4) âûïîëíÿþòñÿ äëÿ âîëíîâîé ôóíêö èè ñ nmax , òî äëÿ âñåõ ôóíêöèé ñ
ìåíüøèì n îíè òàêæå áóäóò âûïîëíÿòüñÿ ââèäó ìåíüøåé ïðîñòðàíñòâåííî é ïðîòÿæåííîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðàñ÷åòîâ âàðèàöèîííîãî áàçèñà íåîáõîäè ìî âû÷èñëèòü � òîëüêî äëÿ îäíîé ôóíê-
öèè ñ n = nmax , à çàòåì ðàññ÷èòàòü çíà÷åíèÿ óðîâíåé ýíåðãèè ïî èçâåñòíîìó � .

Ðèñ. 4. Ïàðàáîëà U(r ) â ñðàâíåíèè ñ ïîòåíöèàëîì Ðèñ. 5. Èñêóññòâåííîå ðàçäåëåíèå ïîòåíöèàëà
V (r ) â îáëàñòè 230�550 íì V (r ) íà ýíåðãåòè÷åñêèå çîíû, îòâå÷àþùèå

ðàçíûì òèïàì çàäà÷

6. Ïðèáëèæåííàÿ îöåíêà ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ n. Íåêîòîðûå îöåíêè ïîìîãóò îòíîñèòåëüíî
áûñòðî îïðåäåëèòü ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå n äëÿ äàííîé îãðàíè÷åííîé ñèñòåìû.

Ïåðâàÿ ãðóáàÿ îöåíêà � íèæíÿÿ òî÷êà ïåðåõîäà ïîòåíöèàëà êâà íòîâîãî êîëüöà â ïîòåíöèàë êâàí-
òîâîé ÿìû. Ðàññ÷èòàâ óðîâíè ýíåðãèè äëÿ áåñêîíå÷íîé îáëàñò è ñîãëàñíî [8], ìîæíî ñäåëàòü ïðåäåëü-
íóþ îöåíêó ñâåðõó ÷èñëà âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé, îòíîñÿùèõñÿ ê íèæíåé ÷àñòè ïîòåíöèàëà (íàïðèìåð, íà
ðèñ. 5 � çîíà 1). Äàííàÿ îöåíêà òàêæå äîñòàòî÷íî òî÷íà äëÿ îáë àñòåé, îãðàíè÷åííûõ ñ îäíîãî êðàÿ.
Â ñëó÷àÿõ, ðàññìàòðèâàåìûõ â íàñòîÿùåé ñòàòüå, nmax îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñíî êðèòåðèþ óäîâëåòâîðåíèÿ
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ïîýòîìó, èñõîäÿ èç èçâåñòíîãî ðåøåíèÿ ä ëÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (3) è âèäà îãðàíè-
÷åííîãî ïîòåíöèàëà, ñäåëàåì ïðèáëèæåííóþ îöåíêó � ex îáëàñòè, êîòîðóþ áóäåò çàíèìàòü ñîáñòâåííàÿ
ôóíêöèÿ (11) áåç ðàñ÷åòà âàðèàöèîííîãî êîýôôèöèåíòà � , à çàòåì ïðîèçâåäåì ñðàâíåíèå ïîëó÷åííîé
âåëè÷èíû � ex ñ ðàçìåðîì îáëàñòè � r , îõâàòûâàåìîé ïîòåíöèàëîì. Åñëè îöåíêà îáëàñòè, çàíèìàåì îé ñîá-
ñòâåííîé ôóíêöèåé (11) äëÿ êîíêðåòíîãî n = n0, ìåíüøå, ÷åì � r , òî óðîâåíü n0 ñóùåñòâóåò. Ïîñëåäíåå
ñóùåñòâóþùåå n0 ÿâëÿåòñÿnmax .

Äëÿ òîãî ÷òîáû ñäåëàòü îöåíêó � ex, íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè ðÿä ïðîìåæóòî÷íûõ äåéñòâèé: îöåíè òü
ïðîñòðàíñòâåííîå ðàññòîÿíèå, çàíèìàåìîå ñîáñòâåííîé âîë íîâîé ôóíêöèåé (10), ðàññ÷èòàòü êîýôôèöèåíò
ñäâèãàG è îïðåäåëèòü � x èç ôîðìóëû

� ex = G� x. (13)

Ðàñ÷åò êîýôôèöèåíòà ñäâèãà G ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëÿþùèì â óêàçàííîé ïðîöåäóðå. Ïðåäëàãàåìà ÿ äàëåå
ìåòîäèêà ïîëó÷åíà èíòóèòèâíûì ïóòåì è äëÿ ñèëüíî ñìåùåííûõ îáëàñòåé íå äàåò òî÷íîãî ðåçóëüòàòà.

Íà ðèñ. 4 ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîòåíöèàë â ñðàâíåíèè ñ ïàðàáîëîé U(r ) =
1
2

�! 2(r � r0)2, èìåþùåé ñõîæèå

õàðàêòåðèñòèêè ñîãëàñíî [8]. Ðàññìîòðèì â îòäåëüíîñòè îòí îøåíèå Sleft ïëîùàäåé ïîä ïîòåíöèàëîì (1) è
ïîä ïàðàáîëîé íà ïðîìåæóòêå [R1; Rmin ] ñëåâà îò ìèíèìóìà è Sright � íà ïðîìåæóòêå [ R2; Rmin ] ñïðàâà
îò ìèíèìóìà. Ââèäó àñèììåòðèè (1) ïåðâàÿ âåëè÷èíà ïðåâûñèò 1, à âòîðàÿ áóäåò ìåíüøå 1 íà íåêîòîðóþ
âåëè÷èíó. Îòëè÷èå îò 1 õàðàêòåðèçóåò ñäâèã îáëàñòè, à �çíàê� îïðåäåëÿåò íàïðàâëåíèå.
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Ðàññ÷èòàåìG, íàïðèìåð òàêèì îáðàçîì:

G = Sleft Sright ; Sleft =

R minZ

R 1

V (r ) dr

0

@
R minZ

R 1

U(r ) dr

1

A

� 1

; Sright =

R 2Z

R min

V (r ) dr

0

@
R 2Z

R min

U(r ) dr

1

A

� 1

:

Ðàñ÷åòû� ex ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 1.

Òàáëèöà 1
Ðàçìåðû îáëàñòåé, çàíèìàåìûõ ñîáñòâåííûìè âîëíîâûìè ôóíê öèÿìè

äëÿ ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé, ðàññ÷èòàííûå âàðèàöèîííûì
ìåòîäîì � x è ïî ôîðìóëå (13) � ex

n (0; 1 ) 230�550 íì 230�550 íì (13) 280�600 íì 280�600 íì (13)

15 365.4 340.8 345.6 381.9 372.2
14 357.4 333.0 338.0 373.3 364.0
13 348.8 325.0 329.9 364.6 355.2
12 340.0 317.0 321.6 355.2 346.3
11 331.0 308.4 313.0 345.8 337.1
10 321.4 299.7 304.0 336.0 327.4
9 311.8 290.7 294.9 325.7 317.6
8 301.4 281.1 285.0 315.0 307.0
7 290.8 271.1 275.0 303.6 296.2
6 279.4 260.4 264.0 291.7 284.6
5 267.2 249.4 252.7 278.9 272.1
4 254.2 237.3 240.4 265.4 258.9
3 240.0 224.0 227.0 250.5 244.4
2 224.2 209.4 212.0 234.0 228.3
1 206.0 192.5 194.8 214.8 209.8
0 183.2 171.2 173.3 191.1 186.6

Êàê âèäíî èç òàáë. 1, äëÿ îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ñî ñäâèãîì âëå âî (230�550 íì) ìàêñèìàëüíî äîñòóïíîå
ñîñòîÿíèå ñ n = 12, à äëÿ îáëàñòè ñî ñäâèãîì âïðàâî � ñ n = 8 . Îòìåòèì, ÷òî ñðàâíåíèå íóæíî äåëàòü
â îáîèõ ñëó÷àÿõ ñ � r = 550 � 230 = 600� 280 = 320 íì. Èñïîëüçóÿ (13), ïîëó÷àåì çíà÷åíèÿ n = 11 è
n = 9 ñîîòâåòñòâåííî äëÿ îáëàñòåé ñî ñäâèãîì âëåâî è ñî ñäâèãîì âï ðàâî. Ñóùåñòâåííóþ îøèáêó ìîæíî
îáúÿñíèòü òåì, ÷òî â (13) íå ó÷èòûâàåòñÿ ñæàòèå/ðàñøèðåíèå âîëíîâîé ôóíêöèè ñ ðîñòîì îòëè÷èÿ �
îò åäèíèöû. Ïðè çàìåíå r ! �r ìåíÿåòñÿ âåëè÷èíà íîðìèðîâî÷íîãî êîýôôèöèåíòà, à ñëåäîâà òåëüíî, è
ïðîñòðàíñòâåííûé ðàçìåð âîëíîâîé ôóíêöèè (11) èçìåíèòñÿ.

Ðàñ÷åò òàêîãî êîýôôèöèåíòà âîçìîæåí ïðè èçâåñòíîì � , íî â ðàìêàõ äàííîé ðàáîòû òàêèå âû÷èñëå-
íèÿ íå ïðîèçâîäÿòñÿ.

Òåì íå ìåíåå, ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ïîèñêà ìàêñèìàëüíîãî n ïîçâîëÿåò çàìåòíî ñîêðàòèòü çàòðà÷è-
âàåìîå íà ðàñ÷åòû âðåìÿ. Êðîìå òîãî, ñîãëàñíî òàáë. 1 äëÿ îáë àñòåé ñî ñäâèãîì âëåâî � ex > � x, à äëÿ
îáëàñòåé ñî ñäâèãîì âïðàâî � ex < � x, ÷òî ïîçâîëèò îðèåíòèðîâàòüñÿ ïðè ïîèñêå nmax .

7. Ñëó÷àé, êîãäà nmax < 7. Äëÿ ýòîãî òèïà çàäà÷ íåîáõîäèìî âêëþ÷åíèå äîïîëíèòåëüíûõ ñ îáñòâåí-
íûõ ôóíêöèé è çíà÷åíèé óðîâíåé ýíåðãèè, ïîñêîëüêó âàðèàöèî ííûõ áàçèñíûõ ôóíêöèé íåäîñòàòî÷íî äëÿ
ñîõðàíåíèÿ äîïóñòèìîãî óðîâíÿ òî÷íîñòè.

Ñòðîãî ãîâîðÿ, íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü òðè òèïà ýíåðãåòè ÷åñêèõ çîí (ðèñ. 5): çîíà, îïðåäåëÿå-
ìàÿ ïîòåíöèàëîì V (r ); ïåðåõîäíàÿ çîíà; çîíà, îïðåäåëÿåìàÿ ïîòåíöèàëîì ÿìû ñ áåñ êîíå÷íî âûñîêèìè
ñòåíêàìè.

Ñëåäóåò ïîíèìàòü, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì êðóãå çàäà÷ ïðèñóò ñòâóåò îäíîðîäíîå ìàãíèòíîå ïîëå. À
ýòî îçíà÷àåò íàëè÷èå äîïîëíèòåëüíîãî ïîòåíöèàëà (â òîì ÷èñ ëå è äëÿ êâàíòîâîé ÿìû) âèäà

Vmag =
�

m
r

�
r

2a2
n

� 2

; (14)

ãäå an =

r
~

eH
. Â òàêîì ïîòåíöèàëå, íàïðèìåð ïðè m = 0 , âîëíîâîé ïàêåò â ïðîöåññå ýâîëþöèè áóäåò

�ñîáèðàòüñÿ� âáëèçè öåíòðà êîîðäèíàò (öèëèíäðè÷åñêàÿ ÿìà ) ëèáî âáëèçè ìèíèìóìà êîàêñèàëüíîé îáëà-
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ñòè. Ðàññìîòðåíèå âðåìåíí�îé äèíàìèêè äëÿ âîëíîâîãî ïàêåò à â êâàíòîâîé ÿìå ñ ïîòåíöèàëîì òèïà (14),
îáóñëîâëåííûì ìàãíèòíûì ïîëåì, ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, í åêîððåêòíûì. Îäíàêî ðåøåíèå òàêîé çàäà÷è
íåîáõîäèìî äëÿ êîíñòðóèðîâàíèÿ ïîëíîãî áàçèñà. Â ðàçäåëå 1 0 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé ðàñ÷åòà áàçèñíûõ
ôóíêöèé äëÿ êâàíòîâîé ÿìû ñ áåñêîíå÷íî âûñîêèìè ñòåíêàìè â î äíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå.

Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ íåò íåîáõîäèìîñòè ó÷èòûâàòü ïåðåõîä íóþ çîíó ïðè ñîñòàâëåíèè áàçèñà ðàçëî-
æåíèÿ, à äëÿ íåäîñòàþùèõ áàçèñíûõ ôóíêöèé è çíà÷åíèé ýíåðãè è âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåøåíèåì äëÿ êâàíòî-
âîé ÿìû ñ áåñêîíå÷íî âûñîêèìè ñòåíêàìè. Êðîìå òîãî, íåîáõîä èìî âûïîëíèòü ïðîöåäóðó îðòîãîíàëèçàöèè
ïîëó÷åííîãî êîìáèíèðîâàííîãî áàçèñà. Ïîäòâåðæäåíèåì ñîã ëàñîâàííîñòè òàêîãî âûáîðà ñëóæèò òî, ÷òî
ôóíêöèè âèäà (10) ïðè n ! 1 ïåðåõîäÿò â ôóíêöèè Áåññåëÿ [9].

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êîãäà ó÷åò ïåðåõîäíîé çîíû íåîáõîäèì, ðàñ ñìàòðèâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü ðåøåíèé
äëÿ ÿìû ïåðåìåííîé øèðèíû. Âàðèàíò ðàñ÷åòà óðîâíåé ýíåðãèè è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé â òàêîì ñëó÷àå
òðåáóåò èñïîëüçîâàíèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ èëè æå ðàçðàáîòêè ñïåöèàëüíîãî ïîäõîäà. Â ðàìêàõ íàñòîÿùåé
ñòàòüè òàêèå ðàñ÷åòû íå ïðîèçâîäÿòñÿ.

8. Ïðèìåðû ðàñ÷åòà âàðèàöèîííîãî íàáîðà. Ðàññìîòðèì ïðèáëèæåííî íåîãðàíè÷åííóþ îáëàñòü
 (1 ) �  (R2) � 0;  (0) �  (R1) � 0 � ñëó÷àé, êîãäà çíà÷åíèÿìè âîëíîâîé ôóíêöèè íà ãðàíèöàõ îáë àñòè
ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû â òà áë. 2. Ñðàâíåíèå ïðîèçâîäèòñÿ ñ òî÷íûì
çíà÷åíèåì, ïîëó÷åííûì ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå äëÿ ýíåðãèè [8] :

En;m =
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n +
1
2

+
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2
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0r 2
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Òàáëèöà 2
Çíà÷åíèÿ óðîâíåé ýíåðãèè äëÿ ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ âûáîðà ðà ññìàòðèâàåìîé îáëàñòè

H = 0 H = 104 Ãñ

n (0; 1 ) 200�1400 íì (0; 1 ) 50�750 íì 230�550 íì 280�600 íì

Eexact Evar Eexact Evar Evar � E Evar � E

0 0.2248 0.2248 85.4664 85.4664 86.6646 1.1969 85.9357 0.4680
1 0.6745 0.6745 87.2530 87.2530 88.4699 1.2157 87.7296 0.4754
2 1.1241 1.1241 89.0396 89.0396 90.2753 1.2344 89.5236 0.4827
3 1.5737 1.5737 90.8262 90.8262 92.0807 1.2532 91.3175 0.4901
4 2.0233 2.0233 92.6127 92.6128 93.8861 1.2720 93.1115 0.4974
5 2.4730 2.4729 94.3993 94.3993 95.6914 1.2908 94.9054 0.5121
6 2.9226 2.9226 96.1859 96.1859 97.4968 1.3095 96.6994 0.5194
7 3.3722 3.3722 97.9725 97.9725 99.3022 1.3283 98.4933 0.5268
8 3.8219 3.8219 99.7591 99.7591 101.1076 1.3471 100.2872 0.5341
9 4.2715 4.2715 101.5456 101.5457 102.9129 1.3659 101.1510 -0.3961

10 4.7211 4.7211 103.3322 103.3223 104.7183 1.3846 102.8801 -0.4536
11 5.1708 5.1708 105.1188 105.1190 106.5236 1.4033 104.6092 -0.5111
12 5.6204 5.6204 106.9054 106.9054 108.3292 1.4236 106.3382 -0.5686
13 6.0700 6.0699 108.6920 108.6789 109.7964 1.1029 108.0673 -0.6262
14 6.5197 6.5212 110.4786 110.4918 111.5255 1.0454 109.7964 -0.6837
15 6.9693 6.9691 112.2651 112.3081 113.2546 0.9879 111.5254 -0.7412

Îòëè÷èå � îò åäèíèöû ïðåíåáðåæèìî ìàëî, à ñîâïàäåíèå çíà÷åíèé óðîâíå é ýíåðãèè èìååòñÿ äî ÷åò-
âåðòîãî çíàêà (ñì. òàáë. 2).

Â ñâÿçè ñ ýòèì íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé, êîãäà ðàññìàòðèâàåìàÿ îáëàñòü íàñòîëüêî
ìàëà, ÷òî íåëüçÿ ïðåíåáðå÷ü çíà÷åíèÿìè âîëíîâîé ôóíêöèè íà ãðàíèöàõ îáëàñòè. Äëÿ áîëüøåé íàãëÿä-
íîñòè âûáðàíû ñëó÷àè ñèëüíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ïðîìåæóòêå 230�550 íì (îáëàñòü ñî ñäâèãîì âëåâî îò
ìèíèìóìà ïîòåíöèàëà) è 280�600 íì (îáëàñòü ñî ñäâèãîì âëåâî îò ìèíèìóìà ïîòåíöèàëà).

Íà îñíîâå îïèñàííîé ïðîöåäóðû áûëè ðàññ÷èòàíû âàðèàöèîííû å êîýôôèöèåíòû è óðîâíè ýíåðãèè
E(n). Ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 2. Äëÿ îáëàñòè 230�550 íì � = 1 :07514, à äëÿ 280�600 íì � =
0:955638. Êðîìå òîãî, êóðñèâîì îòìå÷åíû óðîâíè ýíåðãèè, ïîëó÷åííûå èç ðåøåíèÿ çàäà÷è äëÿ êâàíòîâîé
ÿìû (19).
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Ðèñ. 6. Ôóíêöèÿ 	 var (n = 12) è åå àíàëîã,
ïîëó÷åííûé ñ ïîìîùüþ íåïðåðûâíîãî àíàëîãà

ìåòîäà Íüþòîíà, â îáëàñòè 230�550 íì

Òî÷íîñòü ðàñ÷åòà âàðèàöèîííûì ìåòîäîì äåìîí-
ñòðèðóåòñÿ íà ðèñ. 6. Ñîáñòâåííàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ
äëÿ n = 12 ðàññ÷èòàíà òàêæå íåïðåðûâíûì àíàëîãîì
ìåòîäà Íüþòîíà (ÍÀÌÍ) [10]. Êàê ìîæíî âèäåòü, ðå-
çóëüòàò ðàñ÷åòà ÷èñëåííûì ìåòîäîì óäîâëåòâîðÿåò ãðà-
íè÷íûì óñëîâèÿì (4) íå òî÷íî. Êðîìå ÍÀÌÍ òàêæå
ïðîâåäåíû ñðàâíåíèÿ ñ ìåòîäîì ôàçîâûõ ôóíêöèé [11]
è ìåòîäîì ñòðåëüáû [11], êîòîðûå âîñïðîèçâîäÿò àíàëî-
ãè÷íûé ÍÀÌÍ ðåçóëüòàò. Íåñìîòðÿ íà òî ÷òî ôîðìàëü-
íî ãðàíè÷íîå óñëîâèå íà ïðàâîé ãðàíèöå óäîâëåòâîðåíî,
ôóíêöèÿ, ïîëó÷åííàÿ ÍÀÌÍ, ñêîðåå õàðàêòåðíà äëÿ
ñëó÷àÿ êâàíòîâîé ÿìû. Îäíàêî ïîòåíöèàë V (r ) áëèçîê
ê ïîòåíöèàëó êâàíòîâîãî îñöèëëÿòîðà. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïîâåäåíèå âîëíîâîé ôóíêöèè äîëæíî áûòü �ïëàâíûì�
âáëèçè ãðàíèö îáëàñòè, ÷òî è äåìîíñòðèðóåò ôóíêöèÿ
âèäà (11).

×èñëåííûå ìåòîäû, óïîìÿíóòûå âûøå, òàêæå íå
äàþò âîçìîæíîñòè ïîëó÷èòü àäåêâàòíûå ñäâèãè óðîâ-
íåé ýíåðãèè � E . Íàïðèìåð, ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà ôà-
çîâûõ ôóíêöèé ñäâèã � E10 = 0 :036 ìýÂ äëÿ îáëàñòè ñî ñäâèãîì âïðàâî (280�600 íì).

Òàêèì îáðàçîì, ìåòîäèêà ñ èñïîëüçîâàíèåì îáîáùåííîãî âàðè àöèîííîãî ìåòîäà ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü
óðîâíè ýíåðãèè è âîëíîâûå ôóíêöèè, àäåêâàòíûå âûáèðàåìûì ã ðàíè÷íûì óñëîâèÿì.

Ðèñ. 7. Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè
�
� 	 2

�
�: à), á), â) � òðåõìåðíûé ãðàôèê; ã), ä), å) � ëèíèè óðîâíåé. Ñë ó÷àé

ñèëüíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì �ñòàíäàðòíîãî� áàçèñà a) è ã); âàðèàöèîííîãî áàçèñà á) è
ä) � îáëàñòü 230�550 íì; êîìáèíèðîâàííîãî áàçèñà â) è å) � îáë àñòü 280�600 íì

9. Ïðèìåíåíèå âàðèàöèîííîãî áàçèñà. Áóäåì èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå áàçèñíûõ ôóíêöèè (11)
ñ êîýôôèöèåíòàìè � , ïîëó÷åííûìè â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùè å óðîâíè ýíåðãèè.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èì ðåøåíèå íåñòàöèîíàðíîãî óðàâíåí èÿ Øðåäèíãåðà â îãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ
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ðàçëè÷íîãî òèïà.
Âèçóàëèçàöèÿ äâèæåíèÿ âîëíîâîãî ïàêåòà â ïîòåíöèàëå V (r ) ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 7 (ñèëüíîå ìàã-

íèòíîå ïîëå). Ðåçóëüòàò äëÿ ñëó÷àÿ íà ðèñ. 7à è 7ã èäåíòè÷åí ð åçóëüòàòó èç [7]. Âèçóàëèçàöèÿ ðèñ. 7á è 7ä
äåìîíñòðèðóåò ðåçóëüòàò ðàñ÷åòà ïî ìåòîäó ðàñùåïëåíèÿ ïî ô èçè÷åñêèì ôàêòîðàì â îáëàñòè 230�550 íì
ñ èñïîëüçîâàíèåì òîëüêî âàðèàöèîííîãî áàçèñà. Â ñëó÷àå îáë àñòè 280�600 íì (ðèñ. 7â è 7å) ïðèìåíÿëñÿ
êîìáèíèðîâàííûé áàçèñ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîáñòâåííûõ ôóíêö èé äâóõ òèïîâ: äëÿ n = 0 ; : : : ; 8 � ôóíê-
öèè (11), à äëÿ n = 9 ; : : : ; 15 � ôóíêöèè âèäà (18).

Îñíîâíûì îòëè÷èåì â ïîâåäåíèè ïëîòíîñòåé âåðîÿòíîñòè äëÿ ñ ìåùåííûõ îáëàñòåé ÿâëÿåòñÿ èçìåíå-
íèå ìèíèìóìà ýôôåêòèâíîãî ïîòåíöèàëà: äëÿ ñòàíäàðòíîãî ñë ó÷àÿ � ýòî 400 íì, â äðóãèõ ñëó÷àÿõ åñòü
ñìåùåíèå ñîîòâåòñòâåííî âëåâî è âïðàâî. Â öåëîì íàáëþäàåòñ ÿ ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå âîëíîâîãî ïàêåòà
ñ òå÷åíèåì âðåìåíè � ýòî ïðîöåññû ñæàòèÿ/ðàñøèðåíèÿ. Ïîäîá íîå ïîâåäåíèå ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðíûì äëÿ
ñëó÷àÿ ñèëüíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Àíàëîãè÷íûé ðàñ÷åò äëÿ ýâîëþöèè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ìîæ íî ïðîèçâåñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì ÷èñ-
ëåííûõ ìåòîäîâ ïðîãîíêè è ñòðåëüáû. Îäíàêî âëèÿíèå èçìåíåí èÿ ãðàíèö îáëàñòè â ñîîòâåòñòâèè ñ ðèñ. 2
íèêàê íå âîñïðèíèìàåòñÿ ìåòîäàìè. Ðåçóëüòàò àíàëîãè÷åí ðà ñ÷åòó ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (3) (ðèñ. 7à
è 7ã). Êðîìå òîãî, êàê óêàçûâàëîñü â [7], ÷èñëåííûå ìåòîäû óñ òóïàþò â òî÷íîñòè ìåòîäó ðàñùåïëåíèÿ ïî
ôèçè÷åñêèì ôàêòîðàì, à òàêæå íå äàþò âûèãðûøà âî âðåìåíè ðàñ ÷åòà.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ñî÷åòàíèÿ âàðèàöèîííî ãî ìåòîäà ñ ìåòîäîì ðàñùåïëåíèÿ ïî
ôèçè÷åñêèì ôàêòîðàì ÿâëÿåòñÿ äîñòóïíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ ï îëó÷åíèÿ âðåìåíí�îé äèíàìèêè, ïðè ýòîì
òðàäèöèîííûå ìåòîäû ñ çàäà÷åé ïîäîáíîãî òèïà íå ñïðàâëÿþòñ ÿ.

10. Ðåøåíèå íåñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà äëÿ êâàí òîâîé ÿìû ñ áåñêîíå÷íî
âûñîêèìè ñòåíêàìè â öèëèíäðè÷åñêîé ãåîìåòðèè â ìàãíèòíîì ï îëå.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î êâàíòîâîé ÿìå ñ áåñêîíå÷íî â ûñîêèìè ñòåíêàìè â öèëèíäðè÷åñêîé
ãåîìåòðèè â ìàãíèòíîì ïîëå ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñõîæèìè ï ðåîáðàçîâàíèÿìè, ïðèìåíÿåìûìè â ñëó÷àå

êâàíòîâîãî êîëüöà [7]. Â óðàâíåíèè i~
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(15)

Äàëüíåéøèé õîä ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ çàâèñèò îò âûáèðàåì ûõ êðèòåðèåâ. Äëÿ ñîõðàíåíèÿ ñõåìû
ðàñùåïëåíèÿ [7] ðàññìîòðèì äâà óðàâíåíèÿ óïðîùåííîãî òèïà :
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Óðàâíåíèå (16) ïîëíîñòüþ ïîâòîðÿåò ðåøåíèå äëÿ êâàíòîâîãî êîëüöà [7] äëÿ ñëó÷àÿ ïîñòîÿííîãî ìàãíèò-

íîãî ïîëÿ:  H = exp
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ãäåJm è Ym � ôóíêöèè Áåññåëÿ è Íåéìàíà ñîîòâåòñòâåííî. Äàëüíåéøåå ðåø åíèå çàâèñèò îò âèäà ãðàíè÷-
íûõ óñëîâèé. Â ñëó÷àå (3) èëè (4) êîíñòàíòà C2 = 0 , òàê êàê ôóíêöèÿ Ym íå ñîîòâåòñòâóåò ôèçè÷åñêîìó
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óñëîâèþ óáûâàíèÿ âïðàâî â íåäîñòóïíóþ îáëàñòü [6]. Â òî æå âð åìÿ äëÿ ðàâåíñòâà íóëþ íà ëåâîé ãðà-
íèöå èíòåðâàëà Jm íåîáõîäèìî, ÷òîáû àðãóìåíò

p
E r ïðèíèìàë çíà÷åíèÿ, îòâå÷àþùèå íóëÿì ôóíêöèè

Áåññåëÿ. Êîíñòàíòà C1 ìîæåò áûòü íàéäåíà èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè (8).
Îäíàêî ïðèìåíåíèå òàêîãî ïîäõîäà â ñëó÷àå ìàãíèòíîãî ïîëÿ í å ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü çíà÷åíèÿ óðîâ-

íåé ýíåðãèè, ó÷èòûâàþùèõ âëèÿíèå è ðàçìåðîâ ïðîñòðàíñòâåí íîé îáëàñòè. Òåì íå ìåíåå, ïîëó÷åííûå
ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â ðàçëîæåíèè ( 12).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óðàâíåíèå (15) ìîæíî ðåøèòü è áåç ïðèìåíåí èÿ ñõåìû ðàñùåïëåíèÿ. Â èòîãå
ïîëó÷èì

 (r; t ) = C(0:5z)0:5m +0 :5 exp(� 0:25z)1F1

�
0:5 � 0:5

�
Ea2

n

�
; m + 1 ; 0:5z

�
exp

�
�

i
~

E�
�

:

Äëÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (3) óðîâíè âûðàæàþòñÿ àíàëèòè÷åñêè è ç óñëîâèÿ îãðàíè÷åííîñòè ãèïåðãåîìåò-
ðè÷åñêîé ôóíêöèè íà ëåâîé ãðàíèöå:

0:5 � 0:5
�
Ea2

n

�
= n ) E =

2n + 1
a2

n
: (19)

Â ñëó÷àå (4) óñëîâèå íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé âîçìîæíûõ óðîâíåé ýíåðãèè ðàññ÷èòûâàåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ

1F1

 

0:5 � 0:5
�
Ea2

n

�
; m + 1 ;

(R2 � R1)2

2a2
n

!

= 0 :

Â ñëó÷àÿõ, ðàññìàòðèâàåìûõ â íàñòîÿùåé ñòàòüå, ôîðìóëà (19 ) äàåò ðåçóëüòàò, ìàêñèìàëüíî áëèçêèé
ê ÷èñëåííîìó ðàñ÷åòó, íåñìîòðÿ íà èñïîëüçîâàíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (4). Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî âëèÿíèå
øèðèíû êâàíòîâîé ÿìû ìàëî, à ñäâèã óðîâíÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ áåñê îíå÷íûì ñëó÷àåì ñîñòàâëÿåò âåëè÷èíó
ìåíåå 0.01 ìýÂ (äëÿ øèðèí áîëåå 150 íì).
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