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СЕМЕЙСТВО КВАДРАТУРНЫХ ФОРМУЛ ДЛЯ ЧИСЛЕННОГО РЕШЕНИЯ

ГРАНИЧНЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

И.О. Арушанян1

Для некоторого класса функций со слабой особенностью построено семейство квадратурных
формул с экспоненциальной скоростью сходимости относительно числа узлов. Полученные ре-
зультаты использованы при решении граничных интегральных уравнений теории гармониче-
ского потенциала в областях с угловыми точками.

Ключевые слова: потенциал двойного слоя, интегральные уравнения, угловые точки, сгущающиеся
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1. Введение. Одним из методов численного решения эллиптических краевых задач в областях слож-
ной формы является метод граничных интегральных уравнений. В граничных интегральных уравнениях
неизвестными могут быть функции, имеющие смысл в содержательной постановке задачи, либо вспомога-
тельные функции, по которым решение исходной задачи находится интегрированием. В последнем случае
такие уравнения более известны как интегральные уравнения теории потенциала.

При численном решении граничных интегральных уравнений методом квадратур приходится решать
системы линейных уравнений с несимметричными заполненными матрицами, поэтому существенно важ-
ным становится уменьшение размерности системы за счет повышения точности аппроксимации. Если
граница области содержит угловые точки, то задача построения аппроксимирующей линейной системы
значительно усложняется, так как соответствующие интегральные уравнения становятся слабо сингу-
лярными. Стандартный подход в этом случае состоит в построении составной квадратурной формулы,
элементарные отрезки которой сгущаются к угловым точкам. На каждом элементарном отрезке исполь-
зуется формула с одинаковым числом узлов. Этот подход обеспечивает степенной порядок убывания
погрешности приближенного решения при увеличении числа узлов применяемой квадратуры [5–8].

В настоящей статье аппроксимация интегралов в граничных уравнениях строится на основе исполь-
зования составных квадратурных формул Гаусса, в которых элементарные отрезки сгущаются к угловым
точкам границы, а число узлов элементарных формул меняется при приближении к углам. Такой подход
позволяет получить экспоненциальную скорость сходимости относительно числа узлов.

Получены следующие основные результаты:
— для специального класса функций со слабой особенностью построено семейство составных квадра-

турных формул экспоненциальной точности относительно числа узлов;
— получены оценки производных ядер и решений для некоторого типа граничных интегральных

уравнений теории потенциала при достаточно общих ограничениях на границу области;
— предложена аппроксимация интегрального уравнения задачи Дирихле для оператора Лапласа в

областях с угловыми точками системами линейных алгебраических уравнений на основе построенного
семейства составных квадратурных формул.

2. Построение квадратурной формулы для функций со слабой особенностью. Рассмотрим
задачу вычисления интеграла

1∫

0

g(t) dt,

где функция g(t) определена на (0, 1] и при некотором 0 < ρ < 1 удовлетворяет неравенствам

∣∣∣∣
dng(t)

dtn

∣∣∣∣ 6 const
(n + 1)!

(ρ t)n−β+1
, (1)

где n = 0, 1, 2, . . ., t ∈ (0, 1] и 0 < β < 1.
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Утверждение 1. Если функция g удовлетворяет условиям (1), то существует натуральное чис-

ло N0, такое, что для любого натурального числа N > N0 может быть построена квадратурная фор-

мула

SN (g) =

n∑

i=1

A
(N)

i g
(
t
(N)
i

)

с n = n(N) узлами, такая, что

∣∣∣∣

1∫

0

g(t) dt − SN (g)

∣∣∣∣ 6 b exp
(
−c

√
n
)
,

где c1N
2 6 n 6 c2N

2, постоянные b, c, c1 и c2 строго положительны и не зависят от выбора N .

Доказательство. Пусть N — некоторое натуральное число. Построим на отрезке [0, 1] сетку

0 < tN < . . . < t1 < t0 = 1,

где tk = (1 + θ)−k, k = 0, 1, . . . , N и θ =
√

1 − (1 − ρ2)2.
Отметим, что для функции g(t) справедливо неравенство

∣∣∣∣

tN∫

0

g(t) dt

∣∣∣∣ 6 const (1 + θ)−βN .

Далее, для каждого отрезка [tk, tk−1], k = 0, 1, . . . , N , построим квадратурную формулу Гаусса

tk−1∫

tk

g(t) dt =

nk∑

i=1

Ak,i g(tk,i) + Rk

с nk узлами. Величины nk выбираются таким образом, чтобы было выполнено неравенство

N∑

k=1

|Rk| 6 const (1 + θ)−βN . (2)

Для этого при каждом k оценим величину погрешности Rk через число узлов nk.
Обозначим tk,0 = 0.5(tk + tk−1) и выпишем степенной ряд

ĝ(z) =

∞∑

m=0

(z − tk,0)
m

m!

(
∂m

∂tm
g(t)

)∣∣∣∣∣
t=tk,0

.

Принимая во внимание (1), нетрудно показать, что этот ряд абсолютно сходится в круге Ω(tk,0, rk)
на комплексной плоскости с центром в точке tk,0 и радиусом

rk = 0.5
(
1 − (1 + θ)−1

)
(1 + θ)2−k,

при этом выполняется неравенство

max
z∈Ω(tk,0,rk)

|ĝ(z)| 6 const (1 + θ)k(1−β)

и константа в правой части неравенства не зависит от выбора k.
Таким образом, функция g(t) допускает аналитическое продолжение с отрезка [tk, tk−1] вещественной

оси в эллипс Ek на комплексной плоскости с фокусами в точках (tk, 0) и (tk−1, 0). Отметим, что этот
эллипс проходит через точку (tk,0−rk, 0) и построенное аналитическое продолжение ограничено величиной
порядка O(1 + θ)k(1−β). Выписанная оценка является равномерной по k.

Отображение

w =
2z − (tk−1 + tk)

tk−1 − tk
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переводит эллипс Ek в эллипс с фокусами в точках (±1, 0) и суммой полуосей

Q = 1 + θ +
√

θ(2 + θ) >
1 + θ(1 + θ)−1

1 − θ(1 + θ)−1
> exp

(
2θ(1 + θ)−1

)
.

Используя известный результат [2] о погрешности интегрирования аналитических функций, мы получим
оценку для величины погрешности Rk:

|Rk| 6 const (1 + θ)−βk exp
(
−4nk θ(1 + θ)−1

)
.

Для выполнения неравенства (2) достаточно выбрать числа nk такими, чтобы

(1 + θ)−βk exp
(
−4nkθ(1 + θ)−1

)
6

1

N
(1 + θ)−βN .

Можно положить

nk =

[
β(N − k) ln(1 + θ) + lnN

4θ(1 + θ)−1

]
+ 1,

где через [. . .] обозначена целая часть соответствующего числа.
Если рассмотренные построения выполнить на всех отрезках [tk, tk−1], k = 1, . . . , N, то можно постро-

ить составную квадратурную формулу с общим числом узлов

n = n(N) =

N∑

k=1

nk 6

[
βN2 ln(1 + θ) + N

(
2 lnN − β ln(1 + θ)

)

8 θ(1 + θ)−1

]
+ N.

При таком выборе узлов справедлива оценка

∣∣∣∣

1∫

0

g(t) dt − S
′

N (g)

∣∣∣∣ 6 const exp(−cN

√
n),

где

cN = 2

√
β θ ln(1 + θ)

1 + θ
+ O

(
1

N

)
.

Утверждение доказано.
3. Граничное интегральное уравнение теории потенциала. Пусть Ω — ограниченная область

в R
2 c границей Γ, являющейся замкнутой кривой без самопересечений и допускающей следующее пара-

метрическое представление:

Γ =
{

x = x(s) =
(
x1(s), x2(s)

)
, s ∈ [0, T ], x(0) = x(T )

}
.

Здесь s — натуральный параметр (параметр длины).
В дальнейшем будем считать, что

Γ =
J−1⋃

j=0

Γj ,

где Γj — отрезок, соединяющий угловые точки Pj и Pj+1 (считая P0 = PJ ). Обозначим через αj угол
между Γj−1 и Γj в вершине Pj , обращенный внутрь области Ω, при этом 0 < αj < 2π для любого j.

Свяжем с угловыми точками Pj набор чисел {sj}, j = 0, . . . , J , так, что

x(sj) = Pj , j = 0, . . . , J,

0 = s0 < s1 < . . . < sJ−1 < sJ = T.

В описанной выше области Ω рассмотрим задачу Дирихле для оператора Лапласа:

∆u(x) = 0, x ∈ Ω,

u(x) = F (x), x ∈ Γ,
(3)
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В дальнейшем будем считать, что функция F является бесконечно дифференцируемой всюду на грани-
це Γ, кроме, быть может, угловых точек, где допускаются особенности вида

(x − Pj)
θ, 0 < θ < 1. (4)

Решение задачи (3) будем искать в виде потенциала двойного слоя

u(x) =
1

2π

∫

Γ

Φ(y)
∂

∂ny
ln |x − y| dly

с неизвестной плотностью распределения Φ, которая является решением граничного интегрального урав-
нения

Φ(x) +
1

π

∫

Γ

Φ(y)
∂

∂ny
ln |x − y| dly = 2F (x), x ∈ Γ\

J−1⋃

j=0

Pj . (5)

Перейдем к рассмотрению вопросов, связанных с численным решением граничного интегрального
уравнения (5).

4. Метод квадратур. Учитывая введенную выше параметризацию границы Γ, обозначим

ϕk(s) = Φk

(
x(s)

)
, fk(s) = 2Fk

(
x(s)

)
, k = 0, 1, 2.

Если t является внутренней точкой отрезка [sj , sj+1], j = 0, 1, . . . , J − 1, то определим функцию K(s, t) по
формуле

K(s, t) =






1

π

x′

1(t)
(
x2(s) − x2(t)

)
− x′

2(t)
(
x1(s) − x1(t)

)
(
x1(s) − x1(t)

)2
+
(
x2(s) − x2(t)

)2 , t 6= s,

1

2π

x′

1(t)x
′′

2 (t) − x′

2(t)x
′′

1 (t)
(
x′

1(t)
)2

+
(
x′

2(t)
)2 , t = s.

Из геометрических свойств потенциала двойного слоя следует, что при s ∈ [0, T ]\
J⋃

j=0

sj выполнено

соотношение
T∫

0

K(s, t) dt = 1.

Тогда уравнение (5) может быть записано в эквивалентной форме

2ϕ(s) +

T∫

0

K(s, t)
(
ϕ(t) − ϕ(s)

)
dt = f(s), s ∈ [0, T ]. (6)

Основное преимущество такого подхода состоит в повышении гладкости подынтегральных функций вбли-
зи угловых точек границы Γ. Известно [4, 9], что для любой непрерывной T -периодической функции f
уравнение (6) однозначно разрешимо в пространстве непрерывных T -периодических функций.

Перейдем к описанию принципиальной схемы метода квадратур. Пусть {nk} — некоторая возрас-
тающая бесконечная последовательность натуральных чисел. Будем считать, что для каждого n = nk

построена квадратурная формула

T∫

0

g(t) dt ≈
n∑

j=1

A
(n)
j g

(
t
(n)
j

)
≡ Sn(g).

Перепишем уравнение (6) в операторной форме

ϕ + Kϕ = f,

где через K обозначен линейный ограниченный оператор

(Kv)(s) = v(s) +

T∫

0

K(s, t)
(
v(t) − v(s)

)
dt,
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определенный в пространстве T -периодических непрерывных функций.
Введенное семейство квадратурных формул позволяет рассмотреть следующий линейный ограничен-

ный оператор:

(Knv)(s) = v(s) +

n∑

j=1

A
(n)
j K

(
s, t

(n)
j

)(
v(t

(n)
j ) − v(s)

)
.

Пусть функция ϕn является решением линейного уравнения

ϕn(s) + Knϕn(s) = f(s), s ∈ [0, T ]. (7)

Поиск решения уравнения (7) может быть сведен к решению следующей системы линейных алгебра-
ических уравнений:

2Φ
(n)
i +

n∑

j=1

A
(n)
j K

(
t
(n)
i , t

(n)
j

)(
Φ

(n)
j − Φ

(n)
i

)
= f

(
t
(n)
i

)
. (8)

Действительно, величины Φ
(n)
i = ϕn

(
t
(n)
i

)
, i = 1, . . . , n, удовлетворяют системе (8) для любого реше-

ния ϕn уравнения (7). Обратно, если набор Φ
(n)
i , n = 1, . . . , n, является решением системы (8), то функция

ϕn(s) =

(
f(s) −

n∑

j=1

A
(n)
j K

(
s, t

(n)
j

)
Φ

(n)
j

)(
2 −

n∑

j=1

A
(n)
j K

(
s, t

(n)
j

))−1

(9)

удовлетворяет уравнению (7).
5. Асимптотика решений граничных интегральных уравнений вблизи угловых точек. Для

построения квадратурных формул с высоким порядком точности необходима информация о поведении
решения интегрального уравнения (6) вблизи угловых точек границы.

В дальнейшем будем считать, что функция f бесконечно дифференцируема в любой точке s ∈
(sj , sj+1), j = 1, . . . , J − 1, и при некотором 0 < γ < 1 справедлива оценка

∣∣∣∣
dnf(s)

dsn

∣∣∣∣ 6 const

(
1∑

i=0

n!
∣∣x(s) − x(sj+i)

∣∣n−γ

)
.

Для каждого j = 0, . . . , J введем в рассмотрение величины βj , такую, что

βj = π
(
π + |π − αj |

)−1
.

Тогда справедлив следующий результат [3, 4].
Рассмотрим набор чисел λj , j = 0, 1, . . . , J , таких, что 0 < λj < βj . Существует постоянная c(Γ, f, λ),

зависящая только от вида границы Γ, функции f и набора чисел λ, такая, что для решения уравнения (6)
при каждом s ∈ [0, T ] справедливо неравенство

∣∣ϕ(s) − ϕ(sj)
∣∣ 6 c(Γ, f, λ)

∣∣x(s) − x(sj)
∣∣λj

.

6. Оценка производных. В дальнейшем для оценки производных подынтегральных выражений в
уравнении (8) нам потребуется явный вид производных любого порядка функции K(s, t) по каждой из
переменных.

Рассмотрим участок границы между угловыми точками Pj и Pj+1. Не ограничивая общности, будем
считать, что при s ∈ [sj , sj+1] имеем

x1(s) = s − sj , x2(s) = 0.

Отметим, что если s и t лежат на одном отрезке [sj , sj+1], то K(s, t) = 0.
Пусть t ∈ (sj , sj+1), s /∈ [sj , sj+1]. Тогда

K(s, t) =
1

π

x2(s)(
(t − sj) − x1(s)

)2
+
(
x2(s)

)2 ,

∂m

∂tm
K(s, t) =

1

π

(−1)m m! sin
(
(m + 1) arcctg

(t−sj)−x1(s)
x2(s)

)

((
(t − sj) − x1(s)

)2
+
(
x2(s)

)2)m+1/2
, m = 1, 2, . . .
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Рассмотрим теперь случай, когда s ∈ (sj , sj+1), t ∈ [sj−1, sj). Получим

x1(t) = (sj − t) cosαj , x2(t) = (sj − t) sin αj ,

K(s, t) =
1

π

(s − sj) sin αj(
(s − sj) − (sj − t) cos αj

)2
+
(
(sj − t) sin αj

)2 ,

∂m

∂sm
K(s, t) =

1

π

(−1)m m!
(
sin
(
αj + (m + 1) arcctg

(s−sj)−(sj−t) cos αj

(sj−t) sin αj

))

((
(s − sj) − (sj − t) cosαj

)2
+
(
(sj − t) sin αj

)2)m+1/2
, m = 1, 2, . . .

Оценим теперь производные решения ϕ(s) уравнения (6) на (sj , sj+1/2]. Для любой точки s ∈ (sj , sj+1/2]
имеем

ϕ(s) = −
T∫

0

K(s, t)
(
ϕ(t) − ϕ(sj)

)
dt − ϕ(sj) + f(s).

Продифференцируем правую часть этого равенства m раз по s. Поскольку все функции в правой части
дифференцируемы, то существуют и соответствующие производные функции ϕ(s):

dmϕ(s)

dsm
= −

T∫

0

(
∂m

∂sm
K(s, t)

)(
ϕ(t) − ϕ(sj)

)
dt +

dmf(s)

dsm
.

Учитывая свойства функции f и используя явные формулы для производных ядра K(s, t), для каж-

дого λ ∈
(
0, min{γ, π

(
π + |π − αj |

)−1}
)

получим оценку

∣∣∣∣
dmϕ(s)

dsm

∣∣∣∣ 6 const
m!

(
dj

∣∣x(s) − x(sj)
∣∣
)m−λ

,

где

dj =

{√
1 − cosαj , αj ∈ (0, π/2) ∪ (3π/2, 2π),

1, αj ∈ [π/2, π) ∪ (π, 3π/2].

Тогда производные функции K(s, t)
(
ϕ(t) − ϕ(s)

)
, стоящей под интегралом в уравнении (6), на интервале

(sj , sj+1/2] удовлетворяют неравенствам (1), причем можно положить

ρ = dj , β = λ.

Таким образом, условия утверждения 1 выполнены; следовательно, для решения ϕ уравнения (6)
справедливо следующее

Утверждение 2. Если функция f удовлетворяет условиям (4), то существует натуральное чис-

ло n1, такое, что для любого натурального n > n1 может быть построена квадратурная формула с

узлами {t(n)
j } и коэффициентами

{
A

(n)
j

}
, j = 1, 2, . . . , n, для которой справедливо неравенство

max
s∈[0,T ]

∣∣∣∣∣∣

T∫

0

K(s, t)
(
ϕ(t) − ϕ(s)

)
dt −

n∑

j=1

A
(n)
j K

(
s, t

(n)
j

)(
ϕ(t

(n)
j ) − ϕ(s)

)
∣∣∣∣∣∣
6 b0 exp

(
−c0

√
n
)
,

причем все постоянные строго положительны и не зависят от выбора n.

7. Сходимость сходимости метода. Для доказательства однозначной разрешимости уравнения (7)
достаточно показать существование и равномерную ограниченность последовательности операторов{
(I + Kn)−1

}
. Обобщением результатов из [1] является

Утверждение 3. Если область Ω отвечает указанным выше условиям, то существует целое

n2 > 0, такое, что для каждого n > n2 справедливо неравенство

∥∥(I + Kn)−1
∥∥

C
6 const0,
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причем постоянная в правой части этого неравенства не зависит от выбора n.

Отсюда следует экспоненциальная скорость сходимости предложенного метода. Действительно, из
уравнений

ϕ + Kϕ = f, ϕn + Knϕn = f

получим
(I + Kn)(ϕ − ϕn) = (Kn − K)ϕ;

следовательно,

∥∥ϕ − ϕn

∥∥
C

=
∥∥(I + Kn)−1(Kn − K)ϕ

∥∥
C

6 const0
∥∥(Kn − K)ϕ

∥∥
C

= O
(
exp(−c0

√
n)
)
.
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