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ПРИМЕНЕНИЕ ПРИНЦИПА ЛАГРАНЖА ДЛЯ РЕШЕНИЯ ЛИНЕЙНЫХ

НЕКОРРЕКТНО ПОСТАВЛЕННЫХ ОБРАТНЫХ ЗАДАЧ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ

АПРИОРНОЙ ИНФОРМАЦИИ О РЕШЕНИИ

Е Чжан1, Д.В. Лукьяненко1, А. Г. Ягола1

Рассматриваются линейные некорректно поставленные задачи при наличии априорной инфор-
мации о решении. С помощью метода расширяющихся компактов, принципа Лагранжа и теории
оптимального восстановления функционала строится оптимальный регуляризирующий алго-
ритм для решения линейных некорректно поставленных задач с истокопредставимым решением
и вычисляется соответствующая оптимальная апостериорная наихудшая оценка погрешности
метода. Предлагается соответствующий численный метод, применение которого рассмотрено
на примере решения уравнения теплопроводности. Работа выполнена при поддержке РФФИ
(коды проектов 11–01–00040, 12–01–00524 и 12–01–91153–ГФЕН_а).
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1. Введение. Необходимость решать обратные задачи возникает при рассмотрении многих приклад-
ных задач в науке и технике. Однако в большинстве таких задач решение зачастую является неустойчи-
вым по отношению к ошибкам входных данных, т.е. такие задачи являются некорректно поставленными.
Для их решения обычно строятся различные регуляризирующие алгоритмы. Однако в связи с тем, что
выбранный регуляризирующий алгоритм не является единственно возможным, возникает вопрос выбора
из множества таких алгоритмов оптимального в некотором смысле [1]. Например, во многих работах по
регуляризирующим алгоритмам [2–4] построены так называемые оптимальные по порядку регуляризиру-
ющие алгоритмы. Среди этих алгоритмов выделяется узкий класс алгоритмов, которые имеют наимень-
шую погрешность на множествах корректности определенного вида. Это так называемые оптимальные
регуляризирующие алгоритмы.

В настоящей статье на основе теории оптимального восстановления [5–8] предлагается метод постро-
ения оптимального регуляризирующего алгоритма для решения линейных некорректно поставленных
задач при наличии некоторой априорной информации о решении.

2. Постановка задачи и метод решения. Пусть X = [Lx, Rx] и Y = [Ly, Ry], где Li и Ri (i =
x, y) определяют границы этих отрезков. Будем считать, что Z := C(X) и U := L2(Y ), а оператор A:
Z → U — линейный непрерывный инъективный оператор. Будем также предполагать, что априорная
информация Z̃ о решении является некоторым ограниченным выпуклым и уравновешенным множеством
в пространстве Z (подробную структуру множества Z̃ мы рассмотрим ниже в разделе 3). Напомним, что
множество M называется уравновешенным, если для всех z ∈ M верно, что (−z) ∈ M.

Далее будем рассматривать следующее операторное уравнение:

Az = ū, z ∈ Z̃, ū ∈ U. (1)

Пусть вместо точно заданных оператора A и правой части ū известны лишь такие их приближения
{AhA

, uδ}, что ‖A−AhA
‖Z→U 6 hA и ‖ū−uδ‖U 6 δ. При дальнейшем изложении мы будем по умолчанию

предполагать, что правая часть задана с погрешностью, даже если над символом u опущен символ δ.
Заметим, что для многих конкретных операторов A аналитическое решение z операторного уравне-

ния (1) найти невозможно. Поэтому при решении прикладных задач соответствующее операторное урав-
нение (1) решается с использованием численных методов, т.е. в качестве решения задачи (1) мы ищем
не саму функцию z(x), а ее конечномерную аппроксимацию {z(xk)}K

k=1 (где K — число узлов сетки, на
которой ищется неизвестная функция).

Сначала мы рассмотрим метод восстановления значения функции z(x) в точке xk (соответствующей
узлу с номером k).
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Определение 1. Методом восстановления значения функции z(x) в точке xk по информации Z̃
назовем любой функционал u∗: U → R

1, а погрешностью восстановления с помощью метода u∗ будем
называть величину

∆0(xk, Z̃, ε, u∗) := sup
z∈Z̃,

u∈U : ‖AhA
z−u‖6ε

∣∣z(xk) − u∗(u)
∣∣, (2)

где ε = δ + hA · supz∈Z̃ ‖z‖Z.

Определение 2. Оптимальной погрешностью восстановления значения функции z(x) в точке xk

назовем величину
∆1(xk, Z̃, ε) := inf

u∗
∆0(xk, Z̃, ε, u∗), (3)

где точная нижняя грань берется по всем (не обязательно линейным) функционалам u∗: U → R
1. Функци-

онал û∗, на котором эта точная нижняя грань достигается, назовем оптимальным методом восстановления
значения функции z(x) в точке xk.

Замечание. Очевидно, что оптимальный метод восстановления û∗ зависит от точки xk, априорной
информации Z̃, погрешности задачи ε и пространств Z, U .

Пусть û∗ — произвольный оптимальный метод восстановления значения функции z(x) в точке xk для
задачи (3), а uδ — экспериментальные данные. Число û∗(uδ) будем назвать оптимальным приближением
решения z(x) в заданной точке xk по результатам измерений uδ. Остается вопрос: является ли метод û∗

регуляризующим методом восстановления значения функции z(x) в точке xk? Иными словами, будет ли
выполняться, что |û∗(uδ) − z(xk)| → 0 при ε → 0? Далее в разделе 7 мы дадим ответ на этот вопрос.

Теперь рассмотрим алгоритм поиска û∗, т.е. оптимального метода восстановления значения функ-
ции z(x) в точке xk. Пусть U∗ — пространство линейных непрерывных функционалов, которое является
сопряженным пространством к пространству U . Так как U ≡ L2(Y ) — гильбертово пространство, то из
теоремы Рисса об общем виде линейного непрерывного функционала следует, что для всякого функци-
онала u∗ ∈ U∗ существует единственный элемент (вектор) λ = λ(u∗) ∈ U , такой, что u∗(u) = 〈λ, u〉 для
всех u ∈ U (здесь 〈·, ·〉 обозначает скалярное произведение в гильбертовом пространстве).

Так как Z̃ — ограниченное выпуклое уравновешенное подмножество пространства Z, то по теореме
Смоляка среди оптимальных методов восстановления значения функции z(x) в точке xk из задачи (3)
найдется линейный метод [6, 9]. Следовательно, мы можем переписать предыдущую постановку (2), (3)
нашей экстремальной задачи в следующем виде:

∆1(xk, Z̃, ε) = inf
λ∈U

sup
z∈Z̃,

u∈U :‖AhA
z−u‖6ε

∣∣z(xk) − 〈λ, u〉
∣∣. (4)

Введем дополнительное множество Z̃0 := Z̃ ∩ {z : ‖AhA
z‖ 6 ε}. Тогда ассоциированная задача к

задаче (4) может быть сформулирована как поиск решения экстремальной задачи [8]

sup
z∈Z̃0

z(xk). (5)

Теперь определим функцию Лагранжа L : (Z × U) × U → R
1 в виде

L
(
(z, u), λ

)
:= −z(xk) + 〈λ, u〉. (6)

На основе работ [8, 16] мы можем сделать следующее утверждение, которое назовем принципом
Лагранжа.

Теорема 1. Если элемент ẑ является допустимой точкой в задаче (5), т.е. ẑ ∈ Z̃0, то
1) следующие два условия эквивалентны:

а) ẑ является решением задачи (5);

б) ∃ λ̂ ∈ U : L
(
(ẑ, 0), λ̂

)
= inf

z∈Z̃,
u∈U :‖AhA

z−u‖6ε

L
(
(z, u), λ̂

)
;

2) при выполнении этих двух эквивалентных условий элемент λ = λ̂ реализует метод оптималь-
ного восстановления в задаче (4), погрешность которого может быть определена по формуле

∆1(xk, Z̃, ε) = ẑ(xk) = −L
(
(ẑ, 0), λ̂

)
.



470 вычислительные методы и программирование. 2013. Т. 14

Следует отметить, что, это очевидно, метод оптимального восстановления λ зависит от индекса узла k,
т.е. λ = λ(k).

Таким образом, принцип Лагранжа позволяет свести задачу оптимального восстановления к поиску
решения ассоциированной задачи и поиску множителя Лагранжа λ̂. Во многих практических случаях
ассоциированная задача и задача оптимального восстановления имеют не единственное решение. Ниже в
разделе 5 мы покажем, как выбрать оптимальный регуляризирующий множитель Лагранжа.

3. Выпуклость и уравновешенность множества априорной информации. На практике, чтобы
решить операторное уравнение (1) с помощью принципа Лагранжа, мы должны построить конкретное

выпуклое и уравновешенное множество априорной информации об искомом решении Z̃. Для этого мы
сформулируем некоторые предположения, т.е. будем использовать априорную информацию, о решении
рассматриваемой задачи (1).

Пусть S = [Ls, Rs] и V = L2(S). Предположим, что точное решение z̄ исходной задачи (1) истоко-
представимо с помощью интегрального оператора B: V → Z с непрерывным по совокупности аргументов
ядром K(x, s):

(У1): z̄ = Bv̄ :=
∫
S

K(x, s)v̄(s) ds,

где ‖v̄(s)‖V 6 n0 и n0 — некоторая фиксированная константа, которая зависит от погрешности задачи и
будет определена по методу расширяющихся компактов [11, 16] (данный метод будет сформулирован в
конце этого раздела).

Кроме того, для ядра K(x, s) известны функции C1(s), C2(s) ∈ C(S) и константы γ1 ∈ (0, 1] и γ2 ∈
(1, 2], такие, что для всех x1, x2 ∈ X выполнены следующие два условия:

(У2): |K(x1, s) − K(x2, s)| 6 C1(s)|x1 − x2|γ1 ;

(У3): |K(x1, s) − 2K(x1 + x2/2, s) + K(x2, s)| 6 C2(s)|x1 − x2|γ2 .

Заметим, что условия (У2) и (У3) на ядро интегрального оператора определяют требование ограни-
ченности первой и второй производных решения задачи. В этом случае справедлива следующая лемма.

Лемма 1. Если решение z дважды дифференцируемо, то при γ1 = 1 и γ2 = 2 из условий (У2) и (У3)

следует, что ‖z′‖C(1)(X) 6 C̃1 и ‖z′′‖C(X) 6 C̃2 соответственно, где C̃1,2 — некоторые константы.

Доказательство. Так как C1(s) ∈ C(S), из вложения C(S) ⊂ L2(S) следует, что C1(s) ∈ L2(S).
Тогда из условия (У2), неравенства Коши–Буняковского и соотношения ‖v̄(s)‖V 6 n0 следует, что

∣∣∣∣
z(x) − z(x0)

x − x0

∣∣∣∣ =

∣∣∣
∫

S

(
K(x, s) − K(x0, s)

)
v(s) ds

∣∣∣
|x − x0|

6

∫
S

∣∣K(x, s) − K(x0, s)
∣∣∣∣v(s)

∣∣ ds

|x − x0|
6

∫

S

∣∣C1(s)
∣∣∣∣v(s)

∣∣ ds 6

6

{∫

S

∣∣C1(s)
∣∣2 ds

∫

S

∣∣v(s)
∣∣2 ds

}1/2

=

{∫

S

∣∣C1(s)
∣∣2 ds

}1/2

‖v̄(s)‖V 6

{∫

S

∣∣C1(s)
∣∣2 ds

}1/2

n0 =: C̄1 < +∞.

Так как функция z(x) дифференцируема, то для всех x0 ∈ X из предыдущего неравенства следует,
что |z′(x0)| 6 C̄1. Аналогично на основе условия (У3) можно доказать, что для всех x0 ∈ X справедливо

неравенство |z′′(x0)| 6 C̄2, где C̄2 = n0

{∫
S

∣∣C2(s)
∣∣2 ds

}1/2

. Тогда из соотношения

‖z′‖C(1)(X) := sup
x0∈X,k=1,2

|z(k)(x0)| 6 C̄1 + C̄2 =: C̃1 < +∞

получается, что ‖z′‖C(1)(X) 6 C̃1.

Аналогичным образом доказывается справедливость неравенства ‖z′′‖C(X) 6 C̃2. Лемма доказана.

Пусть вместо точно заданного оператора B известно лишь его приближение BhB
: ‖B−BhB

‖V →Z 6 hB.
Определим множество априорной информации о решении следующим образом:

Zn0 :=
{
z(x) ∈ Z : ‖z(x)‖Z 6 (‖BhB

‖V →Z + hB) · n0; ∀x1, x2 :

|z(x1) − z(x2)| 6 C̄1|x1 − x2|γ1 ; |z(x1) − 2z(x1 + x2/2) + z(x2)| 6 C̄2|x1 − x2|γ2

}
,

(7)
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где C̄1 и C̄2 — константы, определенные, как и в доказательстве леммы 1, по формулам

C̄i := n0

{∫

S

∣∣Ci(s)
∣∣2 ds

}1/2

, i = 1, 2, (8)

а n0 — некоторая фиксированная константа (как и в условии (У1)).

Замечание. Нетрудно обосновать справедливость следующих трех утверждений.
(1) Если для решения z(x) выполнены условия (У1)–(У3), то решение принадлежит множеству Zn0 .
(2) Множество Zn0 является ограниченным замкнутым выпуклым уравновешенным множеством в

банаховом пространстве Z.
(3) Если априорная информация нам доступна без условий (У2) и (У3), т.е. если мы владеем только

априорной информацией об истокопредставимости точного решения, то множество решений также явля-
ется выпуклым и уравновешенным, и в этом случае оптимальная погрешность метода ∆1(xk, Z̃, ε) во всех
точках xk равна (‖BhB

‖V →Z + hB) · n0.
Таким образом, мы используем условия (У2) и (У3) с целью получить более хороший результат на

практике, хотя эти дополнительные условия не влияют на построение нашей теории.

В конце этого раздела мы обсудим метод нахождения параметра n0, который определяется в соот-
ветствии со следующим методом расширяющихся компактов [11, 16]:

0) определяется функционал невязки Φ(z) = ‖AhA
z − uδ‖U и полагается n = 1;

1) находится решение задачи zn = argmin
z∈Zn

Φ(z), где множество Zn определяется по формуле (7) с учетом

замены n0 на n;

2) на каждом шаге определяется погрешность невязки по формуле

ǫ(n) := δ +
(
hA‖BhB

‖V →Z + hB‖AhA
‖Z→U + hAhB

)
n;

если Φ(zn) > ǫ(n), то переопределяется n := n + 1 и осуществляется переход к шагу 1, в противном
случае переходим к шагу 3;

3) фиксируются n0 := n и zn0 := argmin
z∈Zn0

Φ(z).

Пусть тройка η := (hA, hB, δ) ≻ 0 (запись η ≻ 0 означает, что все компоненты вектора η неотрицатель-
ны) описывает погрешность задания входных данных. Корректность метода расширяющихся компактов
обосновывает следующая теорема [11].

Теорема 2. Для любого вектора η с неотрицательными компонентами число n0(η), определяемое по
методу расширяющихся компактов (шаги 0–3), конечно. Кроме того, существует η0 ≡ (h0

A, h0
B, δ0) ≻ 0

(вообще говоря, зависящее от точного решения), такое, что для любого η0 ≻ η ≻ 0: n0(η) = n0(η0) и
lim
η→0

‖zn0(η) − z̄‖Z = 0.

Замечание. (1) Можно заменить натуральную последовательность чисел n0 на любую другую про-
извольную последовательность возрастающих до бесконечности положительных чисел rn. (2) Ясно, что
приближенное решение zn0 , полученное с помощью метода расширяющихся компактов, не обязательно
является оптимальным в смысле определения 2.

4. Новая постановка задачи и ее конечномерная аппроксимация. Обозначим в качестве Ω
множество всей априорной информации для задачи (1):

Ω := {(z, u) ∈ Zn0 × U : ‖u − AhA
z‖U 6 ε̄}. (9)

Здесь
ε̄ := δ + hA · (‖BhB

‖V →Z + hB)n0. (10)

Очевидно, что в этом случае верно неравенство ε 6 ε̄ 6 ǫ(n0). Теперь рассмотрим свойства множества Ω.

Лемма 2. Множество Ω является ограниченным замкнутым выпуклым уравновешенным множе-
ством в банаховом пространстве Z × U .

Доказательство. Замкнутость и ограниченность множества Ω доказывается тривиально. Уравно-
вешенность множества Ω тоже нетрудно доказывается на основе свойств нормы. Рассмотрим вопрос о
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выпуклости множества Ω. Пусть элементы (zi, ui) ∈ Ω при i = 1, 2. Надо доказать, что для всех θ ∈ [0, 1]
элемент (z, u) := θ(z1, u1) + (1 − θ)(z2, u2) = (θz1 + (1 − θ)z2, θu1 + (1− θ)u2) ∈ Ω. Иными словами, следует
доказать, что элемент z ∈ Zn0 и выполнено неравенство ‖u − AhA

z‖U 6 ε̄. В силу выпуклости множе-
ства Zn0 получается соотношение z = θz1 +(1−θ)z2 ∈ Zn0 . Далее заметим, что для пар (zi, ui) выполнены
неравенства ‖ui − AhA

zi‖U 6 ε̄ при i = 1, 2. Тогда из неравенства

∥∥u − AhA
z
∥∥

U
=
∥∥(θu1 + (1 − θ)u2) − AhA

(θz1 + (1 − θ)z2)
∥∥

U
6

6 θ
∥∥u1 − AhA

z1

∥∥
U

+ (1 − θ)
∥∥u2 − AhA

z2

∥∥
U

6 θε̄ + (1 − θ)ε̄ = ε̄

заключаем, что (z, u) ∈ Ω, откуда следует выпуклость множества Ω. Лемма доказана.

Из этой леммы следует, что вместо общей задачи (4) мы можем рассматривать следующую конкрет-
ную экстремальную задачу:

∆2(xk, Ω, ε̄) := inf
λ∈U

sup
(z,u)∈Ω

∣∣z(xk) − 〈λ, u〉
∣∣. (11)

Если обозначить Z0 := Zn0 ∩ {z : ‖AhA
z‖ 6 ε̄}, то ее соответствующая ассоциированная задача будет

ставиться как поиск решения экстремальной задачи [8]

sup
z∈Z0

z(xk). (12)

Чтобы в дальнейшем свести нашу бесконечномерную задачу к конечномерной аппроксимации, мы
введем новое множество Zn0,K из пространства непрерывных функции C(S). Пусть {ek}K

k=1 — стандарт-
ный базис в R

K , т.е. ek = (0, . . . , 1, . . . , 0)T , где 1 находится на k-м месте. Введем сетку {xk}K
k=1 ⊂ [Lx, Rx],

оператор проектирования ΠK : Z → R
K и оператор кусочно-линейной аппроксимации Π̄K : R

K → Z, такие,
что

ΠKz :=

K∑

k=1

zkek, (13)

и

Π̄K(z)(x) :=





z1, x ∈ [Lx, x1],

zk +
zk+1 − zk

xk+1 − xk
(x − xk), x ∈ [xk, xk+1], k = 1, K − 1,

zK , x ∈ [xK , Rx],

(14)

где z := (z1, z2, . . . , zK)T ∈ R
K .

Обозначим Zn0,K := Π̄K(ΠKZn0), Z0,K := {z ∈ Zn0,K : ‖AhA
z‖ 6 ε̄} и

ΩK := {(z, u) ∈ Zn0,K × U : ‖u − AhA
z‖U 6 ε̄}. (15)

Очевидно, что свойства выпуклости и уравновешенности множества Ω так же верны и для множе-
ства ΩK . Кроме того, справедлива следующая лемма.

Лемма 3. Обозначим точную правую часть через ū := Az̄, а ее приближенное значение через uδ,
т.е. ‖ū − uδ‖U 6 δ. Будем предполагать, что точное решение z̄ принадлежит множеству Zn0 (или
Zn0,K). Тогда при сформулированных выше условиях на множество Ω из (9) (или ΩK из (15)) будут
верны следующие утверждения:

1) (z̄, ū) ∈ Ω
(
(z̄, ū) ∈ ΩK

)
; 2) (z̄, uδ) ∈ Ω

(
(z̄, uδ) ∈ ΩK

)
.

Доказательство. 1) Докажем первое утверждение. Так как z̄ ∈ Zn0 , то ‖z̄‖Z 6 (‖BhB
‖V →Z +hB)n0.

Тогда из последовательности неравенств

‖ū − AhA
z̄‖U 6 ‖Az̄ − AhA

z̄‖U 6 ‖AhA
− A‖Z→U · ‖z̄‖Z 6

6 hA (‖BhB
‖V →Z + hB) n0 < δ + hA (‖BhB

‖V →Z + hB) n0 = ε̄

следует принадлежность (z̄, ū) ∈ Ω. Включение (z̄, ū) ∈ ΩK при условии z̄ ∈ Zn0,K доказывается анало-
гичным образом.

2) Докажем теперь второе утверждение леммы. Из неравенств

‖uδ − AhA
z̄‖U 6 ‖uδ − ū‖U + ‖ū − AhA

z̄‖U 6 δ + hA (‖BhB
‖V →Z + hB) n0 = ε̄
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следует (z̄, uδ) ∈ Ω. Аналогично можно получить включение (z̄, uδ) ∈ ΩK при условии z̄ ∈ Zn0,K . Лемма
доказана.

Обозначим EK
m := sup

z∈Zn0

∣∣ (ΠKAhA
(z − Π̄KΠKz)

)
m

∣∣, m = 1, M . В работах [10, 12, 14] показано, что

если при любом фиксированном индексе m выполнено условие

(У4): последовательность {EK
m}∞K=1 монотонно не возрастая стремится к нулю,

то вместо задачи (11) мы можем рассматривать следующую бесконечномерную экстремальную задачу
(погрешность этой задачи сколь угодно близка к погрешности задачи (11) при достаточном большом
числе K):

∆2,K(xk, ΩK , ε̄) := inf
λ∈U

sup
(z,u)∈ΩK

∣∣z(xk) − 〈λ, u〉
∣∣. (16)

Задача (16) является бесконечномерной на множестве кусочно-линейных непрерывных функций. Со-
ответствующая ассоциированная к ней задача формулируется следующим образом:

sup
z∈Z0,K

z(xk). (17)

Аналогично теореме 1 мы можем определить функцию Лагранжа по формуле (6) и получить соот-
ветствующий принцип Лагранжа для задачи (16). Формулировку этой теоремы мы приводить не будем.

Теперь сведем нашу бесконечномерную задачу (16) к конечномерной задаче. Пусть {em}M
m=1 — стан-

дартный базис в R
M , где M > N — натуральное число. Введем сетку {ym}M

m=1 ⊂ [Ly, Ry] и оператор про-

ектирования ΠM : U → R
M , такой, что ΠMu :=

∑M
m=1 umem, где {em}M

m=1 — стандартный базис в R
M . Как

и в формуле (14), введем оператор кусочно-линейной аппроксимации Π̄M : R
M → U . Будем считать, что

вместо конечномерной аппроксимации приближенного оператора AhA
нам дана матрица Â := ΠMAhA

Π̄K ;
ее элементы будем обозначать через ak

m, где k = 1, K и m = 1, M .
Пусть UM := ΠMU . Введем числовые характеристики точности аппроксимации δ(M) и hA(K, M) (они

считаются известными), для которых выполнены предельные соотношения δ(M) → 0 и hA(K, M) → 0 при
K, M → ∞ и выполнены оценки

‖ū − Π̄MΠMuδ‖U 6 δ(M), sup
z∈Zn0

‖Az − Π̄MΠMAhA
Π̄KΠKz‖U 6 hA(K, M). (18)

Конечномерную аппроксимацию множества ΩK обозначим через ΩM
K , т.е.

ΩM
K := {(z, u) ∈ ΠKZn0 × UM : ‖u − Âz‖U 6 ε̄}, (19)

где ε̄ = ε̄(K, M) := δ(M) + hA(K, M)
(
‖BhB

‖V →Z + hB

)
n0. Ясно, что ε̄(K, M) → 0 при K, M → ∞.

Тогда конечномерной аппроксимацией исходной задачи (16) для всех узлов k = 1, K будет задача

inf
λM∈UM

sup
(z,u)∈ΩM

K

∣∣eT
k z − 〈λM , u〉

∣∣, k = 1, K. (20)

Если ввести обозначения ZK
0 := ΠKZ0,K , то ассоциированной к (20) задачей является задача макси-

мизации

sup
z∈ZK

0

eT
k z

(
≡ sup

z∈ZK
0

zk

)
, k = 1, K. (21)

Аналогично теореме 1 мы можем определить функцию Лагранжа и получить соответствующий прин-
цип Лагранжа для конечномерной задачи (20). В работе [14] показано, что для того чтобы вместо исходной
бесконечномерной задачи (11) решать конечномерную задачу (20), нам достаточно доказать, что множе-
ство Zn0 является слабо секвенциальным компактом в пространстве Z. Этот факт следует из теоремы
Арцела [14, 18].

Теперь рассмотрим метод решения задачи в конечномерной постановке (20) и (21). В нашей работе
нормы берутся в следующем виде: ‖z‖∞ := max

k=1,K
|zk| и ‖u‖∞ := max

m=1,M
|um|. Пусть hxk

:= xk+1 − xk,

k = 1, K − 1, — шаги сетки {xk}
K
k=1. В этом случае мы можем представить множество ограничений ZK

0 в
виде

ZK
0 ≡

{
z ∈ R

K : |zk| 6 (‖BhB
‖V →Z + hB)n0, k = 1, K; |zk − zk+1| 6 C̄1h

γ1
xk

, k = 1, K − 1;
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∣∣zk − 2zk+1 + zk+2

∣∣ 6 C̄2h
γ2
xk

, k = 1, K − 2;
∣∣

K∑

k=1

am
k zk

∣∣ 6 ε̄, m = 1, M
}

:=
{
z ∈ R

K : G0z 6 g0

}
,

где G0 — матрица размеров 2(3K + M − 3) × K.
Ясно, что для того чтобы найти решение задачи (21), нам необходимо решить K задач линейного

программирования. Существует много методов для решения задачи (21), например, симплекс-метод [19],
метод внутренних точек [20] и др. Существование решения задачи линейного программирования (21)
следует из ограниченности и замкнутости множества ZK

0 (оно является K-мерным многогранником) [21].
Далее, для каждого фиксированного индекса k0 возьмем любое решение {ẑk0

k }K
k=1 ассоциированной

задачи (21) и ее экстремум ẑk0 . Множитель Лагранжа (который является M -мерным вектором) из прин-
ципа Лагранжа при фиксированном индексе k0 обозначим через λM

k0
. Совокупность решения, экстремаль-

ного значения задачи и множителей Лагранжа системы ассоциированной задачи (21) обозначим через
{ẑk0

k }K
k,k0=1, {ẑk}

K
k=1 и {λM

k }K
k=1.

Теперь рассмотрим метод нахождения множителей Лагранжа {λM
k }K

k=1.
Принцип Лагранжа утверждает, что существуют множители Лагранжа {λM

k }K
k=1, удовлетворяющие

указанным выше условиям. Конечномерная задача минимизации функции Лагранжа с множителями
Лагранжа {λM

k }K
k=1 принимает вид

−ẑk = inf
(z,u)∈ΩM

K

(
− zk + 〈λM

k , u〉
)
, k = 1, K. (22)

После простых преобразований запишем задачу минимизации (22) в форме

0 = inf
(z,u)∈ΩM

K

(
(ẑk − zk) + 〈λM

k , u〉
)
, k = 1, K. (23)

Пусть {ẑk0

k }K
k=1 — любая экстремальная точка ассоциированной задачи (21) при фиксированном ин-

дексе k0, на которой достигается супремум. Пусть {ẑk}K
k=1 — совокупность супремумов ассоциированной

задачи (21), т.е. они являются диагональными элементами матрицы {ẑk0

k }K
k0,k=1; обозначим эту совокуп-

ность решений как ẑ := (ẑ1, . . . , ẑK)T . Из задачи (23) следует неравенство

(ẑk − zk) + 〈λM
k , u〉 > 0 ∀(z, u) ∈ ΩM

K , k = 1, K. (24)

Если мы введем обозначение Λ ≡ ΛM
K := (λM

1 , . . . , λM
K )T (матрица размеров K × M), то мы можем

переписать неравенство (24) в следующем векторном виде:

(ẑ − z) + Λu ≻ 0 ∀(z, u) ∈ ΩM
K . (25)

Множество решений неравенства (25) обозначим через Λ(≡ Λ
M
K ). Принципа Лагранжа утверждает,

что Λ 6= ∅. В работе [12] с помощью симплекс-метода и множества индексов активных ограничений ав-
тор ввел общую схему нахождения множителей Лагранжа. Во многих случаях элементов множества Λ

бесконечно много. Здесь мы рассмотрим несколько простейших алгоритмов, которые дают нам один оп-
тимальный множитель Лагранжа.

5. Принципы выбора множителя Лагранжа. На практике нам необходимо найти одну (опти-
мальную в некотором смысле) матрицу множителей Лагранжа Λ, с помощью которой мы можем опреде-
лить оптимальное (и регуляризованное) приближенное решение по формуле Λ ·u (этот вопрос рассмотрен
ниже в разделе 7), где u(:= ΠMuδ) — конечномерная аппроксимация неточно заданной правой части uδ.

Если нам несложно найти структуру множества Λ, то мы можем выбрать оптимальную матрицу
множителей Лагранжа по одной из следующих формул:

Λ̂ = argmin
Λ∈Λ

‖ÂΛ − IM‖2
F , (26)

Λ̂ = argmin
Λ∈Λ

‖Λu− zn0‖
2
F . (27)

Здесь IM — единичная матрица порядка M , а вектор zn0 является K-мерной аппроксимацией прибли-
женного решения zn0 , полученного по схеме расширяющихся компактов из раздела 3.

Для некоторых задач (особенно тех, в которых количество элементов множества Λ бесконечно) мы
можем построить более эффективный метод нахождения лучшего (оптимального и регуляризирующего)
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множителя Лагранжа. Рассмотрим принцип выбора множителя Лагранжа, который связан с регуляри-
зирующим алгоритмом А. Н. Тихонова. Среди всех решений из Λ мы выбираем Λ такого вида, что

Λ =
(
ÂT Â + αIK

)−1

ÂT , (28)

где IK — единичная матрица порядка K, а α > 0 — параметр регуляризации, который будет определен
ниже.

Заметим, что так как (λM
1 , . . . , λM

K )T = Λ, то для всех k ∈ {1, . . . , K}: λM
k = ΛT ek (здесь ek =

(0, . . . , 1, . . . , 0)T ∈ R
K). Тогда формулу (28) (которая записана в матричной форме) можно переписать в

покомпонентном виде

λM
k = Â

(
ÂT Â + αIK

)−1

ek, k = 1, K. (29)

Определение 3. Матрица множителей Лагранжа Λ, определяющаяся по формуле (28), и параметр
регуляризации α, при котором выполняется неравенство (25), называется нормальной.

Теперь обсудим некоторые свойства параметра регуляризации α, при котором матрица множителей
Лагранжа является нормальной.

Для любой матрицы Â верно сингулярное разложение Â = EΣFT , где E и F — ортогональные
матрицы размеров M ×M и K ×K соответственно, Σ = diag(σ1, . . . , σr, 0, . . . , 0) — диагональная матрица
размеров M × K с неотрицательными вещественными числами на диагонали, причем σ1 > σ2 > . . . >
σr > 0, и число r 6 min(M, N) — ранг матрицы Â. Тогда

ÂT = FΣT ET , ÂT Â = FΣT ΣFT

и
ÂT Â + αIK = FΣT ΣFT + αIK = F (ΣT Σ + αIK)FT =: F Σ̃(α)FT ,

где Σ̃(α) := (ΣT Σ +αIK) = diag(σ2
1 +α, . . . , σ2

r +α, α, . . . , α). Очевидно, что для всех α > 0 обратная к ней
матрица имеет вид

Σ̃− = diag

(
1

σ2
1 + α

, . . . ,
1

σ2
r + α

,
1

α
, . . . ,

1

α

)
.

Мы можем записать разложение в ряд Тейлора

1

σ2
i + α

=
1

σ2
i

− α
1

σ4
i

+ α2 1

σ6
i

+ O
(
α3
)
, i = 1, r,

откуда получается асимптотика

Σ̃− = (ΣT Σ)− + diag(−α/σ4
1 , . . . ,−α/σ4

r , 1/α, . . . , 1/α) + diag(α2/σ6
1 , . . . , α2/σ6

r , 0, . . . , 0) + O(α3),

где (ΣT Σ)− = diag(1/σ2
1 , . . . , 1/σ2

r , 0, . . . , 0) и O(α3) =
∑∞

i=3(−1)i diag
(
αi/σ

2(i+1)
1 , . . . , αi/σ

2(i+1)
r , 0, . . . , 0

)
.

Тогда

(
ÂT Â + αIK

)−1

=
(
F Σ̃FT

)−1

= F Σ̃−FT =

= F (ΣT Σ)−FT + F diag

(
−

α

σ4
1

, . . . ,−
α

σ4
r

,
1

α
, . . . ,

1

α

)
FT + O(α2).

(30)

Подставив асимптотику (30) в неравенство (25), получим, что для всех (z, u) ∈ ΩM
K верно

(ẑ − z) + Λu = (ẑ − z) + F (ΣT Σ)−FT ÂT u + F diag

(
−

α

σ4
1

, . . . ,−
α

σ4
r

,
1

α
, . . . ,

1

α

)
FT ÂT u + O(α2) ≻ 0,

или в покомпонентном виде для всех (z, u) ∈ ΩM
K :

eT
k (ẑ − z) + eT

k F (ΣT Σ)−FT ÂT u + eT
k F diag

(
−

α

σ4
1

, . . . ,−
α

σ4
r

,
1

α
, . . . ,

1

α

)
FT ÂT u + O(α2) > 0, k = 1, K,

что эквивалентно утверждению о том, для всех (z, u) ∈ ΩM
K :

eT
k (ẑ − z) + eT

k F (ΣT Σ)−FT ÂT u >

r∑

i=1

(eT
k F )i

α

σ4
i

(FT ÂT u)i −
K∑

i=r+1

(eT
k F )i

1

α
(FT ÂT u)i + O(α2), k = 1, K,
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где O(α2) =
∑∞

i=2(−1)i−1eT
k F diag

(
αi/σ

2(i+1)
1 , . . . , αi/σ

2(i+1)
r , 0, . . . , 0

)
FT ÂT u.

Далее обозначим dk(z, u) :=
∑r

i=1(e
T
k F )i

1
σ4

i

(FT ÂT u)i, dk(z, u) := −
∑K

i=r+1(e
T
k F )i(F

T ÂT u)i и dk(z, u) :=

eT
k (ẑ − z) + eT

k F (ΣT Σ)−FT ÂT u. Тогда наша задача заключается в том, чтобы найти любое такое положи-
тельное число α, что

O(α2) + dkα +
dk

α
6 dk ∀(z, u) ∈ ΩM

K , k = 1, K. (31)

Очевидно, что для любого положительного числа ε0 существует α0 > 0, такое, что для всех α ∈ (0, α0]
и для всех k: 1 6 k 6 K верно |O(α2)| 6 ε0α, т.е.

∣∣∣∣∣

∞∑

i=2

(−1)i−1eT
k F diag

(
αi

σ
2(i+1)
1

, . . . ,
αi

σ
2(i+1)
r

, 0, . . . , 0

)
FT ÂT u

∣∣∣∣∣ 6 ε0α. (32)

Тогда нам достаточно рассматреть следующую задачу: найти такое α ∈ (0, α0], при котором будет
выполнено неравенство

(dk + ε0)α +
dk

α
6 dk ∀(z, u) ∈ ΩM

K , k = 1, K. (33)

Замечание. Пусть Ξ — множество решений системы (31), а Ξ0 — множество решений системы (33).
Очевидно, что выполнено соотношение Ξ0 ⊂ Ξ и множество Ξ0 имеет более простую структуру. Ниже мы
будем рассматривать только множество Ξ0, т.е. вместо системы неравенств (31) будем решать систему (33).

Теперь рассмотрим пример метода выбора числа α0, который может быть реализуем на практике.
Допустим, что значение ε0 может быть задано в виде ε0 = 10−j, где j ∈ R. Тогда возможен следующий
способ выбор числа α0, который формулируется в следующем утверждении.

Лемма 4. Определим в качестве функционала G(·) правило, которое любой матрице (или векто-
ру) T ставит в соответствие максимальный по модулю элемент этой матрицы (или вектора), такое,
что

G(T) := max
i,j

|Tj
i |. (34)

Пусть известны G(ÂT u) = τ1 10ν1 , G(F ) = τ2 10ν2/K и σr = τ3 10ν3 , где 0.1 < τ1, τ2 6 1, 1 6 τ3 < 10, σr —
минимальный элемент диагональной матрицы Σ, полученной из сингулярного разложения матрицы Â.
Определим порядок задачи J следующим образом:

J := 4ν3 − 2ν2 − ν1. (35)

Тогда, для того чтобы ε0 = 10−j (j 6 J) в неравенстве (32), достаточно выбрать α0 = τ 102ν3−j, где
τ — любое число из (0.1, 1].

Доказательство. Элемент матрицы F обозначим через [F ]µω. Тогда из информации о матрице F
и определения функционала G(·) следует, что для всех µ, ω : 1 6 µ, ω 6 K верно

∣∣[F ]µω
∣∣ 6 τ2 10ν2/K.

Далее, из определения порядка задачи (35) мы можем получить неравенство 2ν2 + ν1 − 2ν3 6 2ν3 − j при
1 6 j 6 J . На основе этого неравенства и неравенства i + j 6 ij + 1 при i, j > 1 мы можем получить
следующее соотношение:

∣∣∣∣∣

∞∑

i=2

(−1)i−1eT
k F diag

(
αi

σ
2(i+1)
1

, . . . ,
αi

σ
2(i+1)
r

, 0, . . . , 0

)
FT ÂT u

∣∣∣∣∣ 6

6

∞∑

i=2

∣∣∣∣∣e
T
k F diag

(
αi

σ
2(i+1)
1

, . . . ,
αi

σ
2(i+1)
r

, 0, . . . , 0

)
FT ÂT u

∣∣∣∣∣ 6
∞∑

i=2

r∑

ω=1

K∑

µ=1

|eT
k F |

αi

σ
2(i+1)
ω

∣∣[FT ]ωµ
∣∣
∣∣∣[ÂT u]µ

∣∣∣ 6

6

∞∑

i=2

r∑

ω=1

K∑

µ=1

(
τ2

10ν2

K

)(
(τ 102ν3−j)i

(τ3 10ν3)2(i+1)

)(
τ2

10ν2

K

)
(τ1 10ν1) =

=
r

K

∞∑

i=2

(
τ1τ

2
2 τ iτ

−2(i+1)
3

) (
102ν2+ν1−2ν3−ij

)
< τ

r

K

∞∑

i=2

102ν2+ν1−2ν3−ij
6

6 τ
r

K

∞∑

i=2

102ν3−j−ij = α0
r

K

∞∑

i=2

10−ij
6 α0

r

K

∞∑

i=2

10−i−j+1 = ε0α0

(
r

K

∞∑

i=2

10−i+1

)
< ε0α0.
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Выписанное соотношение доказывает наше утверждение.

В конце этого раздела рассмотрим методы решения системы неравенств (33). Определим следующие
условия:

(У5): max
16k6K

max
(z,u)∈ΩM

K

dk(z, u) < 0, где dk(z, u) := −
∑K

i=r+1(e
T
k F )i(F

T ÂT u)i;

(У6): при фиксированном индексе k либо выполнено неравенство min
(z,u)∈ΩM

K

dk(z, u) > −ε0, либо выполнено

неравенство max
(z,u)∈ΩM

K

dk(z, u) < −ε0, где dk(z, u) :=
∑r

i=1(e
T
k F )i

1
σ4

i

(FT ÂT u)i.

Лемма 5. Пусть выполнены условия (У5) и (У6). Тогда множеством решений системы нера-
венств (33) относительно переменной α при условии α ∈ (0, α0] является

{α : 0 < α 6 κ}, (36)

где κ 6 α0 — некоторое положительное число.

Доказательство. Из условий (У5) и (У6) следует, что при фиксированном индексе k для всех (z, u) ∈
ΩM

K значение числа dk(z, u) всегда отрицательно, а значение числа dk(z, u)+ε0 всегда имеет определенный
знак (либо положительный, либо отрицательный). Тогда неравенство (33) относительно положительной
переменной α всегда имеет решение

0 < α 6 κ̃k(z, u), (37)

где κ̃k(z, u) — некоторое положительное число для любых фиксированных параметров {k, z, u}.
На самом деле, неравенство (33) при положительном параметре α эквивалентно следующему:

(dk + ε0)α
2 − dkα + dk 6 0. (38)

Заметим, что значение числа dk(z, u) всегда отрицательно. Если значение числа dk(z, u) + ε0 всегда
положительно, то при фиксированных параметрах {k, z, u} неравенство (38) имеет решение

κ̃1
k(z, u) 6 α 6 κ̃2

k(z, u),

где κ̃1
k(z, u) < 0 и κ̃2

k(z, u) > 0 — корни неравенства (38). Таким образом, если возьмем κ̃k(z, u) = κ̃2
k(z, u),

то неравенство (33) при положительном параметре α имеет решение вида (37).
Если же значение числа dk(z, u)+ε0 всегда отрицательно, то при фиксированных параметрах {k, z, u}

неравенство (38) либо имеет решение
α ∈ R,

либо
α ∈ (−∞, κ̃3

k(z, u)] ∪ [κ̃4
k(z, u), +∞),

где κ̃3
k(z, u) и κ̃4

k(z, u) — корни неравенства (38), которые имеют одинаковый знак. Иными словами, либо
верно κ̃3

k(z, u) 6 κ̃4
k(z, u) < 0, либо верно κ̃4

k(z, u) > κ̃3
k(z, u) > 0. В обоих случаях при положительном

параметре α имеет место решение вида (37) (если κ̃3
k(z, u) > 0, то возьмем κ̃k(z, u) = κ̃2

k(z, u), а если
κ̃4

k(z, u) < 0, то возьмем κ̃k(z, u) = +∞).
Заметим, что из компактности множества ΩM

K и положительности числа κ̃k(z, u) при всех (z, u) ∈ ΩM
K

следует, что min(z,u)∈ΩM
K

κ̃k(z, u) > 0. Наконец, учтем, что

κ := min

{
α0, min

16k6K
min

(z,u)∈ΩM
K

κ̃k(z, u)

}
, (39)

что и доказывает лемму.
6. Методы выбора параметра регуляризации α.

Определение 4. Число κ, определяющееся из леммы 5, будем называть числом регуляризации.

Теперь, с помощью числа регуляризации κ, мы построим параметр регуляризации α двумя способа-
ми — априорным и апостериорным.

6.1. Априорный выбор параметра регуляризации α = α1. Пусть

α1 :=
ε̄σ

1 + ε̄σ
κ, 0 < σ < 2, (40)



478 вычислительные методы и программирование. 2013. Т. 14

где погрешность задачи ε̄ определяется по формуле (10), а число регуляризации κ вычисляют из леммы 5.
Очевидно, что параметр регуляризации α1 удовлетворяет следующей лемме.

Лемма 6. (а) ∀ η ≻ 0: 0 6 α1(η) < κ(η); (б) lim
η→0

α1(η) = 0; (в) lim
η→0

ε̄2

α1(η)
= 0.

6.2. Апостериорный выбор параметра регуляризации α = α2. Далее с помощью обобщенного
принципа невязки мы построим процедуру выбора параметра α2 по следующей схеме:

α2 := min(κ, α∗), (41)

где α∗ — параметр регуляризации, который выбирается по следующему обобщенному принципу невяз-
ки [15, 17]:

ρ(α∗) =
∥∥∥Âzα∗ − u

∥∥∥
2

−
(
δ + hA · ‖zα∗‖Z

)2

= 0.

Здесь zα∗ = Λ|α=α∗ · u.
Из соотношения α2 = min(κ, α∗) 6 α∗ → 0 при η → 0 мы приходим к следующему утверждению.

Лемма 7. (а) 0 6 α2 6 κ; (б) lim
η→0

α2(η) = 0.

Замечание. Ниже в разделе 7 мы покажем, что при таком выборе параметра регуляризации по фор-
муле (40) (или (41)) матрица множителей Лагранжа является нормальной.

7. Регуляризирующее и оптимальное свойства алгоритма. В работе [13] было показано, что
если искомое решение задачи (1) истокопредставимо, то при некотором условии любой элемент Λ из мно-
жества Λ является оптимальным регуляризирующим алгоритмом в некотором смысле. Здесь мы покажем,
что если выполнены условия (У5) и (У6), тогда даже если не обладать информацией об истокопредстави-

мости решения (т.е. нам не важен факт выполнения условий (У1), (У2) и (У3): главное, чтобы множества Z̃
или Ω являлись ограниченными выпуклыми и уравновешенными), то матрица множителей Лагранжа Λ,
определяющаяся по формуле (28), и параметр регуляризации α (который может быть определен либо
априорным способом (40), либо апостериорным (41)), определяют оптимальный регуляризирующий алго-
ритм.

Сначала рассмотрим определение регуляризирующего алгоритма для нашего случая и ответим, что
такое оптимальный регуляризирующий алгоритм.

Определение 5. Семейство отображений Rk
α: (0, +∞)×Hom(Z, U)×Hom(V, Z)×UM → R

1, k = 1, K,
параметризуемое числом α > 0, назовем поточечным регуляризирующим алгоритмом восстановления
конечномерной аппроксимации {z(xk)}K

k=1 в задаче (1) при наличии априорной информации Zn0,K , если
выполнено условие

sup
(z,u)∈ΩK

∣∣z(xk) − Rk
α(α, AhA

, BhB
, ΠMu)

∣∣ α(η)→0
−−−−−→
M→∞

0, k = 1, K. (42)

Точную верхнюю грань в (42) назовем апостериорной поточечной наихудшей оценкой погрешности ре-
гуляризирующего алгоритма Rk

α в заданной точке xk и обозначим ∆2
k(η, Rk

α), где k = 1, K. Обозначим

Rα := (R1
α, R2

α, . . . , RK
α )T . Число ∆2(η, Rα) :=

∑K
k=1 ∆2

k(η, Rk
α) назовем общей апостериорной наихудшей

оценкой погрешности регуляризирующих алгоритмов Rα на сетке {xk}K
k=1.

Замечание. По сравнению с классическим определением регуляризирующего алгоритма [2–4, 15]
нетрудно доказать, что если оператор Rα является регуляризирующим алгоритмом по определению 5,
то оператор Π̄KRα является классическим регуляризирующим алгоритмом, т.е. для всех (z̄, uδ) ∈ Ω
выполнено ‖z̄ − Π̄KRαΠMuδ‖C(X) → 0 при α(η) → 0 и K, M → ∞. Здесь оператор кусочно-линейной
аппроксимации Π̄K определяется по формуле (14).

Определение 6. Семейство регуляризирующих алгоритмов {R̃k
α}

K
k=1 называется оптимальным, если

для любого отображения Rk
α : (0, +∞) × Hom(Z, U) × Hom(V, Z) × UM → R

1 выполнено неравенство

∆2
k(η, R̃k

α) 6 ∆2
k(η, Rk

α), k = 1, K. (43)

Для любого Λ(:= (λM
1 , . . . , λM

K )) ∈ Λ определим семейство отображений Rk
α следующим образом:

Rk
α(α, AhA

, BhB
, ΠMuδ) := 〈λM

k ,u〉, k = 1, K, (44)

или в векторном виде:
Rα = (R1

α, R2
α, . . . , RK

α )T := Λu. (45)
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Замечание. Отображение Rk
α, определяющееся по формулам (44) или (45), не является линейной

функцией аргумента u, потому что множество ΩK , которое получается методом расширяющихся компак-
тов, зависит от u.

Теорема 3. Пусть выполнены условия (У4)–(У6). Тогда семейство отображений Rα, определяюще-
еся по формуле (45), где матрица множителей Лагранжа Λ определяется по формуле (28), а параметр
регуляризации α определяется либо априорным способом из (40) (α = α1), либо апостериорным способом
из (41) (α = α2), является оптимальным регуляризирующим алгоритмом восстановления конечномер-
ной аппроксимации функции {z(xk)}K

k=1 в задаче (1). Соответствующий оператор Π̄KRαΠM является
оптимальным регуляризирующим оператором операторного уравнения (1).

Доказательство. Регуляризирующие свойства нашего алгоритма нетрудно получаются с помощью
доказательства, аналогичного доказательству классического регуляризирующего алгоритма А. Н. Тихо-
нова [2].

Теперь докажем оптимальное свойство нашего алгоритма. Сначала рассмотрим произвольное (не
обязательно линейное) отображение Rα : (0, +∞)× Hom(Z, U)×Hom(V, Z)× UM → R

1. Определим вспо-
могательное отображение P : UM → R

1, такое что P(ΠMu) ≡ Rα(α, AhA
, BhB

, ΠMu). Тогда из принципа
Лагранжа и определения отображения Rk

α из (44) получим

∆2
k(η, Rk

α) := sup
(z,u)∈ΩK

∣∣z(xk) − Rk
α(α, AhA

, BhB
, ΠMu)

∣∣ (44)
==== sup

(z,u)∈ΩK

∣∣z(xk) − 〈λM
k , ΠMu〉

∣∣ принцип Лагранжа
==============

(16)

= inf
λ∈UM

sup
(z,u)∈ΩK

∣∣z(xk) − 〈λ, ΠMu〉
∣∣ ⋆
== inf

∀u∗: UM→R1
sup

(z,u)∈ΩK

∣∣z(xk) − u∗(ΠMu)
∣∣ 6 sup

(z,u)∈ΩK

∣∣z(xk) − P(ΠMu)
∣∣ =

P(ΠM u)=Rα(α,AhA
,BhB

,ΠMu)
======================= sup

(z,u)∈ΩK

∣∣z(xk) −Rα(α, AhA
, BhB

, ΠMu)
∣∣ =: ∆2

k(η,Rα).

Здесь
⋆

== получается из теоремы Смоляка о существовании линейного метода оптимального восстанов-
ления [6, 9]. Отсюда следует, что для всех Rα : ∆2

k(η, Rk
α) 6 ∆2

k(η,Rα), что и доказывает оптимальность
нашего алгоритма.

8. Общий алгоритм. В этом разделе мы опишем алгоритм поиска метода оптимального регуля-
ризирующего алгоритма для восстановления решения операторного уравнения (1) и соответствующей
погрешности метода.

1) Используя входную информацию
{
δ, hA, hB, N, K, M, C1(s), C2(s), uδ, γ1, γ2, Â, B̂, ε0

}
, вычисляем чис-

ла C̄1, C̄2 по формуле (8) и с помощью схемы расширяющихся компактов находим число n0 (см. раздел 3).
Вычисляем погрешность задачи ε̄ по формуле (10).

2) Для каждого значения индекса k = 1, K находим супремум ассоциированной задачи (21).
3) Строим сингулярное разложение Â = EΣFT матрицы Â и проверяем условие (У5). Если это

условие выполнено, то переходим к шагу 4. В противном случае переходим к шагу 7.
4) Вычисляем порядок задачи J в (35) и полагаем j = J . Если J > 1, то переходим к шагу 4а; в

противном случае переходим к шагу 7.
4а) Задаем малое число ε0 = 10−j, вычисляем число α0 с помощью метода из леммы 4. Проверяем

условие (У6). Если это условие выполнено, то с помощью леммы 5 находим число регуляризации κ и
переходим к шагу 5. Если условие (У6) не выполнено, то проверяем условие j > 2. Если оно выполнено,
то переопределяется j (j = j − 1) и переходим к шагу 4а; в противном случае переходим к шагу 7.

5) С помощью полученного числа регуляризации κ вычисляем параметр регуляризации α либо апри-
орным способом α = α1 из (40), либо апостериорным способом α = α2 из (41).

6) Вычисляем матрицу множителей Лагранжа Λ по формуле (28) с полученным на шаге 5 параметром
регуляризации α и переходим к шагу 8.

7) Вычисляем множитель Лагранжа (матрицу) Λ по формуле (26) или по формуле (27).
8) Решение нашей задачи будет следующим: матрица Λ — метод оптимального (и регуляризирую-

щего, если выполнены условия (У5) и (У6)) алгоритма задачи (1), вектор Λu — оптимальное (регуляри-
зирующее) приближенное решение восстановленной конечномерной аппроксимации функции {z(xk)}K

k=1,
∆2

k(η, Rk
η) = zk, k = 1, K, — его соответствующая оптимальная поточечная априорная наихудшая оценка

погрешности и ∆2(η, Rη) =
∑

k zk — общая оптимальная апостериорная наихудшая оценка погрешности
нашего алгоритма. Кусочно-линейная функция Π̄KΛu — это оптимальное (регуляризирующее) прибли-
женное решение исходной бесконечномерной задачи (1).
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9. Численный эксперимент. Проиллюстрируем применение описанного алгоритма оптимального
восстановления на примере решения обратной краевой задачи для уравнения теплопроводности. Рассмот-
рим следующую краевую задачу для функции w : [0, l]× [0, T ] → R:

{
∂tw(x, t) = ∂2

xxw(x, t), (x, t) ∈ [0, l]× [0, T ],

w(0, t) = w(l, t) = 0, t ∈ [0; T ].
(46)

Положим v̄(x) := w(x, 0), z̄(x) := w(x, t0) и ū(x) := w(x, T ).
Известно, что решение уравнения теплопроводности можно записать по формуле

w(x, t) =

l∫

0

G(x, ξ, t)v(ξ) dξ, (47)

где G(x, ξ, t) — функция Грина, определяемая следующим образом:

G(x, ξ, t) =
2

l

∞∑

n=1

sin
(πnx

l

)
sin

(
πnξ

l

)
exp

(
−

(
πna

l

)2

t

)
.

Тогда для каждого фиксированного начального значения времени t0 > 0 следующие утверждения
выполнены.

1) Для любого T > t0 > 0 имеем z(xz) =
∫ l

0
G(xz , xv, t0)v(xv) dxv.

2) Уравнение теплопроводности можно решать как обратную задачу с истокопредставимым решением

z(x): u(xu) =
∫ l

0 G(xu, xz, T − t0)z(xz) dxz .
Если l = 1.0, t0 = 0.02 и T = 0.1, то указанная задача примет форму

Az :=

1∫

0

G(xu, xz, 0.08)z(xz) dxz = u(xu),

где решение z можно представить в виде z(xz) = Bv :=
∫ 1

0
G(xz , xv, 0.02)v(xv) dxv.

Рис. 1. Результат применения нашего алгоритма: “− ◦ −” — восстановленное приближенное решение,

“−” — неизвестное точное решение

Очевидно, что если положить v̄(xv) = sin(πxv), то точное решение z̄(xz) примет вид

z̄(xz) = sin(πxz) exp
(
−0.02π2

)
,

а точная правая часть ū(xu) станет ū(xu) = sin(πxu) exp
(
−0.08π2

)
. Для проверки разработанных ме-

тодов была рассмотрена следующая модельная задача. Сначала был смоделирован входной сигнал со-
гласно уравнению (47) для точной функции v̄(xv) = sin(πxv). Далее к точной правой части ū добавля-
лась ошибка (шум) (например, предполагалось, что правая часть возмущается случайной погрешностью,
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Рис. 2. Оптимальная априорная поточечная наихудшая оценка погрешности метода ∆0

k(η, Rk
η)

в каждой точке k = 1, 12

равномерно распределенной на отрезке [−δ, δ], где δ составляет 0.1% от максимума значений правой ча-
сти по координатам). Конечномерную аппроксимацию для функции Грина обозначим через GJ(x, ξ, t) =

2
∑J

j=1 sin(πjx) sin(πjξ) exp(−(πja)2t) и ‖GJ+1(x, ξ, t) − GJ (x, ξ, t)‖ 6 hG, где hG := min{hA, hB}.
Положим M = 15, N = K = 12, δ = hA = hB = 0.05, γ1 = 1, γ2 = 2, C1(s) = C2(s) ≡ 1.1. После вычис-

ления получили следующие ранги матриц Â и B̂: rank(A15×12) = 6 и rank(B12×12) = 10. Путем применения
нашего алгоритма мы получили оптимальное регуляризирующее приближенное решение, представленное
на рис. 1. Далее, с помощью нашего алгоритма мы получили оптимальную апостериорную поточечную
наихудшую оценку погрешности метода ∆2

k(η, Rk
η) (k = 1, 12), представленную на рис. 2. Кроме того, оп-

тимальная (общая) апостериорная наихудшая оценка погрешности метода ∆2(η, Rη) = 23.83, абсолютная
погрешность равна 17.67 и ее соответствующая относительная оценка погрешности равна 0.14 (так как в
модельной задаче мы знаем точное решение).

9. Заключение. Предложен метод построения оптимального регуляризирующего алгоритма для
решения линейных некорректных задач с использованием априорной информации о решении и проде-
монстрирована его эффективность. Получены оптимальное регуляризирующее приближенное решение и
оптимальная (поточечная и общая) апостериорная наихудшая оценка погрешности метода.

Авторы благодарны А. В. Баеву за ценное обсуждение математических вопросов.
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