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ВЕРОЯТНОСТНАЯ ОЦЕНКА ПОГРЕШНОСТИ КВАДРАТУРНЫХ ФОРМУЛ,

ТОЧНЫХ ДЛЯ ПОЛИНОМОВ ХААРА

К. А. Кириллов1

Исследуются квадратурные формулы, обладающие d-свойством Хаара (формулы, точно инте-
грирующие функции Хаара, номера групп которых не превосходят заданного числа d). Ранее
было доказано, что эти квадратурные формулы имеют наилучший порядок сходимости к нулю
функционала погрешности на классах Sp функций с быстро сходящимися рядами Фурье–Хаара.
В настоящей статье для обладающих d-свойством Хаара квадратурных формул получена веро-
ятностная оценка погрешности на классах Sp. Согласно этой оценке для случайно выбранной
из Sp функции порядок сходимости к нулю функционала погрешности формулы со сколь угод-
но большой вероятностью оказывается лучше, чем ранее доказанный. И. М. Соболем в 1970-х
годах исследовались квадратурные формулы с узлами, образующими Πτ -сетки, которые так же
точны на функциях Хаара. Результат настоящей работы представляет собой обобщение упомя-
нутого результата на случай произвольных квадратурных формул, обладающих d-свойством
Хаара.
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1. Введение. Задача построения и исследования формул приближенного интегрирования, точных
для некоторого заданного набора функций, в основном решалась ранее для вычисления интегралов, точ-
ных на алгебраических и тригонометрических многочленах. Так, формулы алгебраической точности мож-
но найти, например, в [3, 4]. Формулы, точные для тригонометрических многочленов, исследовались, в
частности, в [5–9].

Квадратурные и кубатурные формулы, точные для системы функций Хаара, можно найти в моно-
графии [10] и статьях [11, 12]. В указанных работах точность формул приближенного интегрирования на
конечных суммах Хаара использовалась при выводе оценок погрешности этих формул.

Описание всех минимальных весовых квадратурных формул, обладающих d-свойством Хаара (фор-
мул, точных на функциях Хаара, номера групп которых не превосходят заданного числа d), было прове-
дено в [13], исследование погрешности указанных формул — в [14–16], оценки погрешности обладающих
d-свойством Хаара квадратурных формул с весовой функцией g(x) ≡ 1 получены в [1].

В двумерном случае задача построения кубатурных формул, обладающих d-свойством Хаара (фор-
мул, точных для полиномов Хаара степеней, не превосходящих заданного числа d), решалась в [17–22],
оценки погрешности указанных кубатурных формул в [23–25] получены на пространствах Sp и Hα, в [26] —
на классах функций двух переменных, удовлетворяющих общему условию Липшица.

Из результатов, приведенных в [1], следует, что для функционала погрешности обладающих d-свой-
ством Хаара квадратурных формул с N узлами при условии f ∈ Sp (1 < p < ∞) выполняется асимпто-

тическое равенство
∣

∣δ[f ]
∣

∣ = O
(

(

2d
)

−1/p
)

, d → ∞, которое в случае минимальных формул принимает вид
∣

∣δ[f ]
∣

∣ = O
(

N−1/p
)

, N → ∞. В настоящей статье для обладающих d-свойством Хаара квадратурных фор-
мул с N узлами доказывается, что если функция f выбирается случайно в фиксированном в классе Sp

(1 6 p < ∞) произвольном параллелепипеде с центром в начале координат и гранями, параллельны-
ми координатным плоскостям, то для функционала погрешности δ[f ] формулы со сколь угодно большой
вероятностью выполняются следующие соотношения при d → ∞:

∣

∣δ[f ]
∣

∣ =











o
(

(

2d
)

−1
)

, если 1 6 p 6 2,

o
(

(

2d
)

−1/p−1/2
)

, если 2 < p < ∞ .
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Эти соотношения в случае минимальных формул записываются при N → ∞ в виде

∣

∣δ[f ]
∣

∣ =

{

o
(

N−1
)

, если 1 6 p 6 2,

o
(

N−1/p−1/2
)

, если 2 < p < ∞ .

Результат настоящей работы представляет собой обобщение результата, полученного Соболем в [2] для
квадратурных формул с узлами, образующими Πτ -сетки, на случай квадратурных формул, обладающих
d-свойством Хаара.

2. Основные определения. В настоящей статье используется определение функций χmj(x), вве-
денное Хааром в [27] и отличное от приведенного в [10] определения этих функций в их точках разрыва.

Двоичными промежутками lmj назовем промежутки с концами в точках
j − 1

2m−1
,

j

2m−1
(m = 1, 2, . . . ,

j = 1, 2, . . . , 2m−1). Если левый конец двоичного промежутка совпадает с нулем, то будем считать этот
промежуток замкнутым слева, а если правый конец совпадает с 1 — замкнутым справа. Остальные дво-
ичные промежутки считаются открытыми. Левую и правую половины lmj (без середины этого двоичного
промежутка) будем обозначать l−mj и l+mj соответственно.

Система функций Хаара строится группами: группа номер m содержит 2m−1 функций χmj(x), где
m = 1, 2, . . . и j = 1, 2, . . . , 2m−1. Функции Хаара χmj(x) определим следующим образом:

χmj(x) =























2(m−1)/2 при x ∈ l−mj ,

−2(m−1)/2 при x ∈ l+mj ,

0 при x ∈ [0, 1] \ lmj,

0.5
{

χmj(x − 0) + χmj(x + 0)
}

, если x — внутренняя точка разрыва.

Здесь lmj =

[

j − 1

2m−1
,

j

2m−1

]

, m = 1, 2, . . . и j = 1, 2, . . . , 2m−1. В систему функций Хаара включают также

функцию χ0,1(x) ≡ 1, которая образует нулевую группу.
Пусть d — целое неотрицательное число. Полиномами Хаара степени d назовем линейные комбинации

с вещественными коэффициентами функций χ01(x) и χmj(x), где m = 1, 2, . . . , d и j = 1, 2, . . . , 2m−1,
причем хотя бы один из коэффициентов при функциях Хаара χdj(x) группы номер d отличен от нуля.

Будем рассматривать квадратурные формулы

I[f ] =

1
∫

0

f(x) dx ≈
N

∑

i=1

Cif
(

x(i)
)

= Q[f ], (1)

где x(i) ∈ [0, 1] — узлы формулы, Ci — коэффициенты при узлах (вещественные числа), i = 1, 2, . . . , N .
Функционал погрешности квадратурной формулы (1) обозначим через δ[f ]:

δ[f ] = I[f ] − Q[f ] =

1
∫

0

f(x) dx −

N
∑

i=1

Cif
(

x(i)
)

. (2)

Будем говорить, что квадратурная формула (1) обладает d-свойством Хаара (или просто d-свойством),
если она точна для любого полинома Хаара P (x) степени, не превосходящей d, т.е. Q[P ] = I[P ]. Такую
формулу с наименьшим возможным числом узлов назовем минимальной квадратурной формулой, обла-
дающей d-свойством.

Множество функций f(x), определенных на отрезке [0, 1] и представимых в виде ряда Фурье–Хаара

f(x) = c
(1)
0 +

∞
∑

m=1

2m−1

∑

j=1

c(j)
m χmj(x) (3)

с вещественными коэффициентами c
(1)
0 , c

(j)
m (коэффициентами Фурье–Хаара), удовлетворяющими условию

Ap(f) =

∞
∑

m=1

2(m−1)/2

[

2m−1

∑

j=1

∣

∣c(j)
m

∣

∣

p

]1/p

6 A, (4)
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где A — вещественная константа и 1 6 p < ∞, определяется как класс Sp(A). Множество функций f(x),
принадлежащих всем классам Sp(A) (со всевозможными A, значение p фиксировано), называется классом
Sp [10]. Все функции f(x), отличающиеся постоянными слагаемыми, рассматриваются как одна функция.

3. Вывод вероятностной оценки погрешности квадратурных формул. Введем обозначение

Σq(m) = 2−(m−1)/2

{

2m−1

∑

j=1

∣

∣Q[χmj ]
∣

∣

q

}1/q

, (5)

где q > 1, m = 1, 2, . . .
В [1] доказана

Лемма. Если квадратурная формула (1) обладает d-свойством, то справедливо неравенство

sup
d<m<∞

Σq(m) 6
(

2d
)

−1/p
, где p и q связаны соотношением 1/p + 1/q = 1.

Докажем следующее утверждение.

Теорема. Пусть h ∈ Sp — фиксированная функция, h(x) = h
(1)
0 +

∞
∑

m=1

2m−1

∑

j=1

h(j)
m χmj(x). Если квадра-

турная формула (1) обладает d-свойством, а функция f ∈ Sp такова, что ее коэффициенты Фурье–Хаара

c
(j)
m удовлетворяют неравенствам

∣

∣c
(j)
m

∣

∣ 6
∣

∣h
(j)
m

∣

∣ и являются независимыми случайными величинами,

равномерно распределенными в
[

−h
(j)
m , h

(j)
m

]

, то со сколь угодно большой вероятностью выполняются

следующие соотношения при d → ∞:

∣

∣δ[f ]
∣

∣ =











o
(

(

2d
)

−1
)

, 1 6 p 6 2,

o
(

(

2d
)

−1/p−1/2
)

, 2 < p < ∞.
(6)

Доказательство. В [10] доказано, что если f ∈ Sp, то ряд (3) сходится абсолютно и равномерно.
Подставим в (2) выражение для f(x) из (3). В силу точности квадратурной формулы (1) на функциях
Хаара групп, номера которых не превосходят d, выражение для функционала погрешности этой формулы
представимо в виде

δ[f ] = −
∞
∑

m=d+1

2m−1

∑

j=1

c(j)
m Q[χmj]. (7)

По свойствам случайной величины, равномерно распределенной на отрезке, для математического

ожидания и дисперсии величин c
(j)
m имеют место равенства M

(

c
(j)
m

)

= 0, D
(

c
(j)
m

)

=
1

3

(

h(j)
m

)2
. Из (7)

следует, что M
(

δ[f ]
)

= 0, а для дисперсии величины δ[f ] выполняется равенство

D
(

δ[f ]
)

=
1

3

∞
∑

m=d+1

2m−1

∑

j=1

(

h(j)
m

)2(
Q[χmj ]

)2
. (8)

Пусть p′ и q′ удовлетворяют соотношению 1/p′ + 1/q′ = 1. Применяя неравенство Гельдера к сумме
по j в (8), получим

D
(

δ[f ]
)

6
1

3

∞
∑

m=d+1

{

2m−1

∑

j=1

∣

∣h(j)
m

∣

∣

2p′

}1/p′
{

2m−1

∑

j=1

∣

∣Q[χmj ]
∣

∣

2q′

}1/q′

. (9)

Используя равенство (5), неравенство (9) запишем в виде

D
(

δ[f ]
)

6
1

3

∞
∑

m=d+1

2m−1

{

2m−1

∑

j=1

∣

∣h(j)
m

∣

∣

2p′

}1/p′

{

Σ2q′(m)
}2

. (10)

В силу сформулированной выше леммы имеем sup
d<m<∞

Σ2q′ (m) 6
(

2d
)1/2q′

−1
; тогда из (10) следует нера-

венство

D
(

δ[f ]
)

6
1

3

(

2d
)1/q′

−2
∞
∑

m=d+1

2m−1

{

2m−1

∑

j=1

∣

∣h(j)
m

∣

∣

2p′

}1/p′

. (11)
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Рассмотрим следующие два случая.
1. Пусть 2 < p < ∞. Положим p′ = p/2, q′ = (1−2/p)−1. Тогда ряд, фигурирующий в (11), принимает

вид

∞
∑

m=d+1

2m−1

{

2m−1

∑

j=1

∣

∣h(j)
m

∣

∣

p

}2/p

и, следовательно, является остаточным членом ряда

∞
∑

m=1







2m−1/2

[

2m−1

∑

j=1

∣

∣h(j)
m

∣

∣

p

]1/p






2

. (12)

Так как h ∈ Sp, то в силу (4) ряд

∞
∑

m=1

2(m−1)/2

[

2m−1

∑

j=1

∣

∣h(j)
m

∣

∣

p

]1/p

= Ap(h) (13)

сходится. Тогда сходится и ряд (12) и справедливо равенство lim
d→∞

∞
∑

m=d+1

2m−1

{

2m−1

∑

j=1

∣

∣h(j)
m

∣

∣

p

}2/p

= 0. В

соответствии с (11) имеем

D
(

δ[f ]
)

= o
(

(

2d
)

−2/p−1
)

при d → ∞. (14)

2. Пусть 1 6 p 6 2. В [10] доказано, что при 0 < p < p1 имеет место неравенство

[

M
∑

j=1

|uj |
p1

]1/p1

6

[

M
∑

j=1

|uj |
p

]1/p

, (15)

из которого следует соотношение

{

2m−1

∑

j=1

∣

∣h(j)
m

∣

∣

2p′

}1/p′

6

2m−1

∑

j=1

(

h(j)
m

)2
. (16)

Из (11) и (16) получим

D
(

δ[f ]
)

6
1

3

(

2d
)1/q′

−2
∞
∑

m=d+1

2m−1
2m−1

∑

j=1

(

h(j)
m

)2
. (17)

Поскольку неравенство (17) выполняется при всех q′ > 1, имеем

D
(

δ[f ]
)

6 inf
q′>1

{

1

3

(

2d
)1/q′

−2
∞
∑

m=d+1

2m−1
2m−1

∑

j=1

(

h(j)
m

)2

}

=
1

3

(

2d
)

−2
∞
∑

m=d+1

2m−1
2m−1

∑

j=1

(

h(j)
m

)2
. (18)

Так как ряд (13) сходится, то вследствие неравенства

[

2m−1

∑

j=1

(

h(j)
m

)2

]1/2

6

[

2m−1

∑

j=1

∣

∣h(j)
m

∣

∣

p

]1/p

, которое имеет

место в силу (15), сходится и ряд

∞
∑

m=1

2(m−1)/2

[

2m−1

∑

j=1

(

h(j)
m

)2

]1/2

. Тогда ряд

∞
∑

m=1







2(m−1)/2

[

2m−1

∑

j=1

(

h(j)
m

)2

]1/2






2

(19)

также является сходящимся. Ряд
∞
∑

m=d+1

2m−1
2m−1

∑

j=1

(

h(j)
m

)2
, фигурирующий в (18), представляет собой оста-

точный член ряда (19); следовательно, lim
d→∞

∞
∑

m=d+1

2m−1
2m−1

∑

j=1

(

h(j)
m

)2
= 0. Тогда в силу (18) имеем

D
(

δ[f ]
)

= o
(

(

2d
)

−2
)

при d → ∞. (20)
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Соотношения (6) вытекают из (14), (20) и неравенства Чебышева

P

{

∣

∣

∣
δ[f ] − M

(

δ[f ]
)

∣

∣

∣
<

1

ε

√

D
(

δ[f ]
)

}

> 1 − ε2 ∀ ε > 0.

Теорема доказана.

Замечание 1. Множество функций f ∈ Sp с коэффициентами Фурье–Хаара c
(j)
m , удовлетворяющими

неравенствам
∣

∣c
(j)
m

∣

∣ 6
∣

∣h
(j)
m

∣

∣, можно считать параллелепипедом в Sp с центром в начале координат и
гранями, параллельными координатным плоскостям.

Замечание 2. Число узлов N квадратурной формулы (1) и параметр d, фигурирующие в соотноше-
ниях (6), связаны неравенством N > 2d−1, которое следует из нижней оценки числа узлов, полученной
в [13] для обладающей d-свойством квадратурной формулы с произвольной весовой функцией.

Замечание 3. В [13] описаны все обладающие d-свойством минимальные весовые квадратурные

формулы

1
∫

0

g(x)f(x) dx ≈

N
∑

i=1

Cif(x(i)). Доказано, что в случае весовой функции g(x) ≡ 1 минимальная

формула единственна: число ее узлов N = 2d−1, узлы этой формулы x(i) = 2−d(2i−1), коэффициенты при
узлах Ci = 2−d+1, i = 1, 2, . . . , 2d−1. Указанная квадратурная формула имеет вид (1). При выполнении
условий доказанной выше теоремы для ее функционала погрешности в соответствии с (6) со сколь угодно
большой вероятностью справедливы следующие асимптотические равенства при N → ∞:

∣

∣δ[f ]
∣

∣ =

{

o
(

N−1
)

, если 1 6 p 6 2,

o
(

N−1/p−1/2
)

, если 2 < p < ∞ .
(21)

4. Заключение. В [2] установлено, что если функция f выбирается случайно в фиксированном в Sp

произвольном параллелепипеде с центром в начале координат и гранями, параллельными координатным
плоскостям, то для функционала погрешности δ[f ] квадратурных формул (1) с N = 2ν узлами, обра-
зующими Πτ -сетки (0 6 τ < ν), со сколь угодно большой вероятностью имеют место асимптотические
равенства (21). В [10] доказано, что указанные квадратурные формулы точны для функций Хаара групп,
номера которых не превосходят ν − τ , т.е. представляют собой частный случай формул, обладающих d-
свойством при d = ν − τ . Следовательно, доказанная в настоящей статье теорема является обобщением
результатов, полученных Соболем в [2].
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Abstract: Quadrature formulas possessing the Haar d-property (i.e., the formulas that are accurate for
Haar functions of groups with the numbers not exceeding a given number d) are studied. Previously it was
proved that these quadrature formulas have the best order of convergence to zero for the error functional on
the classes Sp consisting of the functions with the fast convergent Fourier–Haar series. In this paper we obtain
a probabilistic error estimate on the classes Sp for the quadrature formulas possessing the Haar d-property.
According to this estimate, for a function randomly chosen from Sp the order of convergence to zero for the
error functional is better with an arbitrarily high probability than that obtained previously. In 1970s, I.M. Sobol’
studied the quadrature formulas with nodes that form Πτ grids; these formulas are also accurate for the Haar
functions. This paper generalizes the result obtained by Sobol’ to the case of arbitrary quadrature formulas
possessing the Haar d-property.

Keywords: Haar d-property, error of quadrature formula, Sp classes of functions.
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