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АНАЛИЗ ТОЧНОСТИ И ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ ЭФФЕКТИВНОСТИ

МЕТОДА АДВЕКЦИИ КОНТУРОВ НА ПРИМЕРЕ РЕШЕНИЯ

БАРОТРОПНОГО УРАВНЕНИЯ ВИХРЯ

А.А. Баранов1, М.С. Пермяков2

Рассмотрены различные варианты метода адвекции контуров, представляющего собой лагран-
жев подход для моделирования двумерных потоков идеальной несжимаемой жидкости. Про-
ведено их сравнение с известным лагранжевым методом контурной динамики. На примере
решения баротропного уравнения вихря выполнен анализ точности и вычислительной эффек-
тивности указанных методов. Полученные результаты позволяют говорить об эффективности
полулагранжева метода адвекции контуров при проведении долгосрочных расчетов в случае,
когда отношение размеров расчетной области к характерным масштабам течения невелико либо
исходное поле аппроксимируется достаточно большим числом контуров. В подобных условиях
данный метод способен достигать более высокой точности при меньших временны́х затратах.

Ключевые слова: геофизическая гидродинамика, вычислительная гидродинамика, контурная ди-
намика, адвекция контуров.

1. Введение. Большинство потоков, рассматриваемых в геофизической гидродинамике, характери-
зуются высокими значениями чисел Рейнольдса. При их численном моделировании возникает необходи-
мость разработки методов с минимальной схемной вязкостью. К таким методам относятся разнообразные
лагранжевы методы, рассматривающие перенос физических величин отдельными жидкими частицами
или элементами.

Основой многих моделей геофизической гидродинамики является уравнение переноса потенциальной
завихренности, пространственное распределение которой, в свою очередь, определяет поле скорости пото-
ка. Одним из эффективных лагранжевых подходов для решения подобных уравнений переноса является
метод адвекции контуров [1–8]. Данный метод представляет собой развитый вариант известного мето-
да контурной динамики [9–16]. На каждом временно́м шаге его алгоритм может быть условно разделен
на два этапа: адвекция завихренности и инверсия поля вихря для получения поля скорости. На этапе
адвекции рассматривается перенос частиц на контурах исходного поля, представленных конечным, но
масштабируемым набором точек. Основное отличие от метода контурной динамики проявляется на этапе
инверсии. В методе адвекции контуров решение задачи инверсии проводится на эйлеровой сетке. Исполь-
зование сравнительно грубой эйлеровой сетки совместно с более мелкой лагранжевой сеткой, связанной с
точками на множестве контуров, позволяет значительно повысить вычислительную эффективность. При
этом сохраняются основные достоинства лагранжева подхода: малая схемная вязкость и, как следствие,
сохранение тонких структурных элементов потока [2, 5, 6].

Целью настоящей статьи является оценка точности и вычислительной эффективности различных
вариантов метода адвекции контуров на примере решения баротропного уравнения вихря, а также их
сравнение с методом контурной динамики. В качестве основного критерия сравнения рассматривается
способность указанных методов сохранять интегральные характеристики потока, а также временны́е за-
траты, требующиеся на выполнение их расчетных схем.

2. Основные уравнения. Моделирование сложных геофизических потоков является весьма трудо-
емкой в вычислительном плане процедурой. По этой причине часто используются некоторые упрощения
математического описания таких процессов, которые учитывают характерный диапазон пространствен-
ных и временны́х масштабов. Когда горизонтальные масштабы движения преобладают над вертикальным
масштабом, такого рода потоки носят квазидвумерный характер.

Простейший набор уравнений, описывающих двумерное течение идеальной несжимаемой жидкости,
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включает в себя баротропное уравнение вихря

∂ω

∂t
+ u

∂ω

∂x
+ v

∂ω

∂y
= 0 (1)

и уравнение Пуассона
∂2ψ

∂x2
+
∂2ψ

∂y2
= ω(x, y, t), (2)

устанавливающее взаимосвязь между завихренностью ω и функцией тока ψ, которая, в свою очередь,
определяет поле скорости потока:

u(x, y, t) = −
∂ψ

∂y
, v(x, y, t) =

∂ψ

∂x
. (3)

Дополняя указанную систему уравнений соответствующими начальными и граничными условиями, полу-
чим начально-краевую задачу для нахождения значений вихря и функции тока в любой момент времени.

3. Метод контурной динамики. Метод контурной динамики (МКД, Contour Dynamics Method)
представляет собой лагранжев подход для численного моделирования двумерных потоков идеальной
несжимаемой жидкости. Первоначально этот метод был введен в контексте моделирования двумерно-
го движения жидкости, описываемого баротропным уравнением вихря, в области с бесконечной протя-
женностью [9]. В дальнейшем метод был развит для работы с вихревыми движениями на поверхности
сферы и цилиндра [13], а также нашел свое применение в решении широкого круга задач геофизической
гидродинамики [10, 11, 16].

В отличие от эйлеровых методов, МКД предлагает альтернативный подход к пространственной дис-
кретизации двумерных потоков. Вместо того чтобы разделять конечную область пространства двумерной
сеткой (в узлах которой заданы значения поля вихря), диапазон значений завихренности разбивается ко-
нечным числом уровней. Каждому такому уровню ставится в соответствие набор изолиний (контуров)
исходного поля, представленных конечным числом опорных точек (узлов).

В основе МКД лежит свойство сохранения завихренности на жидких частицах и контурах, при этом
каждый набор частиц жидкости, образующих контур, будет оставаться на нем в любой момент времени. В
результате набор частиц жидкости, образующих линии контуров, позволяет вычислить скорость течения
в любой точке области на основе определения вихря и функции тока (2) и (3).

Следует заметить, что в своем первоначальном виде метод контурной динамики имел два основ-
ных недостатка. Во-первых, это невозможность справляться с быстрым ростом числа мелких структур,
формирующихся в исходном потоке. Для их адекватного представления алгоритм данного метода дол-
жен включать в себя процедуру перераспределения опорных точек в зависимости от формы и длины
контуров. В ряде случаев это приводит к катастрофическому росту числа опорных точек. Очень часто
подобный рост числа точек контуров связан с формированием большого числа нитевидных структур (фи-
ламентов) в поле потенциальной завихренности, вклад которых в общую динамику потока, как правило,
незначителен.

Вторым недостатком является высокая вычислительная сложность при расчете скоростей в опорных
точках контуров, порядка O

(
N2

)
, где N — общее число узлов на контурах, которое требуется на каждом

временно́м шаге. В сочетании с быстрым ростом числа узлов это может привести к фактической остановке
вычислений.

В дальнейшем вычислительный алгоритм МКД был дополнен процедурой перестройки контуров (хи-
рургией) [12, 17], которая решает проблему быстрого роста числа узлов путем удаления деталей контуров,
меньших заданного масштаба. Соответствующий модифицированный алгоритм получил название метода
контурной динамики с хирургией (МКДХ) [12, 13]. Следует отметить, что сама по себе хирургия также
является достаточно трудоемкой процедурой, что может в значительной степени повлиять на скорость
вычислений. В связи с этим, авторами настоящей статьи был предложен оригинальный вариант хирур-
гии, требующий порядка O(N) операций, где N — общее число узлов на всех контурах (подробное его
описание можно найти в [18]).

В разное время также предпринимались попытки увеличить скорость расчетов контурной динами-
ки путем ускорения процедуры инверсии [14, 15]. Здесь особо следует отметить метод адвекции конту-
ров [1, 2], который будет подробно рассмотрен в следующем разделе этой статьи.

4. Метод адвекции контуров. Метод адвекции контуров (МАК) [1, 2] является одним из мо-
дифицированных вариантов МКД. Он представляет собой комбинированный алгоритм, основанный на
использовании контуров и эйлеровой сетки, жестко привязанной к расчетной области. Данный метод
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был разработан с целью повышения эффективности МКД за счет ускорения этапа инверсии, при этом
он сохраняет основные достоинства лагранжева подхода (такие как воспроизведение тонких структур
переносимых полей).

Как и в МКД, поле вихря здесь определено на множестве подвижных контуров. Контуры, в свою оче-
редь, состоят из конечного числа частиц жидкости, отождествляемых с некоторым множеством опорных
точек. Однако в отличие от МКД значения скоростей вычисляются не в каждой точке контура (число
которых меняется со временем), а лишь для фиксированного набора узлов пространственной сетки, жест-
ко привязанной к расчетной области. Полученное таким образом сеточное представление поля скорости
используется при интерполяции скоростей от сетки к опорным точкам контуров.

Различные варианты МАК могут отличаться способом расчета скоростей в узлах пространственной
сетки. Первый вариант такой схемы был ранее описан в работе [1]. В дальнейшем будем называть его
лагранжевым методом адвекции контуров (Лаг.МАК). Суть его заключается в применении той же тех-
ники расчета поля скорости, которая используется в МКД. В целях оптимизации указанная процедура
применяется только в тех узлах сетки, которые используются при интерполяции к опорным точкам конту-
ров. Выигрыш достигается тогда, когда средний шаг вдоль контура не превосходит шаг пространственной
сетки.

Другим вариантом такого метода является полулагранжев метод адвекции контуров (Пол.МАК),
впервые предложенный в работе [2]. Метод Пол.МАК предусматривает дополнительный шаг, который со-
стоит в преобразовании лагранжева (контурного) представления поля вихря в эйлерово (сеточное) пред-
ставление. Иначе говоря, выполняется интерполяция поля вихря, заданного набором своих контуров, на
двумерную эйлерову сетку, где скорости рассчитываются с использованием некоторых сеточных методов
(таких как конечно-разностные или псевдоспектральные методы).
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Рис. 1. Представление поля вихря заданным числом уровней:

b) контуры исходного поля и направление обхода;

а) соответствующие им уровни завихренности

Изначально данный метод приме-
нялся для решения уравнений, описыва-
ющих многослойные квазигеострофиче-
ские течения в области с двойной перио-
дичностью на границе [2]. В дальнейшем
он был развит для моделирования пото-
ков на поверхности сферы, в цилиндри-
ческой области и в периодическом кана-
ле [3, 4]. В последние годы этот метод
получил свое развитие в виде комбини-
рованных расчетных схем [5–8], предна-
значенных для решения задачи переноса
завихренности при наличии разного рода
источников и стоков.

5. Вычислительный алгоритм. Вычислительная схема рассмотренных выше методов может быть
условно разделена на два блока: адвекция контуров (с их последующей корректировкой) и инверсия поля
вихря для получения скоростей в опорных точках контура. При этом первый блок является общим для
всех методов, в то время как второй блок будет различаться. Ниже описаны основные этапы указанной
схемы для решения задачи из предыдущего раздела.

5.1. Адвекция контуров. В лагранжевом представлении поле вихря задается набором своих кон-
туров (изолиний), связанных с подвижными частицами жидкости:

C(z, t) =
{
(x, y) : ω(x, y, t) = z

}
,

где z — текущее значение уровня завихренности. В дискретном случае выбирается конечный набор зна-
чений уровней ωl+1 = ωl + ∆ωl, l = 1, 2, . . . , nz − 1, где ∆ωl — шаг квантования.

Вопросы, связанные с построением контуров, оставим за рамками данной статьи. Отметим, что мно-
жество контуров Cl, соответствующих некоторому значению уровня ωl, может состоять из нескольких не
связанных между собой частей. Среди них могут встречаться как замкнутые контуры (целиком лежа-
щие внутри расчетной области), так и незамкнутые (концы которых лежат на границе области). Одним
из основных приближений здесь является кусочно-постоянное распределение поля вихря. В этом случае
контуры будут представлять собой границы, разделяющие регионы с разными значениями завихренности.
При этом на всех контурах необходимо установить одинаковое направление обхода, такое, чтобы значение
завихренности слева от контура было больше, чем значение справа (рис. 1).

Каждый контур, в непрерывном случае состоящий из бесконечного набора точек, связанных с вы-
деленными частицами жидкости, в дискретном виде представляется конечным числом опорных точек,
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называемых также узлами контура [10, 13]: Xi = (xi, yi), i = 1, 2, . . . , N . Таким образом, задача адвекции
контура сводится к расчету переноса частиц жидкости, связанных с его опорными точками:

dxi

dt
= u(xi, yi, t),

dyi

dt
= v(xi, yi, t).

Начальные условия xi(0) = x0
i , yi(0) = y0

i предполагаются известными. Для решения полученной задачи
Коши воспользуемся методом Рунге–Кутты 4-го порядка.

5.2. Коррекция контуров. Коррекция контуров заключается в перераспределении опорных точек
контура на основе их аппроксимации локальными (или нелокальными) сплайнами [9, 10, 12], а также в
устранении деталей (особенностей) контуров, меньших заданного масштаба.

Как уже упоминалось выше, в дискретном случае контур представляется множеством своих опорных
точек. В некоторых случаях может потребоваться его аппроксимация непрерывной кривой. В настоя-
щей статье мы будем рассматривать вариант, когда сегмент контура между двумя последовательными
опорными точками j и j + 1 представляется в виде

X(p) = Xj + ptj +Hj(p)nj,

где tj = Xj+1 − Xj = (aj , bj) и nj = (−bj , aj) образуют базис, p ∈ [0, 1] и Hj(p) — отклонение контура от
прямого отрезка, соединяющего точки j и j + 1.

Для интерполяции Hj(p) используется локальный кубический сплайн Hj(p) = αjp + βjp
2 + γjp

3,
коэффициенты которого рассчитываются по его кривизне в опорных точках контура [2, 12]:

αj = −dj

(
1

3
Kj +

1

6
Kj+1

)
, βj =

1

2
djKj , γj =

1

6
dj(Kj+1 −Kj).

Здесь Kj — кривизна контура в точке Xj , полученная путем проведения дуги окружности по трем точкам
j − 1, j и j + 1, а dj = |tj | — расстояние между точками j и j + 1.

a) b)

Рис. 2. Положение опорных точек на контуре до (а) и после (b)

выполнения процедуры перераспределения

С течением времени в процес-
се переноса контуры скалярного поля
могут деформироваться, при этом рас-
стояние между их опорными точками
будет увеличиваться либо уменьшать-
ся. Как следствие, возникают участ-
ки, которые не могут быть достаточно
точно представлены имеющимся на-
бором узлов. Тогда возникает необхо-
димость в обновлении опорных точек
контура на каждом временно́м ша-
ге. Их распределение контролирует-
ся функцией плотности узлов ρ, ко-
торая может быть определена следу-

ющим образом: N =

∮

C

ρ dl, где N —

число узлов на контуре C, а dl — диф-
ференциал длины дуги. В дискретном случае, применяя составную формулу трапеций, получим выра-

жение N =

n∑

j=1

ρj dj , где ρj — средняя плотность распределения точек контура между узлами j и j + 1.

Полученное соотношение позволяет рассчитать положения новых узлов, определяемых текущим интер-
валом j и значением безразмерного параметра p ∈ (0, 1).

Для вычисления средней плотности распределения узлов на каждом интервале могут использоваться
различные подходы. Так, в работах [10, 17] используется постоянный шаг вдоль контура, при этом зна-
чение средней плотности ρi = 1/h постоянно для всех i = 1, 2, . . . , N . Второй способ [2, 12] предлагает
использовать степенную зависимость плотности узлов от значений кривизны контура. Плотность рас-
пределения узлов контура, пропорциональная кривизне, позволяет достаточно хорошо описывать детали
в широком диапазоне масштабов. По этой причине далее в нашей работе будем использовать формулы
для средней плотности ρi, приведенные в [2]. Согласно этим формулам, шаг между опорными точками
контуров варьируется в диапазоне от δ/2 до µL, где δ — масштаб хирургии, L — характерный размер
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крупномасштабных структур потока, µ ∈ (0, 1) — безразмерный параметр перераспределения. При этом
имеет место следующее соотношение: δ = µ2L/4. Результат работы такой процедуры демонстрирует рис. 2.
Как можно видеть, наиболее плотные скопления опорных точек возникают на участках контуров с высо-
кими значениями кривизны. Это, в свою очередь, позволяет лучшим образом адаптировать разрешение
контуров вблизи мелких деталей.

При численном моделировании на достаточно долгий срок в переносимом поле могут возникать раз-
ного рода тонкие структуры, масштабы которых с течением времени будут уменьшаться, а для их пред-
ставления в численной модели будет требоваться все большее число опорных точек на контурах. По этой
причине через определенный интервал времени применяется процедура редактирования контуров (вместе
с формой и топологией ограничиваемых ими областей) — “хирургия” [12, 17]. Она включает в себя две
операции. Первая отвечает за объединение двух близких контуров (либо разбиение одного контура на
части). Вторая выполняет устранение чрезмерно тонких нитей (филаментов). Последняя операция также
отвечает за удаление отдельных контуров с числом узлов меньше заданного порогового значения. Пара-
метры хирургии устанавливают минимальный масштаб мелких структур потока, тем самым ограничивая
рост числа опорных точек на контурах. Помимо этого, данная процедура также способна предотвращать
самопересечения контуров, которые могут возникать при расчете их переноса [1, 19, 20]. Когда рассто-
яние между сегментами контуров становится меньше масштаба хирургии δ, контуры или части одного
контура (в зависимости от обстоятельств) должны быть объединены [12]. Таким образом, либо один кон-
тур разбивается на части, либо отдельные контуры сливаются вместе. Отметим, что операции слияния и
разбиения алгоритмически неразличимы и могут быть объединены в одну операцию “связывания” конту-
ров [18]. Данная операция допустима только между контурами, соответствующими одинаковым уровням
скалярного поля.

5.3. Расчет поля скорости в МКД. В МКД скорости перемещения жидких частиц определяются
текущим положением контуров завихренности и вычисляются путем суммирования контурных интегра-
лов [12, 13]

u(x, y) = −
∑

k

∆ωk

∮

Ck

G(x, y; ξ, η) dξ, v(x, y) = −
∑

k

∆ωk

∮

Ck

G(x, y; ξ, η) dη,

где ∆ωk — скачок завихренности при переходе через контур Ck, (ξ, η) — координаты точек контура и
G(x, y; ξ, η) — функция Грина, вид которой зависит от конкретной постановки задачи. Так, для области с
бесконечно удаленной границей имеет место следующее выражение:

G(x, y; ξ, η) = ln
∣∣(x− ξ)2 + (y − η)2

∣∣.

Еще одним простым вариантом является случай, когда имеет место периодичность по одной из ко-
ординат (допустим, по x) с заданным периодом Lx. В этом случае функция Грина принимает вид

G(x, y; ξ, η) = ln

∣∣∣∣ch
2π(y − η)

Lx

− cos
2π(x− ξ)

Lx

∣∣∣∣.

В остальных случаях функция Грина может иметь довольно сложный вид, и по этой причине в данной
работе мы ограничимся указанными двумя случаями.

Отметим, что для вычисления скоростей во всех опорных точках здесь потребуется O
(
N2

)
операций,

где N — общее число опорных точек на всех контурах.
5.4. Расчет поля скорости в МАК. Метод адвекции контуров (МАК) в качестве альтернати-

вы для МКД предлагает выполнять расчет поля скорости в узлах регулярной пространственной сетки,
жестко привязанной к расчетной области. Здесь мы будем рассматривать сетку с прямоугольными ячей-
ками. Тогда значения компонент поля скорости в опорных точках контуров могут быть найдены путем
двумерной интерполяции из близлежащих узлов такой сетки (в нашем случае используется билинейная
интерполяция).

Первый вариант такого метода (Лаг.МАК) использует вышеописанную схему расчета скоростей путем
взятия контурных интегралов. В действительности ускорения вышеописанной схемы расчета скоростей
можно добиться, если выполнять указанную процедуру не для каждой точки контура (число которых со
временем меняется), а лишь для некоторого фиксированного набора точек, связанных с узлами эйлеровой
сетки. Вычислительная сложность полученной схемы составляет O(MN), где M — число узлов простран-
ственной сетки, N — общее число точек на контурах. Когда число узлов такой сетки значительно меньше,
чем число опорных точек контуров (M ≪ N), выигрыш очевиден.
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Следует отметить, что в целях оптимизации вычислительных затрат значения скоростей должны
рассчитываться только в тех узлах, которые будут использованы при интерполяции от сетки к точкам
контуров. При этом узлы с уже известными значениями скоростей могут быть особым образом помечены
во избежание повторных вычислений. Это может оказаться весьма эффективным в случае, когда точки
контуров образуют плотные скопления в отдельно взятых ячейках сетки. Однако если выбранный шаг
пространственной сетки меньше среднего расстояния между опорными точками контура, временны́е за-
траты для указанного алгоритма могут оказаться значительно выше, чем для МКД. Это обусловлено тем,
что на каждую точку контура здесь будет приходиться до четырех узлов пространственной сетки.

Метод Пол.МАК предлагает существенно иной подход к решению поставленной задачи. Здесь расчет
поля скорости целиком и полностью происходит в узлах сетки. В отличие от МКД, этот метод может
применяться только внутри конечной ограниченной области.

Пусть исходная задача рассматривается в прямоугольной области D = (ax, bx) × (ay, by). Вначале
выполняется интерполяция поля вихря от контуров к узлам регулярной эйлеровой сетки, целиком по-
крывающей такую область. Как уже упоминалось выше, в методе Пол.МАК распределение поля вихря
рассматривается как кусочно-постоянное. Тогда каждому контуру Cl можно поставить в соответствие
скачок завихренности ∆ωl, возникающий при переходе между двумя регионами с разными значениями
завихренности. Данный факт позволяет ввести достаточно быструю процедуру интерполяции с контуров
на сетку [2].

1 j 1 +1j 1 j 1 +1j

a) b)

Рис. 3. Каждый контур, проходящий через ребро (1, j)–(1, j + 1),
вносит свой вклад в прирост поля вихря при переходе между его

вершинами: а) стрелками показаны направления пересечений
контуров с текущим ребром; b) прыжки скалярного

поля вдоль текущего ребра сетки

Рассмотрим точки пересечения кон-
тура с какой-либо линией сетки. Ска-
чок завихренности в каждой такой точ-
ке будет определяться направлением пе-
ресечения (значение завихренности слева
от контура всегда больше, чем значение
справа). Таким образом, процедура ин-
терполяции сводится к определению всех
таких пересечений. После этого значения
поля вихря во всех промежуточных узлах
(лежащих между ними) находятся путем
суммирования соответствующих скачков
завихренности от некоторого начального значения (рис. 3).

Вышеописанная процедура интерполяции требует O(N +M) операций, где N — общее число узлов
на контурах, M — число узлов пространственной сетки. Данный метод демонстрирует линейную зависи-
мость от числа опорных точек контура в отличие от МКД, требующего O

(
N2

)
операций. Свой вклад в

его вычислительную сложность вносит процедура решения уравнения Пуассона на сетке; сложность этой
процедуры в общем случае зависит только от M . Если на границе положить условия двойной периодично-
сти с периодом Lx = bx−ax по переменной x и Ly = by −ay по переменной y, то можно применить прямой
метод, основанный на быстром преобразовании Фурье (БПФ) [2, 21]. Представим поля вихря, функции
тока и скорости в виде усеченных рядов Фурье

ω(x, y) =
∑

k

∑

l

Ωklϕkl(x, y), ψ(x, y) =
∑

k

∑

l

Ψklϕkl(x, y), (4)

u(x, y) =
∑

k

∑

l

Uklϕkl(x, y), v(x, y) =
∑

k

∑

l

Vklϕkl(x, y),

где ϕkl(x, y) = exp
{
i
(
µk(x − ax) + νl(y − ay)

)}
, µk =

k2π

Lx

, νl =
l2π

Ly

, i — мнимая единица. В этом случае

коэффициенты Ωkl могут быть получены путем применения прямого БПФ. Подставляя (4) в исходное
уравнение (2), получим следующее выражение для коэффициентов Ψkl:

Ψkl = −
Ωkl

µ2
k + ν2

l

.

Здесь функция тока ψ определяется с точностью до константы Ψ00, значение которой полагаем равным
нулю. Аналогичным образом, используя определение функции тока (3), путем однократного дифферен-
цирования (4) мы получим выражения для коэффициентов Ukl и Vkl:

Ukl = −iµlΨkl, Vkl = iνkΨkl.
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Применив к ним алгоритм обратного БПФ, получим значения компонент поля скорости (uij , vij) в узлах
сетки.

6. Тесты и результаты. Рассмотрим ряд тестов с целью получения оценок точности и вычис-
лительной эффективности рассмотренных выше методов. Все тестовые расчеты проводились на ПК с
процессором AMD Athlon 64 x2 (3.5 GHz).

Прежде всего при решении задачи (1)–(2) требуется задать граничные условия. Это важно, поскольку
от выбранных граничных условий существенным образом зависит вид расчетных формул, используемых
при решении задачи инверсии. Например, схема расчета поля скорости, используемая в МКД и Лаг.МАК,
требует задания подходящей функции Грина.

В дальнейшем для исключения влияния граничных условий на численное решение исходной задачи
будем рассматривать ее в области с бесконечной протяженностью. Однако, как уже упоминалось выше,
в отличие от МКД и Лаг.МАК расчетная схема метода Пол.МАК может применяться только в такой
области, которую можно разбить конечным числом узлов пространственной сетки. В этом случае с целью
адекватного сравнения указанных схем для метода Пол.МАК будем рассматривать задачу в области с
достаточно удаленной границей. На границе, в свою очередь, положим условия двойной периодичности,
что позволит применить достаточно простую схему для инверсии поля вихря (4).

Для оценки точности указанных методов воспользуемся интегральными свойствами уравнения вих-
ря (1). Известно, что для указанного уравнения имеет место сохранение следующих интегральных вели-
чин: S — интеграл завихренности по области и J — момент инерции. Для контроля точности в каждый
момент времени будем рассматривать абсолютное и относительное отклонение указанных величин от их
начальных значений (S0, J0).

Влияние выбранного шага вдоль контура и масштаба хирургии δ на консервативные свойства указан-
ных методов ранее неоднократно рассматривалось [12, 17]. Было показано, что при уменьшении масштаба
хирургии наблюдается лучшее сохранение рассматриваемых величин. По этой причине в нашей работе
все тесты проводились для фиксированных значений указанных параметров.

В рамках первого теста [17] рассмотрим движение пары эллиптических вихрей с центрами, разнесен-
ными на расстояние d = 1.5 и с соотношением сторон 1 к 4. Значение завихренности внутри каждой такой
области полагается ∆ω = 2. Выберем в качестве параметров перераспределения следующие величины:
L = 2, µL = 0.1 и δ = 0.00125.

Такая постановка задачи позволяет выделить в исходной области подобласти с постоянным значением
завихренности. В этом случае выражения для интегральных инвариантов имеют следующий вид:

S =

∫∫

D

ω(x, y) dx dy =
1

2

∑

k

∆ωk

∮

Ck

(ξ dη − η dξ),

J =

∫∫

D

(
x2 + y2

)
ω(x, y) dx dy =

1

4

∑

k

∆ωk

∮

Ck

(
ξ2 + η2

)
(ξ dη − η dξ).

Здесь ∆ωk — скачок завихренности при переходе через контур Ck, (ξ, η) — координаты точек контура.
Согласно теореме Стокса, интеграл завихренности по области равен циркуляции поля скорости вдоль ее
границы:

S∗ =

∫∫

D

ω(x, y) dx dy =
∑

k

∮

Ck

(u dξ + v dη),

где (u, v) — компоненты поля скорости в соответствующих точках контура. Поскольку при численном
расчете поля скорости в отдельно взятых точках контура неминуемо возникают погрешности, указан-
ные величины могут не совпадать. По этой причине имеет смысл провести ряд экспериментов с целью
оценки их согласованности для рассматриваемых численных алгоритмов. В качестве такой оценки будем
рассматривать их относительную разность: (S∗ − S)/S.

На рис. 4 можно наблюдать некоторое запаздывание в динамике вихрей для метода Пол.МАК по
сравнению с остальными методами. Это расхождение вызвано прежде всего влиянием границ, которые
для методов Лаг.МАК и МКД относятся на бесконечность. Выбирая область с более удаленной границей,
нам удалось уменьшить расхождение в результатах. Однако при этом возникала необходимость в исполь-
зовании более мелкой пространственной сетки, что приводило к значительному увеличению временны́х
затрат для метода Пол.МАК. Стоит отметить, что такого рода вариации размеров расчетной области не
оказали значительного влияния на общую тенденцию сохранения интегральных величин. В связи с этим
на рис. 4–6 представлены результаты расчетов в области [−4π, 4π] × [−4π, 4π].
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Рис. 4. Результаты численных расчетов (в отдельно взятые моменты времени T ), полученные при

использовании методов МКД (метод контурной динамики), Лаг.МАК (лагранжев метод адвекции контуров) и

Пол.МАК (полулагранжев метод адвекции контуров). Для методов Лаг.МАК и Пол.МАК также указаны

размеры пространственной сетки, использовавшейся при выполнении инверсии
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Рис. 5. Временны́е изменения относительной погрешности момента инерции J и интеграла завихренности S:
результаты, полученные для пространственной сетки размерности 128 × 128 (a и c),

результаты для сетки размерности 512× 512 (b и d)

Как можно видеть на рис. 5, вплоть до момента времени T ≈ 15 наблюдаемые значения относительных
погрешностей незначительны. Дальнейший рост погрешности обусловлен влиянием процедуры хирургии,
которая вносит в расчетную схему эффекты вязкости путем удаления мелких деталей контуров. Относи-
тельная погрешность для S здесь не превышает 1%, что превосходит по точности результаты аналогичного
теста, представленного в работе [17], где использовался постоянный шаг вдоль контура h = 0.1 и общее
число узлов не превышало 1000. В нашем же случае максимальный шаг вдоль контура был µL = 0.1,
минимальный шаг δ/2 = 0.000625, а общее число точек на контурах достигало 4000. Кроме того, было
замечено, что при измельчении пространственной сетки результаты для Лаг.МАК и Пол.МАК стремятся
к результатам, полученным для МКД.

Примечательным является то, что при измельчении пространственной сетки в методе Лаг.МАК мы
получили более точное совпадение между значениями циркуляции скорости и интегралом завихренности
в сравнении с методом МКД (рис. 6), несмотря на то что в обоих методах использовалась одна и та же
методика расчета поля скорости, использующая функцию Грина. Причина такого результата может быть
связана с сингулярным характером функции Грина в каждой точке контура. Это может приводить к
высоким погрешностям численного интегрирования вблизи интересующей нас точки контура в расчетной
схеме МКД. Однако в методе Лаг.МАК расчет скоростей происходит не в самой точке контура, а лишь в
некоторой ее окрестности, что позволяет избежать указанной особенности и минимизировать численную
ошибку. Как можно видеть из рис. 6, метод Пол.МАК при эквивалентных МКД временны́х затратах
позволяет добиться лучшей согласованности для указанных величин.

Еще одним немаловажным фактором, оказывающим влияние на скоростные характеристики рассмат-
риваемых методов, является число уровней квантования диапазона значений завихренности. В рамках
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Рис. 6. Согласованность между циркуляцией скорости S∗ и интегралом завихренности S в начальный момент
времени (a); суммарное время (в секундах), затраченное на выполнение процедуры инверсии (b).

Представлены результаты, полученные при различном числе узлов пространственной сетки

следующего теста рассмотрим случай с непрерывным распределением завихренности [3]:

ω(x, y, 0) =






10 sign (ŷ)

(
0.5 −

∣∣∣
∣∣ŷ

∣∣ − 0.5
∣∣∣
)
, если

∣∣ŷ
∣∣ < 1,

0 в противном случае,

где ŷ = y − 0.1
(
sin(2x) − sin(3x)

)
. Выберем периодические условия по направлению x с периодом 2π.

Таким образом, для метода Пол.МАК размеры расчетной области уменьшаются в три раза (в сравнении
с предыдущим тестом), что позволит нам использовать более мелкую пространственную сетку.

Здесь следует отметить наличие контуров, которые замыкаются только через границу расчетной обла-
сти. Такие контуры не являются замкнутыми в привычном смысле, так как каждый из них в отдельности
представляет собой лишь часть границы некоторой конечной области, лежащей на поверхности цилин-
дра. В этом случае такая область будет представлять собой опоясывающую цилиндр ленту, заключенную
между двумя контурами, принадлежащими одному уровню. По этой причине для указанных контуров
формулы расчета интегральных инвариантов примут следующий вид [13]:

S = −
∑

k

∆ ωk

∮

Ck

η dξ.

На рис. 7 представлены результаты расчетов методами Лаг.МАК и Пол.МАК при фиксированном чис-
ле узлов пространственной сетки и количестве уровней завихренности nz = 2. На рис. 8, в свою очередь,
показана зависимость временны́х затрат указанных методов от выбранного числа уровней (и связанных с
ними контуров) при фиксированном числе узлов пространственной сетки. Разрешение пространственной
сетки для методов Лаг.МАК и Пол.МАК здесь подбиралось таким образом, чтобы выровнить значения
абсолютной погрешности для S. Можно заметить, что временны́е затраты метода Пол.МАК здесь суще-
ственно ниже, так как его производительность в меньшей степени зависит от числа контуров (в отличие
от Лаг.МАК и МКД).

7. Выводы. Было проведено сравнение различных вариантов контурных методов для численного мо-
делирования двумерных потоков идеальной несжимаемой жидкости: метод контурной динамики (МКД),
лагранжев метод адвекции контуров (Лаг.МАК) и полулагранжев метод адвекции контуров (Пол.МАК).

Методы МКД и Лаг.МАК являются бессеточными и не связаны с конечной областью пространства.
Однако при проведении долгосрочных расчетов, приводящих к достаточно быстрому развитию мелко-
масштабных структур, указанные методы демонстрируют значительный спад вычислительной произво-
дительности. Это вызвано, прежде всего, квадратичной зависимостью процедуры инверсии от растущего
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Рис. 7. Результаты численных расчетов (в отдельно взятые моменты времени T ), полученные при
использовании методов МКД (метод контурной динамики), Лаг.МАК (лагранжев метод адвекции контуров) и

Пол.МАК (полулагранжев метод адвекции контуров). Для методов Лаг.МАК и Пол.МАК также указаны
размеры пространственной сетки, использовавшейся для выполнения инверсии.

Здесь использовалось число уровней завихренности nz = 2
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Рис. 8. Временны́е изменения абсолютной погрешности для интеграла завихренности S (а) и
суммарное время (в секундах), затраченное на выполнение процедуры инверсии в зависимости от

выбранного числа уровней завихренности nz (b)

числа опорных точек контуров. Применение указанных методов также усложняется необходимостью под-
бора подходящей функции Грина.

В представленных тестах для исключения влияния границ мы рассматривали задачу в области с до-
статочно удаленной границей, при этом для достижения необходимой точности требовалось использовать
более мелкую сетку по области. Временны́е затраты метода Пол.МАК зависят от числа узлов сетки. По-
этому, выбирая достаточно большую область и, следовательно, более мелкую сетку, мы наблюдали спад
вычислительной производительности метода Пол.МАК в сравнении с Лаг.МАК и МКД. Однако при реше-
нии задачи в ограниченной области, когда отношение размеров области к крупномасштабным структурам
потока невелико, метод Пол.МАК является более приемлемым, поскольку при эквивалентных временны́х
затратах способен достигать той же точности, что и бессеточные схемы Лаг.МАК и МКД. При этом метод
Пол.МАК способен достаточно быстро справляться с расчетами в случае, когда исходное поле аппрокси-
мируется большим числом контуров, так как основные его расчеты проводятся на пространственной сетке.
В этой связи можно говорить о высокой эффективности метода Пол.МАК, который позволяет устранить
квадратичную зависимость процедуры инверсии от общего числа узлов на контурах.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 12–05–31011–мол_а) и Дальневосточ-
ного отделения РАН (проекты 12–I–П–19–02 и 12–III–А–07–051).
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Abstract: The accuracy and computational efficiency of contour advection schemes for the simulation
of two-dimensional inviscid incompressible flows are analyzed. Their comparison with the contour dynamics
method is performed. The results obtained show that the semi-Lagrangian contour advection algorithm is very
efficient when the relation of the domain size to the characteristic length of the flow is small or when the vorticity
field is approximated by a large number of contours. This approach allows one to achieve a higher accuracy
with an increase in computational cost.
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