
вычислительные методы и программирование. 2014. Т. 15 411

УДК 517.958; 519.632.8

К ОБРАТНОЙ ЗАДАЧЕ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ

В.А. Морозов1, А. Н. Марковский2, В. Г. Лежнев3

Предложен алгоритм регуляризации обратной задачи теплопроводности, опирающийся на ме-
тод Фурье. В отличие от многих алгоритмов, предлагаемый алгоритм не увеличивает порядок
дифференциального уравнения. Доказана корректность регуляризационной задачи и получены
оценки решения. Сформулирована задача другого типа, состоящая в определении таких источ-
ников, что решение полученной краевой задачи асимптотически удовлетворяет финальному
распределению. Эта предельная задача может рассматриваться как естественная альтернатива
обратной задачи.

Ключевые слова: обратная задача теплопроводности, некорректные задачи, регуляризация, тепло-
проводность, проекционный алгоритм, полные системы потенциалов.

1. Задача обратной теплопроводности. В ограниченной области Q ⊂ R
n (n ∈ N), x = (x1, . . . , xn),

с достаточно гладкой границей ∂Q = S рассматривается следующая задача обратной теплопроводности:

ut = ∆u(x, t), x ∈ Q, t ∈ (0, T ), (1)

u|S = ϕ(x, t), (2)

u|t=T = y(x), x ∈ Q, (3)

где y(x) ∈ L2(Q) — заданная финальная функция. Требуется найти начальное распределение u(x, 0).
Задача (1)–(3) восходит к проблеме реликтовой температуры Земли, к задачам ретроспективной диф-

фузии, примыкает к классу задач об управлении температурой и имеет различные технические прило-
жения. Сформулированная обратная эволюционная задача является некорректной. Для исследования и
решения таких задач разрабатывались различные методы и алгоритмы [1–6], в [19] излагается проекци-
онный алгоритм разложения по решениям прямой задачи.

Одним из первых методов решения обратной задачи теплопроводности был метод квазиобращения [7].
В уравнение дополнительно вводилось слагаемое с бигармоническим оператором δ∆2, 0 < δ ≪ 1, а также
дополнительное граничное условие. А именно, задача (1)–(3) заменялась следующей краевой задачей
более высокого порядка:

vt − ∆v − δ∆2v = 0, (x, t) ∈ Q × (0, T ), (4)

v|S = ϕ1(x, t), ∆v|S = ϕ2(x, t), (5)

v|t=T = y(x), x ∈ Q. (6)

Можно показать, например, методом Фурье при нулевых краевых условиях, что эта задача корректна.
При этом для решения v(x, 0) в норме пространства L2(Q) выполняется оценка [8]

‖v(x, 0)‖ 6 exp

(

T

8δ

)

‖y(x)‖ .

Выписанная оценка точна, т.е. выполняется для некоторых специального вида функций y(x). Заметим,
что эта оценка выполняется и для погрешностей; иными словами, метод квазиобращения может давать
весьма низкую точность приближенного решения при определенных входных данных [8].

Известны различные обобщения задач (1)–(3) и (4)–(6) в банаховых пространствах для уравнений с
соответствующими операторами [9–13].
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Отметим, что простой проекционный алгоритм решения краевых задач для бигармонического урав-
нения представлен в [14].

2. Метод упрощенной регуляризации.
2.1. Для приближенного решения задачи (1)–(3) более простой алгоритм дает следующая краевая

задача [15]:
vt = ∆v, (x, t) ∈ Q × (0, T ), (7)

v|S = ϕ(x, t), (8)

αv(x, 0) + v(x, T ) = y(x). (9)

Здесь α — малый положительный параметр.
Рассмотрим первую спектральную задачу для оператора Лапласа:

∆wk(x) = λkwk(x)|Q , wk(x)|S = 0.

Здесь λk < 0, а wk(x) — ортонормированный базис в L2(Q) [16].
Для вычисления решения v(x, t) воспользуемся методом Фурье, положив для простоты ϕ(x, t) = 0.

Пусть

y(x) =

∞
∑

k=1

ykwk(x).

Решение v(x, t) будем представлять в виде

v(x, t) =

∞
∑

k=1

Yk(t)wk(x).

Подставляя это представление формально в дифференциальное уравнение, получим для коэффициен-
тов Yk(t) следующую двухточечную краевую задачу для уравнения первого порядка:

Y ′

k(t) = λkYk(t), t ∈ (0, T ),

αYk(0) + Yk(T ) = yk.

Функции Yk(t) определяются в явном виде. Для решения v(x, t) регуляризационной краевой зада-
чи (7)–(9) получаем

v(x, t) =
∞
∑

k=1

Yk(t)wk(x) =
∞
∑

k=1

ykeλkt

α + eλkT
wk(x).

Отсюда следует оценка решения ‖v(x, t)‖ < α−1 ‖y(x)‖, где ‖·‖ — норма в L2(Q). Таким образом, рассмат-
риваемая задача корректна.

Имеет место также оценка

‖v(x, T ) − y(x)‖
2

6

∞
∑

k=1

(

ykeλkT

α + eλkT
− yk

)2

=

∞
∑

k=1

y2

k

(

α

α + eλkT

)2

.

2.2. Рассмотрим теперь приближенное решение обратной задачи (1)–(3). Обозначим через yn(x) ап-
проксимацию финальной функции y(x):

yn(x) =
n
∑

k=1

ykwk(x).

Тогда решение vn(x, t) задачи (4)–(6) будет иметь вид

vn(x, t) =

n
∑

k=1

Yk(t)wk(x) =

n
∑

k=1

ykeλkt

α + eλkT
wk(x).

Для нормы разности выполняется оценка

‖vn(x, T ) − yn(x)‖
2

6

n
∑

k=1

y2

k

(

α

α + eλkT

)2

,
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откуда при α → 0 получаем

‖vn(x, T ) − yn(x)‖ 6
α

α + eλnT

(

n
∑

k=1

y2

k

)1/2

= O(α).

Следовательно, функция vn(x, T ) аппроксимирует финальную функцию yn(x).
3. Предельная задача для задачи (1)–(3).
3.1. В области Q × (0, T ) ∋ (x, t) рассмотрим обратную задачу теплопроводности

ut = ∆u(x, t), u|∂Q = 0, u|t=T = y(x),

об определении начального распределения

u|t=0
= u0(x), (10)

где задана финальная функция
y(x) = u(x, T ).

Сформулированная задача не вполне естественна, так как решение прямой задачи убывает к нулю экс-
поненциально при увеличении t [16]. Это обстоятельство порождает плохую обусловленность задачи —
малым изменениям финальной функции y(x) могут соответствовать большие изменения в начальном
распределении u0(x).

Более естественной представляется следующая предельная задача теплопроводности: определить гра-
ничную функцию ϕ(x) и распределение источников f(x) так, чтобы для решения задачи

vt = ∆v(x, t) + f(x), x ∈ Q, (11)

v|∂Q = ϕ(x), (12)

u|t=0
= 0, (13)

выполнялось при t → ∞ предельное соотношение

v(x, t) → y(x), (14)

где y(x) — заданное финальное распределение. Управление источниками в задаче теплопроводности рас-
сматривалось также в работе [17].

3.2. Если функция y(x) гармоническая и задано ее граничное значение yS(x):

∆y(x)|Q = 0, y(x)|∂Q = yS(x),

то в предельной задаче (11)–(13) следует взять функции f(x) = 0 и ϕ(x) = yS(x). Действительно, функция

z(x, t) = v(x, t) − y(x)

является решением задачи
zt = ∆z(x, t), x ∈ Q, t > 0,

z|∂Q = 0,

z|t=0
= −y(x),

и стремится к нулю экспоненциально при t → ∞, поскольку

‖z(x, t)‖ 6 ‖y(x)‖ eλ1t, t > 0,

где λ1 — первое наименьшее по модулю собственное значение первой спектральной задачи для оператора
Лапласа в области Q [16]; иными словами, v(x, t) → y(x) при t → ∞.

3.3. Если функция y(x) не гармоническая, то используем разложение пространства L2(Q) в прямую
сумму (разложение Новикова [18, 19]):

L2(Q) = G(Q) ⊕ N(Q),
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где G(Q) — подпространство гармонических функций и N(Q) — его ортогональное дополнение.
Согласно разложению Новикова, для любой функции y ∈ L2(Q) имеем

y(x) = g(x) + h(x),

где g(x) — гармоническая функция, а h(x) ∈ N(Q). Алгоритм этого разложения методом базисных потен-
циалов представлен в [19]. Очевидно, функция h(x) является решением задачи Дирихле для уравнения
Пуассона

∆h(x) = ∆y(x), x ∈ Q,

с граничным условием
h|∂Q = (y − g)|∂Q .

Теперь в задаче (11)–(13) возьмем f(x) = ∆h(x) и ϕ(x) = y(x)|∂Q. Функция y(x) = g(x)+h(x) является
решением уравнения

∆y(x)|Q = f(x).

Следовательно, функция
z(x, t) = v(x, t) − y(x)

и в этом случае является решением задачи

zt = ∆z(x, t), x ∈ Q, t > 0,

z|∂Q = 0,

z|t=0
= −y(x),

и стремится к нулю при t → ∞ в силу оценки

‖z(x, t)‖ 6 ‖y(x)‖ eλ1t.

В частности, если область Q представляет собой единичный куб (или единичный квадрат в R
2), то

λ1 = −3π2 (или λ1 = −2π2). Для областей, вложенных в первоначальную область, модуль |λ1| увеличи-
вается по сравнению с первоначальным значением |λ1| [16].

Работа выполнена в рамках проекта 2.1.1/1292 целевой программы Минобрнауки РФ и поддержана
РФФИ (коды проектов 11–01–96511-а и 13–01–00096-а).
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Abstract: An algorithm for the regularization of the inverse heat conduction problem is proposed on the
basis of the Fourier method. Unlike many other algorithms, the proposed algorithm does not increase the order
of the differential equation. The correctness of the regularized problem is proved and its solution is estimated.
A problem of another type is formulated; this problem consists in the determination of sources such that
the solution of the resulting boundary value problem asymptotically satisfies the final distribution. This limit
problem can be considered as a natural alternative for the inverse problem.
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