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ОБ ОЦЕНКЕ ПОГРЕШНОСТИ РЕГУЛЯРИЗУЮЩЕГО АЛГОРИТМА,

ОСНОВАННОГО НА ОБОБЩЕННОМ ПРИНЦИПЕ НЕВЯЗКИ,

ПРИ РЕШЕНИИ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

В. П. Танана1, А. И. Сидикова2

Исследован регуляризующий алгоритм приближенного решения интегральных уравнений пер-
вого рода, включающий в себя конечномерную аппроксимацию исходной задачи, а также полу-
чена оценка погрешности этого алгоритма. Для получения этой оценки доказана эквивалент-
ность обобщенного метода невязки и обобщенного принципа невязки. Этот результат может
быть положен в основу оценивания конечномерных аппроксимаций регуляризованных реше-
ний.
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Введение. Многие задачи математической физики, анализа и геофизики сводятся к интегральным
уравнениям первого рода. Эти уравнения относятся к классу некорректно поставленных задач, теория
которых в настоящее время интенсивно развивается. В работе [1] был предложен и обоснован обобщен-
ный принцип невязки для решения уравнений с приближенно заданным оператором, который является
обобщением известного принципа невязки для уравнений с точно заданным оператором [2, 3]. Это поз-
волило учитывать ошибку дискретизации при решении задачи и использовано в [4] для доказательства
сходимости конечно-разностных аппроксимаций регуляризованных решений интегральных уравнений. К
настоящему моменту получено большое число результатов, посвященных доказательству сходимости ко-
нечномерных аппроксимаций к регуляризованному решению [5–8], а также исследованы обобщенный ме-
тод и принцип невязки применительно к решению нелинейных задач [9].

Однако наряду с решением вопроса о сходимости конечномерных аппроксимаций важную роль играет
получение оценки их погрешности. Впервые такая оценка при достаточно больших значениях размерности
аппроксимаций была получена в работе [10].

В настоящей статье на основе обобщенного принципа невязки получена оценка погрешности регуля-
ризующего алгоритма, включающего в себя и конечномерные аппроксимации. Один из таких подходов
к получению оценок может быть основан на использовании эквивалентности обобщенного принципа и
обобщенного метода невязки [11].

1. Постановка задачи. Рассмотрим интегральное уравнение первого рода

Au(s) =

b
∫

a

P (s, t)u(s) ds = f(t), c 6 t 6 d, (1)

где P (s, t) ∈ C([a, b]× [c, d]), u(s) ∈ L2[a, b], f(t) ∈ L2[c, d] и ядро оператора P (s, t) замкнуто.
Предположим, что при f(t) = f0(t) существует точное решение u0(s) уравнения (1), которое принад-

лежит множеству M , где

M =
{

u(s) : u(s), u′(s) ∈ L2[a, b], u(a) = 0
}

, (2)

а u′(s) — производная u(s) по s. Из замкнутости ядра P (s, t) следует единственность решения u0(s)
уравнения (1).

Пусть точное значение f0(t) нам не известно, а вместо него даны fδ ∈ L2[c, d] и δ > 0, такие, что

‖fδ(t)− f0(t)‖L2
< δ.

1 Южно-Уральский государственный университет, факультет вычислительной математики и информа-
тики, просп. Ленина, д. 76, 454080, г. Челябинск; профессор, зав. кафедрой, e-mail: tvpa@susu.ac.ru

2 Южно-Уральский государственный университет, факультет вычислительной математики и информа-
тики, просп. Ленина, д. 76, 454080, г. Челябинск; доцент, e-mail: 7413604@mail.ru

c© Научно-исследовательский вычислительный центр МГУ им. М. В. Ломоносова



2 вычислительные методы и программирование. 2015. Т. 16

Требуется по fδ(t), δ и M определить приближенное решение uδ(s) и оценить его отклонение от
точного решения u0(s) в метрике пространства L2[a, b].

Введем оператор B, отображающий пространство L2[a, b] в L2[a, b], формулой

u(s) = Bv(s) =

s
∫

a

v(ξ) dξ, v(s), Bv(s) ∈ L2[a, b]. (3)

Оператор C зададим следующим образом:

C v(s) = ABv(s), v(s) ∈ L2[a, b], Cv(s) ∈ L2[c, d]. (4)

Из (3) и (4) следует, что

Cv(s) =

b
∫

a

K(s, t)v(s) ds, (5)

где

K(s, t) =

s
∫

b

P (ξ, t) dξ. (6)

Для численного решения уравнения (1) аппроксимируем оператор C конечномерным оператором Cn,
для которого известна величина hn, определяемая соотношением

‖Cn − C‖ 6 hn.

Для определения величины hn введем функцию

N(t) = max
a6s6b

|P (s, t)|, t ∈ [c, d]. (7)

Так как P (s, t) ∈ C([a, b]× [c, d]), то из (7) следует, что

N(t) ∈ C[c, d].

Для определения оператора Cn разобьем отрезок [a, b] на n равных частей и введем функции Ki(t) и
Kn(s, t) по формулам

Ki(t) = K(s̄i, t), (8)

где

s̄i =
si + si+1

2
, si+1 = a+

(i+ 1)(b− a)

n
, si = a+

i(b− a)

n
, i = 0, 1, . . . , n− 1,

и

Kn(s, t) = Ki(t), si 6 s < si+1, t ∈ [c, d], i = 0, 1, ..., n− 1. (9)

Используя (9), определим конечномерный оператор Cn формулой

Cnv(s) =

b
∫

a

Kn(s, t)v(s)ds, t ∈ [c, d], (10)

где Cn отображает пространство L2[a, b] в L2[c, d]. Из (5)–(10) следует, что

‖Cn − C‖ 6
√
d− c ‖N(t)‖L2

H = hn, (11)

где H = (b − a)/n.
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2. Обобщенный принцип невязки. Для решения уравнения (1) воспользуемся методом регуляри-
зации А. Н. Тихонова нулевого порядка [12]:

inf

{

‖Cnv(s)− fδ(t)‖2 + α

b
∫

a

[v(s)]2 ds : v(s) ∈ L2[a, b]

}

, α > 0. (12)

Из [5] следует существование и единственность решения vαδhn
(s) вариационной задачи (12).

Обозначим через f δ,n(t) функцию, являющуюся метрической проекцией fδ(t) на множество значений
R(Cn) оператора Cn:

f δ,n(t) = pr [fδ(t);R(Cn)]. (13)

Рассмотрим задачу

inf

{

‖Cnv(s)− f δ,n(t)‖2 + α‖v(s)‖2 : v(s) ∈ L2[a, b]

}

. (14)

Лемма 1. Вариационные задачи (12) и (14) эквивалентны.

Доказательство очевидно.
Значение параметра регуляризации α = α(Cn, fδ, hn, δ) в задаче (12) выберем из обобщенного прин-

ципа невязки [1]

‖Cnv
α
δhn

(s)− fδ,n(t)‖ = ‖vαδhn
(s)‖hn + δ. (15)

Известно, что при условии
‖fδ,n(t)‖ > δ + ‖u′

0(s)‖hn

существует единственное решение α(Cn, fδ, hn, δ) уравнения (15).

Если решение v
α(Cn,fδ,hn,δ)
δhn

(s) задачи (12), (15) обозначить через vδhn
(s), то приближенное решение

uδhn
(s) уравнения (1) будет иметь вид

uδhn
(s) = Bvδhn

(s). (16)

Из (8)–(10) следует, что

Cnv(s) =
n−1
∑

i=0

Ki(t)

si+1
∫

si

v(s) ds.

Так как
si+1
∫

si

v(s) ds =
√
H vi,

где

vi =
1√
H

si+1
∫

si

v(s) ds, (17)

то

Cnv(s) =
√
H

n−1
∑

i=0

Ki(t) vi. (18)

Пусть Xn ⊂ L2[a, b] является подпространством кусочно-постоянных функций ϕ(s):

ϕ(s) = {ci : si 6 s < si+1, i = 0, 1, . . . , n− 1}, ci = const.

В качестве базиса, определяющего пространство Xn, рассмотрим систему {ei}, i = 0, 1, . . . , n− 1:

ei(s) =

{

1 , si 6 s < si+1;

0 , s /∈ [si, si+1), i = 0, 1, . . . , n− 1.
(19)
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После нормировки система (19) примет вид

ϕi(s) =











1√
H

, si 6 s < si+1;

0 , s /∈ [si, si+1).

Лемма 2. Пусть величины vi, i = 0, 1, . . . , n−1, определены формулой (17). Тогда для любой функции

v(s) ∈ L2[a, b] справедливо неравенство

n−1
∑

i=0

v2i 6

b
∫

a

v2(s) ds.

Доказательство. Имеет место оценка

n−1
∑

i=0

v2i =

n−1
∑

i=0

(

1√
H

si+1
∫

si

v(s) ds

)2

6 H

n−1
∑

i=0

1

H

si+1
∫

si

v2(s) ds =

b
∫

a

v2(s) ds.

Таким образом, лемма доказана.

Теперь наряду с задачей (12) рассмотрим задачу

inf

{

‖Cnv̂(s)− fδ(t)‖2 + α‖v̂(s)‖2 : v̂(s) ∈ Xn

}

. (20)

Из [5] следует существование и единственность решения v̂αδ,n задачи (20).

Теорема 1. Вариационные задачи (12) и (20) эквивалентны.

Доказательство. Так как Xn ⊂ L2[a, b], то

inf
{

‖Cnv(s)− fδ(t)‖2 + α‖v(s)‖2 : v(s) ∈ L2[a, b]
}

6 inf
{

‖Cnv̂(s)− fδ(t)‖2 + α‖v̂(s)‖2 : v̂(s) ∈ Xn

}

. (21)

Положив v̂(s) =

n−1
∑

i=0

viϕi(s) ∈ Xn, получим равенство (18):

Cnv̂(s) =

n−1
∑

i=0

Ki(t) vi

si+1
∫

si

ϕi(s) ds =
√
H

n−1
∑

i=0

Ki(t) vi. (22)

Из (18)–(22) следует, что для любого v(s) ∈ L2[a, b] справедливо равенство

‖Cnv(s)− fδ(t)‖2 = ‖Cnv̂(s)− fδ(t)‖2. (23)

Из леммы 2 следует, что для любого v(s) ∈ L2[a, b], положив v̂(s) =
n−1
∑

j=0

vjϕj(s), получим

α‖v(s)‖2 > α

n−1
∑

j=0

v2j = α‖v̂(s)‖2. (24)

Из (23) и (24) следует, что для любого v(s) ∈ L2[a, b] существует сумма v̂(s) ∈ Xn, такая, что

‖Cnv(s)− fδ(t)‖2 + α‖v(s)‖2 > ‖Cnv̂(s)− fδ(t)‖2 + α‖v̂(s)‖2.

Поэтому

inf{‖Cnv(s)− fδ(t)‖2 + α‖v(s)‖2 : v(s) ∈ L2[a, b]} > inf{‖Cnv̂(s)− fδ(t)‖2 + α‖v̂(s)‖2 : v̂(s) ∈ Xn}, (25)

а из (21) и (25) следует, что

inf{‖Cnv(s)− fδ(t)‖2 + α‖v(s)‖2 : v(s) ∈ L2[a, b]} = inf{‖Cnv̂(s)− fδ(t)‖2 + α‖v̂(s)‖2 : v̂(s) ∈ Xn}. (26)
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Так как решения задач (12) и (20) единственны, то из (26) следует эквивалентность этих задач. Тем самым
теорема доказана.

Для сведения задачи (20) к системе линейных алгебраических уравнений рассмотрим задачу

inf

{

d
∫

c

[√
H

n−1
∑

i=0

Ki(t)vi − fδ(t)

]2

dt+ α

n−1
∑

j=0

v2j : (vj) ∈ R
n

}

. (27)

Из [5] следует, что для любого α > 0 существует единственное решение (vαi ) ∈ R
n. Кроме того, задача

(27) эквивалентна системе линейных алгебраических уравнений

H

n−1
∑

i=0

bijvi + αvj = gj; j = 0, 1, . . . , n− 1, (28)

где bij =

∫ d

c

Ki(t)Kj(t) dt и gj =
√
H

∫ d

c

Kj(t)fδ(t) dt.

Теорема 2. Пусть vαδ,n(s) и (vαi ) — решения задач (20) и (27) соответственно. Тогда эти решения

связаны соотношением

v̂αδ,n(s) =
n−1
∑

i=0

vαi ϕi(s). (29)

Доказательство следует из формул (17) и (18), а также из существования и единственности решений
задач (20) и (27), доказанных в работе [5].

Так как из теорем 1 и 2 следует, что вариационная задача (12) может быть с помощью формулы (29)
сведена к системе линейных алгебраических уравнений (28), то, решив последнюю, получим (vαi ) ∈ R

n.
Тогда для определения параметра регуляризации α(Cn, fδ, hn, δ) в этом решении воспользуемся уравне-
нием (15), которое с помощью (29) сведем к уравнению

{

d
∫

c

[√
H

n−1
∑

i=0

Ki(t)v
α
i − fδ,n(t)

]2

dt

}
1
2

=

[n−1
∑

i=0

(vαi )
2

]
1
2

hn + δ. (30)

Если ‖fδ,n‖ > δ + ‖u′

0(s)‖hn, то существует единственное решение α(Cn, fδ, hn, δ) уравнения (30).
Окончательно приближенное решение uδhn

(s) уравнения (1) будет иметь вид

uδ,hn
(s) =

n−1
∑

i=0

vαi Bϕi(s),

где α = α(Cn, fδ, hn, δ).
3. Оценка погрешности приближенного решения uδhn

(s) уравнения (1). Рассмотрим две
вариационные задачи, приведенные в [11, 13]:

inf

{

‖v(s)‖2 : v(s) ∈ L2[a, b], ‖Cnv(s)− fδ,n(t)‖ 6 δ + ‖v(s)‖ hn

}

(31)

и

inf

{

‖v(s)‖2 : v(s) ∈ L2[a, b], ‖Cnv(s)− f δ,n(t)‖ 6 δ + τhn

}

, (32)

где 0 6 τ 6
‖fδ,n(t)‖ − δ

hn

.

Из теоремы, доказанной в [5], следует, что выполнение условия

‖fδ,n(t)‖ > δ + τhn

влечет существование и единственность решения vτδhn
(s) вариационной задачи (32).
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Теперь запишем уравнение относительно τ :

‖vτδhn
(s)‖ = τ. (33)

Теорема 3. Пусть

‖fδ,n(t)‖ > δ + ‖u′

0(s)‖ hn.

Тогда вариационная задача (31) эквивалентна задаче (32), (33).

Эта теорема является следствием известной теоремы 1 из книги [14, с. 83–84].

Теорема 4. Пусть

‖fδ,n(t)‖ > δ + ‖u′

0(s)‖ hn.

Тогда вариационная задача (31) эквивалентна задаче (14) с параметром α, выбранным из уравнения (15).

Эта теорема является следствием известной теоремы 1 из книги [14, с. 86–87].
Перейдем к оценке отклонения ‖uδhn

− u0‖L2
приближенного решения uδhn

(s) уравнения (1) от его
точного решения в метрике L2[a, b]. Для этого используем функции ω1(σ, r) и ω(σ, r), заданные формулами

ω1(σ, r) = sup
u,u

{‖u(s)− u(s)‖L2
: u(s), u(s) ∈ Mr, ‖Au(s)−Au(s)‖ 6 σ},

ω(σ, r) = sup
u
{‖u(s)‖L2

: u(s) ∈ Mr, ‖Au(s)‖ 6 σ},

где оператор A определен формулой (1), Mr = BSr, Sr = {v(s) : v(s) ∈ L2[a, b], ‖v(s)‖ 6 r}, оператор B
определен формулой (3), а σ, r > 0.

Из теоремы, доказанной в [15], следует, что

ω1(σ, r) = ω(σ, 2r). (34)

Теорема 5. Пусть u0(s) ∈ M , а uδhn
(s) определена формулой (16) и ‖fδ,n‖ > δ + ‖u′

0(s)‖ hn. Тогда

существует число r > 0, такое, что

‖uδhn
(s)− u0(s)‖L2

6 2ω(δ + 2r hn, r).

Доказательство. Так как u0(s) ∈ M , то из (2) следует существование числа r > 0, такого, что

u0(s) ∈ BSr. (35)

Из теоремы 4 следует существование приближенного решения

uδhn
(s) = Bvδhn

(s), (36)

в котором vδhn
является решением вариационной задачи (31), т.е.

‖vδhn
‖2 = inf{‖v(s)‖2 : v(s) ∈ L2[a, b], ‖Cnv(s)− f δ,hn

(t)‖ 6 δ + ‖v‖ hn}. (37)

Поскольку u0 ∈ BSr, то

‖Cnv0 − fδ‖ 6 ‖Cnv0 − Cv0 + Cv0 − fδ‖ 6 ‖Cnv0 − Cv0‖+ ‖Cv0 − fδ‖,

где v0 = B−1u0 и Cv0 = ABv0. Поэтому

‖Cnv0 − fδ‖ 6 δ + ‖v0‖ hn

и

‖Cnv0 − fδ,n‖ 6 δ + ‖v0‖ hn. (38)

Из (37) и (38) получим

‖vδ,hn
‖ 6 ‖v0‖. (39)
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Из (35), (36) и (39) следует, что

uδhn
(s) ∈ BSr = Mr. (40)

Теперь оценим величину ‖Auδhn
−Au0‖:

‖Auδhn
−Au0‖ 6 ‖Auδhn

− fδ,n‖+ ‖Au0 − f δ,n‖.

Так как
‖Au0 − f δ,n‖ = ‖Cv0 − fδ,n‖ 6 ‖Cv0 − Cnv0‖+ ‖Cnv0 − fδ,n‖,

то из (38) следует, что
‖Au0 − f δ,n‖ 6 δ + 2‖v0‖ hn,

или с учетом (35)

‖Au0 − fδ,n‖ 6 δ + 2rhn. (41)

Аналогично,
‖Auδhn

− f δ,n‖ 6 ‖Cvδhn
− Cnvδhn

‖+ ‖Cnvδhn
− fδ,n‖.

Из (31), (13) и (39) ясно, что

‖Cnvδhn
− f δ,n‖ 6 δ + r hn, (42)

а из (39) и (11), что

‖Cvδhn
− Cnvδhn

‖ 6 rhn. (43)

Таким образом, формулы (42) и (43) дают

‖Auδhn
− f δ,n‖ 6 δ + 2rhn. (44)

Из (41) и (44) следует, что

‖Auδhn
−Au0‖ 6 2δ + 4rhn. (45)

Из (35), (40) и (45) получаем

‖uδhn
− u0‖ 6 ω1(2δ + 4rhn, r), (46)

а из (34) и (46) имеем неравенство

‖uδhn
− u0‖ 6 ω(2[δ + 2rhn], 2r).

Используя известное свойство функции ω(σ, r), приведенное в [13, с. 12], окончательно получим, что

‖uδhn
− u0‖ 6 2ω(δ + 2rhn, r).

Тем самым теорема доказана.

Заключение. В настоящей статье рассмотрен численный алгоритм решения интегральных урав-
нений первого рода в пространствах L2. Этот алгоритм использует метод регуляризации Тихонова с
параметром, выбранным из обобщенного принципа невязки. Кроме того, алгоритм учитывает дискрети-
зацию интегрального уравнения по одной из переменных. Это позволяет свести интегральное уравнение к
системе линейных алгебраических уравнений, зависящих от параметра, определяемого трансцендентным
уравнением. Получены оценки погрешности этого алгоритма.
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Abstract: A regularizing algorithm for the approximate solution of integral equations of the first kind is
studied. This algorithm involves a finite-dimensional approximation of the original problem. An error estimate
is proposed. In order to obtain this estimate, the equivalence of the generalized residual method and the
generalized residual principle is proved. This result can be used to estimate the finite-dimensional approximations
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