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ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА ГРАНИЧНЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

ДЛЯ ЧИСЛЕННОГО РЕШЕНИЯ ПЕРВОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ

ТЕОРИИ УПРУГОСТИ НА МНОГОУГОЛЬНИКАХ

И.О. Арушанян1

Рассматривается первая краевая задача плоской теории упругости в области с конечным чис-
лом угловых точек. Задаче ставится в соответствие система граничных интегральных уравне-
ний теории потенциала. Исследуется вопрос об эффективном вычислении приближенного реше-
ния исходной краевой задачи на основе численного решения системы граничных интегральных
уравнений.
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1. Введение. При численном решении граничных интегральных уравнений как классическим мето-
дом квадратур, так и методом граничных элементов приходится решать системы линейных уравнений с
несимметричными заполненными матрицами. Для экономии вычислительных затрат можно предложить
два способа. Первый состоит в выборе узлов квадратуры или граничных элементов таким образом, чтобы
матрица аппроксимирующей системы имела вид, позволяющий либо быстро решить систему прямыми
методами, либо построить эффективно сходящийся к решению итерационный процесс. Второй способ
состоит в уменьшении размерности системы за счет повышения точности аппроксимации. Если граница
области содержит угловые точки, то задача построения аппроксимирующей линейной системы существен-
но усложняется, так как соответствующие интегральные уравнения становятся слабо сингулярными.

На таких областях для некоторых типов прямых граничных интегральных уравнений, в которых
неизвестными являются функции, имеющие смысл в содержательной постановке задачи, за счет специ-
ального выбора граничных элементов можно обеспечить экспоненциальную относительно числа степеней
свободы скорость сходимости [14]. При численном решении интегральных уравнений теории потенциала
второго рода более простым в практической реализации, чем метод граничных элементов, является метод
квадратур. Стандартный подход в этом случае состоит в построении составной квадратурной формулы,
элементарные отрезки которой сгущаются к угловым точкам. На каждом элементарном отрезке исполь-
зуется квадратурная формула с одинаковым числом узлов. Этот метод обеспечивает алгебраический по-
рядок точности относительно числа узлов [13, 15–21]. Известно, что если граница области и граничные
условия являются аналитическими, то метод, основанный на использовании составной формулы сред-
них прямоугольников, имеет экспоненциальную скорость сходимости [8]. В этой связи возникает вопрос
о возможности численного решения интегральных уравнений теории потенциала методом квадратур с
экспоненциальной точностью также и в случае, когда граница области имеет угловые точки.

Этот результат может быть достигнут, если аппроксимация интегралов в граничных уравнениях
производится с использованием составных квадратурных формул Гаусса, в которых элементарные отрезки
сгущаются к угловым точкам контура, а число узлов элементарных формул меняется при приближении
к углам. Такой подход позволяет получить экспоненциальную точность относительно числа узлов. Этот
метод предложен в [1–7] при решении граничных интегральных уравнений теории потенциала.

В настоящей статье рассматривается система граничных интегральных уравнений плоской теории
упругости теории потенциала двойного слоя в области, являющейся многоугольником. Построение эффек-
тивного алгоритма численного решения соответствующей системы граничных интегральных уравнений
теории потенциала осуществлено в [3, 6]. Здесь мы исследуем вопрос о приближенном вычислении реше-
ния исходной краевой задачи с использованием численного решения системы граничных интегральных
уравнений.

2. Постановка задачи. Пусть Ω — ограниченная область в R
2 с границей Γ, являющейся замкнутой

кривой без самопересечений и допускающей следующее параметрическое представление:

Γ =
{

x = x(s) =
(

x1(s), x2(s)
)

, s ∈ [0, T ], x(0) = x(T )
}

.
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Здесь s — натуральный параметр (параметр длины). В дальнейшем будем считать, что

Γ =

J−1
⋃

j=0

Γj ,

где Γj — прямолинейный отрезок, соединяющий точки Pj и Pj+1 (предполагаем, что PJ = P0). Величи-
на внутреннего угла области Ω при вершине Pj обозначается через αj , причем для всех j имеет место
неравенство 0 < αj < 2π.

Рассмотрим следующую первую краевую задачу теории упругости:

µ∆−→u + (λ+ µ)∇ div−→u = 0, x ∈ Ω,

−→u =
−→
F , x ∈ Γ,

(1)

где −→u = (u1, u2)
T — неизвестная вектор-функция, λ и µ — постоянные Ламе,

−→
F = (F1, F2)

T .
В дальнейшем будем считать, что функции Fi, i = 0, 1, 2, являются непрерывными бесконечно диф-

ференцируемыми всюду на Γ, кроме, может быть, угловых точек, где допускаются особенности вида

(x − Pj)
θ, 0 < θ < 1.

Решение задачи (1) будем искать в виде плоского потенциала двойного слоя:

−→u =
1

2

∫

Γ

(

T (∂y,
−→n ) Γ(y − x)

)−→ϕ (y) dly,

где Γ(y − x) — фундаментальное решение задачи (1), представляющее собой матрицу с элементами

Γij(y − x) =
λ+ 3µ

πµ(λ + 2µ)

(

δji ln |x− y| − λ+ µ

λ+ 3µ

(xi − yi)(xj − yj)

|x− y|2
)

,

а через T (∂y,
−→n ) обозначен оператор псевдонапряжения (см., например, [11, 12]):

(

T (∂y,
−→n )
)

ij
= µδji

∂

∂ny
+ (λ+ µ)ni(y)

∂

∂yj
+

µ(λ+ µ)

λ+ 3µ

(

nj(y)
∂

∂yi
− ni(y)

∂

∂yj

)

.

Здесь i, j = 1, 2 и δji — символ Кронекера.
Тогда компоненты неизвестной вектор-функции −→ϕ являются решением следующей системы инте-

гральных уравнений:
−→ϕ (x) +

∫

Γ

(

T (∂y,
−→n ) Γ(y − x)

)−→ϕ (y) dly = 2
−→
F (x). (2)

Система (2) однозначно разрешима в пространстве непрерывных функций при условии непрерывно-

сти функции
−→
F [10, 11]. Асимптотика функции −→ϕ вблизи угловых точек контура исследована в работах [3,

9, 11] в случае, когда кривая Γ является многоугольником. Обобщением этого результата является

Утверждение 1. Для каждого j = 0, . . . , J введем в рассмотрение величину βj , являющуюся корнем

уравнения
((

λ+ 3µ

λ+ µ

)

sinβj

(

π + |π − αj |
)

)2

=
(

βj sin
(

π + |π − αj |
)

)2

с наименьшей положительной вещественной частью. Тогда существует постоянная c, зависящая толь-

ко от вида кривой Γ и функции
−→
F , такая, что для решения системы (2) при каждом x ∈ Γ справедливо

неравенство
∣

∣ϕi(x) − ϕi(Pj)
∣

∣ 6 c
∣

∣x− Pj

∣

∣

λj
(3)

при некотором λj ∈ (0, βj).

Перейдем к построению численного метода решения рассматриваемой системы интегральных урав-
нений. Обозначим

T (∂y,
−→n )Γ(y − x) ≡ K(x, y), 2

−→
F ≡ −→

f .
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Геометрические свойства потенциала двойного слоя позволяют записать систему (2) в эквивалентном
виде

2−→ϕ (x) +

∫

Γ

K(x, y) (−→ϕ (y)−−→ϕ (x)) dly =
−→
f (x). (4)

Неравенство (3) позволяет применить полученные в [3, 6] результаты для доказательства следующего
утверждения.

Утверждение 2. При сделанных выше предположениях существует натуральное число n1, такое,

что для любого натурального n > n1 может быть построена квадратурная формула с узлами {y(n)j } и

коэффициентами {A(n)
j }, j = 1, 2, . . . , n, для которой справедливы неравенства

max
x∈Γ

∥

∥

∥

∥

∫

Γ

K(x, y)
(−→ϕ (y)−−→ϕ (x)

)

dly −
n
∑

j=1

A
(n)
j K

(

x, y
(n)
j

)(−→ϕ (y
(n)
j )−−→ϕ (x)

)

∥

∥

∥

∥

6 b1 exp(−c1
√
n),

где −→ϕ — решение системы интегральных уравнений (4), а все постоянные строго положительны и не

зависят от выбора n.

Введенное семейство квадратурных формул позволяет при каждом n > n1 построить следующую
систему линейных алгебраических уравнений:

2Φ
(n)
1,i +

n
∑

j=1

A
(n)
j

( 2
∑

m=1

K1,m(y
(n)
i , y

(n)
j )

)

(

Φ
(n)
m,j − Φ

(n)
m,i

)

= f1(y
(n)
i ),

2Φ
(n)
2,i +

n
∑

j=1

A
(n)
j

( 2
∑

m=1

K2,m(y
(n)
i , y

(n)
j )

)

(

Φ
(n)
m,j − Φ

(n)
m,i

)

= f2(y
(n)
i ).

(5)

Здесь i = 1, . . . , n. В случае разрешимости этой системы можно построить вектор-функцию −→ϕ (n), ком-
поненты которой при каждом x ∈ Γ могут быть представлены как решение следующей системы двух
линейных уравнений:

(

2−
n
∑

j=1

A
(n)
j K1,1(x, y

(n)
j )

)

ϕ
(n)
1 (x)−

( n
∑

j=1

A
(n)
j K1,2(x, y

(n)
j )

)

ϕ
(n)
2 (x) =

=f1(x) −
n
∑

j=1

A
(n)
j

( 2
∑

m=1

K1,m(x, y
(n)
j )Φ

(n)
m,j

)

,

−
( n
∑

j=1

A
(n)
j K2,1(x, y

(n)
j )

)

ϕ
(n)
1 (x) +

(

2−
n
∑

j=1

A
(n)
j K2,2(x, y

(n)
j )

)

ϕ
(n)
2 (x) =

=f2(x) −
n
∑

j=1

A
(n)
j

( 2
∑

m=1

K2,m(x, y
(n)
j )Φ

(n)
m,j

)

.

Осуществимость этого представления исследована в работах [3, 6, 7].

Утверждение 3. Существует натуральное число n2, такое, что для любого натурального n > n2

система линейных алгебраических уравнений (5) однозначно разрешима и справедливо неравенство

max
x∈Γ

∥

∥

−→ϕ (x)−−→ϕ n(x)
∥

∥ 6 b2 exp(−c1
√
n),

где −→ϕ — решение уравнения (4), постоянная c1 определена в утверждении 2, а постоянная b2 положи-

тельна и не зависит от выбора n.

3. Численное решение первой краевой задачи теории упругости. Исследуем теперь вопрос о
численном решении исходной краевой задачи (1) на основе полученного приближенного решения системы
граничных интегральных уравнений (4).
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Учитывая введенную параметризацию кривой Γ, мы можем представить решение задачи (1) в про-
извольной внутренней точке x = (x1, x2) области Ω в виде

−→u (x) =
1

2

T
∫

0

K(x1, x2, t)
−→ϕ (t) dt . (6)

Здесь K(x1, x2, t) — матрица с элементами

Kk,l(s, t) = M(x1, x2, t)

(

aδlk + b

(

xk − xk(t)
)(

xl − xl(t)
)

(

x1 − x1(t)
)2

+
(

x2 − x2(t)
)2

)

,

где

M(x1, x2, t) =
1

π

x′
1(t)

(

x2 − x2(t)
)

− x′
2(t)
(

x1 − x1(t)
)

(

x1 − x1(t)
)2

+
(

x2 − x2(t)
)2 ,

a =
2µ

λ+ 3µ
, b =

2(λ+ µ)

λ+ 3µ
, k, l = 1, 2.

Естественно использовать квадратурную формулу из утверждения 2 для приближенного вычисления
интеграла (6). Возьмем в качестве приближенного решения функцию −→u n, определенную в каждой точке
x = (x1, x2) области Ω по формуле

−→u n(x) =
1

2

n
∑

j=1

A
(n)
j K(x1, x2, t

(n)
j )−→ϕ (n)(t

(n)
j ) .

Исследуем вопрос о величине погрешности этого представления.

Утверждение 4. Существует число Q > 1, такое, что при каждом x ∈ Ω выполнено неравенство

∥

∥

−→u (x)−−→u n(x)
∥

∥ 6 c(x) (Q(x))
−c1

√
n
,

где 0 < c(x) 6 c2/r(x) , 1 < Q(x) 6 1 + c2r(x) 6 Q , r(x) — расстояние от точки x до кривой Γ. Здесь

константы c1 и c2 строго положительны и не зависят от выбора n .

Доказательство. Нам необходимо оценить при каждом x ∈ Ω погрешность
−→
R (x) квадратуры

T
∫

0

K(x1, x2, t)
−→ϕ (n)(t) dt =

n
∑

j=1

A
(n)
j K(x1, x2, t

(n)
j )−→ϕ (n)(t

(n)
j ) +

−→
R (x) .

Будем использовать методику, предложенную в [3] при доказательстве утверждения 2. Центральным

местом доказательства является оценка при каждом j величины
−→
R j(x):

sj+1/2
∫

sj

K(x1, x2, t)
−→ϕ (n)(t) dt =

∑

t
(n)
j ∈[sj ,sj+1/2]

A
(n)
j K(x1, x2, t

(n)
j )−→ϕ (n)(t

(n)
j ) +

−→
R j(x) ,

где
sj+1/2 = sj + 0.5 (sj+1 − sj).

Не ограничивая общности, будем считать, что

x(sj) = (0, 0) , x(sj+1/2) = (1, 0).

В [3] при построении составной квадратурной формулы (5) отрезок [sj , sj+1/2] разбивался на элемен-
тарные отрезки следующими N + 1 точками:

sj < tN < . . . < t1 < t0 = sj+1/2 ,

где tk = sj + (1 + Θj)
−k, k = 0, . . . , N , 0 < Θj < 1, N = O

(√
n
)

.
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Из результатов, полученных в [3], следует, что при каждом k = 1, . . . , N построенная выше функция
−→ϕ (n)(t) допускает ограниченное постоянной, не зависящей от k, аналитическое продолжение с отрезка
[tk, tk−1] в круг на комплексной плоскости с центром в точке (0,5 (tk−1 + tk), 0) и радиусом

rk = 0.5
(

1− (1 + Θj)
−1
)

(1 + Θj)
2−k .

На каждом элементарном отрезке [tk, tk−1] строилась квадратура Гаусса по nj,k узлам, определяемым
неравенством

nj,k >

[

λj(N − k) ln(1 + Θj) + lnN

4Θj(1 + Θj)−1

]

+ 1.

Если подынтегральная функция допускает аналитическое продолжение с отрезка [tk, tk−1] вещественной
оси в эллипс на комплексной плоскости с фокусами в точках (tk, 0), (tk−1, 0) и проходящий через точку
(0.5 (tk−1 + tk)− rk, 0) и это аналитическое продолжение ограничено в данном эллипсе величиной порядка
O
(

(1 + Θj)
k(1−λj)

)

, то погрешность элементарной квадратуры оценивается сверху величиной

Rk = const · (1 + Θj)
−kλjQ

−2nj,k

k ,

где Qk — сумма полуосей эллипса, полученного из построенного при отображении

z → 2z − (tk−1 + tk)

tk−1 − tk
.

Пусть точка x удалена от отрезка [tk−1, tk] на расстояние, большее 2(1 + Θj)
k(λj−1). Тогда подын-

тегральная функция K(x1, x2, t)
−→ϕ (n)(t) допускает аналитическое продолжение в эллипс с фокусами в

точках (tk, 0), (tk−1, 0) и проходящий через точку

(

0.5 (tk−1 + tk), (1 + Θj)
k(λj−1)

)

,

причем это аналитическое продолжение ограничено в данном эллипсе величиной const · (1 + Θj)
k(1−λj).

Сделанные замечания гарантируют следующую оценку:

∥

∥

∥

∥

tk−1
∫

tk

K(x1, x2, t)
−→ϕ (n)(t) dt−

∑

t
(n)
j ∈[tk,tk−1]

A
(n)
j K

(

x1, x2, t
(n)
j

)−→ϕ (n)(t
(n)
j )

∥

∥

∥

∥

= Rj,k(x) 6

6 const · (1 + Θj)
−kλj (Qk(x))

−2nj,k ,

где Qk(x) > Qk.
Таким образом, если точка x достаточно удалена от всех элементарных отрезков кривой Γ, опреде-

ляющих составную квадратурную формулу (5), то выбор чисел nj,k гарантирует, что

∥

∥

−→
R (x)

∥

∥ 6 const · e−c
√
n .

Что произойдет, если точка x будет приближаться к границе?
Пусть в сделанных выше обозначениях расстояние от точки x до отрезка [tk, tk−1] участка границы Γj

равно 2d, где d удовлетворяет неравенству 0 < d < (1 + Θj)
k(λj−1).

Тогда, повторяя сделанные выше выкладки, получим, что

Rj,k 6 const · (1 + Θj)
k

d
(Qk(d))

−2njk , 1 < Qk(d) < 1 + const · d ,

поскольку у эллипса с фокусами (tk, 0) , (tk−1, 0), в который подынтегральная функция может быть ана-
литически продолжена, сумма полуосей с уменьшением d стремится к (tk−1 − tk)/2.

Полученная оценка доказывает сформулированное утверждение.

Таким образом, рассмотренный способ вычисления решения задачи (1) не может быть признан удо-
влетворительным, поскольку при его применении не удается гарантировать близость точного и прибли-
женного решений в любой внутренней точке области. Однако этот способ допускает следующую простую
модификацию.
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Рассмотрим случай, когда в принятых при доказательстве утверждения 4 обозначениях расстояние
от точки x до отрезка [tk, tk−1] участка Γj границы Γ равно 2d, где d < (1 + Θj)

k(λj−1).

Заменим функцию −→ϕ (n)(t) на отрезке [tk, tk−1] интерполяционным многочленом
−→
L 2nj ,k(t) по следу-

ющим точкам:
tk + tk−1

2
+

tk−1 − tk
2

cos

(

π(2m− 1)

4nj,k

)

, m = 1, . . . , 2nj,k .

Так как nj,k = O (
√
n), то для вычисления значений −→ϕ (n)(t) в этих точках потребуется O (n

√
n) арифме-

тических действий, при этом

max
[tk,tk−1]

∥

∥

∥

−→ϕ (n)(t)−−→
L 2nj ,k(t)

∥

∥

∥
6 const ·Q−2nj,k

k ,

где величина Qk > 1 и определена при доказательстве утверждения 4. Имеем

tk−1
∫

tk

K(x1, x2, t)
−→ϕ (n)(t) dt =

tk−1
∫

tk

K(x1, x2, t)
−→
L 2nj ,k(t) dt+O

(

e−c
√
n
)

.

Интеграл в правой части этого представления достаточно вычислить с точностью O
(

e−c
√
n
)

. Для

этого можно применить стандартный алгоритм с автоматическим выбором шага интегрирования, постро-
енный на основе более простой квадратурной формулы. Следует отметить, что число отрезков [tk, tk−1],
лежащих на [0, 1], таких, что фиксированная точка x ∈ Ω находится от каждого из них на расстоянии,
меньшем 2(1 + Θ)k(λj−1), конечно и не зависит от n, а только от положения точки x.

Пусть ставится задача вычисления с точностью ε > 0 приближенного решения задачи (1) в m внут-
ренних точках области Ω. Учитывая, что для определения приближенного решения интегрального уравне-
ния (3) надо решить систему линейных алгебраических уравнений с n ∼ ln2 1/ε неизвестными, суммарные
вычислительные затраты составят O

(

ln6 1/ε+m ln3 1/ε
)

операций.
Предложенная оценка является несколько завышенной, так как если точка x достаточно удалена от

границы области, то в ней приближенное решение определяется за O(n), а не за O
(

n
√
n
)

операций.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проекты 13–01–00096, 14–01–00731 и 15–01–08023).
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Abstract: Dirichlet’s boundary value problem of the two-dimensional elasticity theory is considered for
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