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ОБ ОДНОМ ПРИБЛИЖЕННОМ АНАЛИТИЧЕСКОМ МЕТОДЕ ИНТЕГРИРОВАНИЯ

ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

О. Б. Арушанян1, Н.И. Волченскова2, С.Ф. Залеткин3

Описано использование смещенных рядов Чебышёва для интегрирования обыкновенных диф-
ференциальных уравнений. Данный подход основан на аппроксимации решения задачи Коши
для нормальной системы обыкновенных дифференциальных уравнений и его производной ча-
стичными суммами ряда Фурье по смещенным многочленам Чебышёва первого рода. Коэффи-
циенты рядов вычисляются посредством итерационного процесса с применением квадратурной
формулы Маркова. Подчеркнуто, что благодаря своим аппроксимационным свойствам частич-
ные суммы рядов Чебышёва стали основой для построения приближенного аналитического ме-
тода интегрирования дифференциальных уравнений. Наряду с общими вопросами рассмотрены
примеры по применению частичных сумм ряда Чебышёва для приближенного представления
решения задачи Коши на заданном отрезке для обыкновенных дифференциальных уравнений.

Ключевые слова: обыкновенные дифференциальные уравнения, приближенные аналитические ме-
тоды, численные методы, ортогональные разложения, смещенные ряды Чебышёва, квадратурные форму-
лы Маркова.

Рассматривается задача Коши для нормальной системы обыкновенных дифференциальных уравне-
ний

y′ = f(x, y), y(x0) = y0, x0 6 x 6 x0 +X, (1)

при условии, что функция f(x, y) непрерывна в области определения системы вместе с частными про-
изводными до некоторого порядка. Предполагается также, что на отрезке [x0, x0 +X ] задача Коши (1)
имеет единственное решение.

Предлагается следующий приближенный метод решения задачи (1). Метод основан на разложении
правой части системы y′(x) = f

(

x, y(x)
)

, взятой на решении y(x), на частичном сегменте [x0, x0 + h],
h 6 X , в ряд Фурье по смещенным многочленам Чебышёва первого рода (далее такой ряд будем называть
смещенным рядом Чебышёва):

Φ(α) =
∞
∑

i=0

′

a∗i [Φ]T
∗

i (α), a∗i [Φ] =
2

π

1
∫

0

Φ(α)T ∗

i (α)
√

α(1 − α)
dα, Φ(α) = f

(

x0 + αh, y(x0 + αh)
)

, 0 6 α 6 1. (2)

Если коэффициенты этого разложения (коэффициенты Чебышёва) известны, то решение задачи (1) на
отрезке [x0, x0 + h] можно легко получить также в виде смещенного ряда Чебышёва

y(x0 + αh) =
∞
∑

i=0

′

a∗i [y]T
∗

i (α), a∗i [y] =
2

π

1
∫

0

y(x0 + αh)
√

α(1 − α)
T ∗

i (α) dα (3)

(штрих у знака суммы означает, что слагаемое с индексом 0 берется с дополнительным множителем 1/2).
Коэффициенты Чебышёва решения связаны с коэффициентами Чебышёва его производной следующими
соотношениями:

a∗i
[

y(x0 + αh)
]

=
h

4i

(

a∗i−1[Φ]− a∗i+1[Φ]
)

, i > 0, (4)
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1

2
a∗0
[

y(x0 + αh)
]

= y0 +
h

4

(

a∗0[Φ]−
1

2
a∗1[Φ]

)

−
h

2

∞
∑

j=2

(−1)j

j2 − 1
a∗j [Φ]. (5)

Из допущения о гладкости правой части в (1) следует равномерная на [x0, x0 + h] сходимость рядов (2)
и (3).

Замена рядов (2) и (3) частичными суммами k-го и (k + 1)-го порядков:

Φ(α) ≈

k
∑

i=0

′

a∗i [Φ]T
∗

i (α), y(x0 + αh) ≈

k+1
∑

i=0

′

a∗i [y]T
∗

i (α) (6)

с последующим применением формулы численного интегрирования Маркова [1–5] для вычисления ко-
эффициентов a∗i [Φ] Чебышёва правой части Φ(α) в (2) и использованием равенств (4) и (5) приводит к
системе уравнений для приближенных значений коэффициентов Чебышёва правой части (1). Эта систе-
ма имеет единственное решение, которое может быть найдено методом последовательных приближений.
Итерационная схема решения системы, доказательство ее сходимости, способы выбора начального при-
ближения для a∗i [Φ], условия окончания итерационного процесса, оценки погрешности приближенных
коэффициентов Чебышёва вместе с оценкой погрешности приближенного решения, а также некоторые
свойства частичных сумм рядов Чебышёва с приближенными коэффициентами приведены в [6–15].

Частичная сумма ряда Чебышёва для функции не только является ее многочленом наилучшего квад-
ратичного приближения на [x0, x0 + h], но и дает для этой функции достаточно точное равномерное при-
ближение. Иными словами, в предлагаемом подходе интегрирование дифференциальных уравнений (1)
выполняется с помощью многочленов (6), близких к многочленам наилучшего равномерного приближе-
ния. В этом заключается существенное отличие нашего подхода от традиционных численных методов,
которые строятся с использованием степенных разложений по h на основе формулы Тейлора, применя-
емых при малых h. Поэтому аппроксимация дифференциальных уравнений, основанная на частичных
суммах ряда Чебышёва (6), позволяет существенно повысить точность его интегрирования по сравнению
с традиционными численными методами и при этом значительно увеличить длину h частичного сегмента.

В работах [7, 9–17] предлагаемый метод сравнивался с традиционными численными методами на раз-
личных классах обыкновенных дифференциальных уравнений. При этом сопоставлялись такие показате-
ли, как достигаемая точность решения задачи в конце промежутка интегрирования, число выполненных
шагов интегрирования и количество обращений к правой части дифференциального уравнения. Получен-
ные результаты свидетельствуют о том, что применение данного метода позволяет решать задачу Коши с
более высокой точностью, с более крупным шагом дискретизации h и меньшим количеством обращений к
правой части по сравнению с традиционными численными методами на одной и той же разрядной сетке.

В настоящей статье отмечается такое свойство описываемого метода, как его способность находить
приближенное решение задачи Коши (1) в аналитической форме, а именно в виде частичной суммы ря-
да Чебышёва (6). Эта возможность наглядно иллюстрируется применением метода к интегрированию
дифференциальных уравнений, решения которых имеют известные разложения в смещенные ряды Че-
бышёва. Эти ряды используются для оценки абсолютных погрешностей приближенных коэффициентов
Чебышёва, вычисленных с помощью предложенного аналитического метода. Описываемый ниже круг
примеров включает в себя уравнения с решениями в виде некоторых элементарных и простейших спе-
циальных функций. Во всех задачах приближенное решение строится в виде частичной суммы (6) на
заданном промежутке интегрирования. Вычисления проводились с 15–16 значащими цифрами.

Пример 1. Интегрируется нелинейное дифференциальное уравнение

y′(x) =
(

T ∗

n(x)
)

′

+
(

y(x)− T ∗

n(x)
) ln

(

y(x) − T ∗

n(x)
)

1 + x
, y(0) = 0, 0 6 x 6 1, (7)

где T ∗

n(x) — смещенный многочлен Чебышёва первого рода n-го порядка, n = 5. На заданном интерва-
ле решение и его производная представляются в виде частичных сумм (6) рядов Чебышёва при k = 8.

Вычисленные коэффициенты решения
1

2
a∗0[y] и a∗5[y] равняются соответственно 0, 9999999999999991× 100

и 0, 1000000000000000× 101. Остальные коэффициенты a∗1[y], . . . , a
∗

4[y], a
∗

6[y], . . . , a
∗

9[y] имеют десятичные
порядки 10−15, 10−16, 10−17 или равны нулю. Таким образом, с точностью до ошибок округления най-
денное методом рядов решение задачи (7) имеет вид y(x) = 1 + T ∗

5 (x). Все коэффициенты Чебышёва для
производной y′(x) решения, кроме нулевого, второго и четвертого, с точностью до ошибок округления

равны нулю. Нулевой
1

2
a∗0[y

′] (с точностью до ошибки округления), второй a∗2[y
′] и четвертый a∗4[y

′] ко-

эффициенты равны соответственно 10, 20 и 20. Таким образом, вычисленная методом рядов производная
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решения представляется в виде

y′(x) = 10T ∗

0 (x) + 20T ∗

2 (x) + 20T ∗

4 (x).

Последнее равенство совпадает с выражением производной смещенных многочленов Чебышёва первого
рода в виде линейной комбинации этих же многочленов при n = 5:

(

T ∗

n(x)
)

′

= 4n

[

(n−1)/2
]

∑

j=0

T ∗

n−1−2j(x).

Здесь [·] означает целую часть, а в сумме слагаемое, содержащее многочлен T ∗

0 (x), делится пополам.
Заметим, что решение y(x) задачи (7) имеет на отрезке [0, 1] колебательный характер и большую по
модулю производную.

Пример 2. Интегрируется нелинейное дифференциальное уравнение

y′ = −2q sin q(2x− 1) +
(

y − cos q(2x− 1)
) ln

(

y − cos q(2x− 1)
)

x+ 1
, y(0) = cos q + 1, 0 6 x 6 1, (8)

где q — произвольное действительное число. Точным решением задачи (8) является функция
y(x) = 1 + cos q(2x − 1). Она разлагается на [0, 1] в смещенный ряд Чебышёва, коэффициенты которо-
го выражаются через специальные (цилиндрические) функции:

y(x) = 1 + cos q(2x− 1) = 1 + J0(q) + 2

∞
∑

i=1

(−1)iJ2i(q)T
∗

2i(x).

Здесь Jm(q) — функция Бесселя первого рода порядка m. Решение раскладывается в ряд по смещенным
многочленам Чебышёва с четными номерами. Как уже отмечалось, этот ряд позволяет определить абсо-
лютные погрешности приближенных коэффициентов Чебышёва решения из (6). На заданном интервале
приближенное решение и его производная представляются в виде частичных сумм (6) при k = 15 для
q = 1/2. Коэффициент a∗1[y] этой суммы в (6) имеет десятичный порядок 10−16, остальные коэффици-
енты этой суммы с нечетными номерами a∗3[y], . . . , a

∗

15[y] имеют порядки 10−17, 10−18 или равны нулю.
Абсолютные погрешности коэффициентов с четными номерами в (6) a∗0[y], . . . , a

∗

16[y] имеют десятичные
порядки 10−17, 10−18, 10−19 или равны нулю (с точностью до ошибки округления).

Пример 3. Интегрируется нелинейное дифференциальное уравнение

y′ = 2q cos q(2x− 1) +
(

y − sin q(2x− 1)
) ln

(

y − sin q(2x− 1)
)

x+ 1
, y(0) = − sin q + 1, 0 6 x 6 1, (9)

где q — произвольное действительное число. Точным решением задачи (9) является функция
y(x) = 1 + sin q(2x − 1). Она разлагается на [0, 1] в смещенный ряд Чебышёва, коэффициенты которо-
го выражаются через специальные (цилиндрические) функции:

y(x) = 1 + sin q(2x− 1) = 1 + 2

∞
∑

i=0

(−1)iJ2i+1(q)T
∗

2i+1(x).

Здесь Jm(q) — функция Бесселя первого рода порядка m. Решение раскладывается в ряд по смещен-
ным многочленам Чебышёва с нечетными номерами. Как уже отмечалось, этот ряд позволяет оценить
абсолютные погрешности приближенных коэффициентов Чебышёва решения в (6). На заданном интер-
вале приближенное решение и его производная представляются в виде частичных сумм (6) при k = 15
для q = 1/2. Коэффициент a∗2[y] в этой сумме имеет десятичный порядок 10−16, остальные коэффи-
циенты этой суммы с четными номерами a∗4[y], . . . , a

∗

16[y] имеют десятичные порядки 10−17, 10−18 или

равны нулю. Коэффициент
1

2
a∗0[y] в (6) равен 1. Абсолютная погрешность коэффициента a∗1[y] из (6) име-

ет порядок 10−15, абсолютные погрешности остальных коэффициентов решения с нечетными номерами
a∗3[y], . . . , a

∗

15[y] имеют порядки 10−17, 10−19 или равны нулю.

Пример 4. Интегрируется нелинейное дифференциальное уравнение

y′ =
y ln y

x+ 1
, y(0) = eq, 0 6 x 6 1, (10)
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где q — произвольное действительное число. Точным решением задачи (10) является показательная функ-
ция y(x) = eq(1+x). Она разлагается на [0, 1] в смещенный ряд Чебышёва, коэффициенты которого выра-
жаются через специальные функции следующим образом:

eq(1+x) = 2e3/2q
∞
∑

i=0

′

Ii

(q

2

)

T ∗

i (x).

Здесь Ii(t) — модифицированная функция Бесселя первого рода порядка i, или функция Инфельда. Этот
ряд позволяет определить абсолютные погрешности приближенных коэффициентов Чебышёва решения
из (6), вычисленных изложенным выше приближенным аналитическим методом. На заданном интерва-
ле приближенное решение и его производная представляются в виде частичных сумм (6) при k = 25
для q = 4. Коэффициенты a∗0[y], . . . , a

∗

6[y] в этой сумме имеют десятичные порядки от 104 до 101, а их
абсолютные погрешности — порядки 10−12, 10−13, 10−14. Абсолютные погрешности остальных коэффи-
циентов a∗7[y], . . . , a

∗

26[y] имеют порядки 10−14, 10−15. Заметим, что функция y(x) задачи (10) имеет на
[0, 1] большую производную.

Пример 5. Интегрируется нелинейное дифференциальное уравнение

y′ =
4p

[

(1 + p)2 − 4px
]2 +

(

y −
1

(1 + p)2 − 4px

)

ln
(

y −
1

(1 + p)2 − 4px

)

x+ 1
,

y(0) =
1

(1 + p)2
+ 1, 0 6 x 6 1,

(11)

где p — произвольное действительное число, |p| < 1. Точным решением задачи (11) является рациональная
функция

y(x) = 1 +
1

(1 + p)2 − 4px
.

Она разлагается на [0, 1] в смещенный ряд Чебышёва

y(x) = 1 +
1

(1 + p)2 − 4px
= 1 +

1

1− p2
+

2

1− p2

∞
∑

i=1

piT ∗

i (x).

Этот ряд позволяет оценить абсолютные погрешности приближенных коэффициентов Чебышёва решения
из (6), вычисленных приближенным аналитическим методом. На заданном интервале приближенное ре-
шение и его производная представляются в виде частичных сумм (6) при k = 15 для p = 1/8. Абсолютная
погрешность коэффициента a∗14[y] имеет порядок 10−14, а погрешности остальных коэффициентов имеют
порядки от 10−15 до 10−19 либо равны нулю с точностью до ошибки округления.

Пример 6. Интегрируется система дифференциальных уравнений

y′1 = −2qy2(x), y′2 = q
(

y1(x)− J2(x)
)

, y1(0) = J0(q), y2(0) = −J1(q), 0 6 x 6 1, (12)

где q — произвольное действительное число, отличное от 0, Jm(x) — функция Бесселя первого рода
m-го порядка. Решение системы (12) выражается через функции Бесселя первого рода нулевого и первого
порядков: y1(x) = J0

(

q(2x− 1)
)

, y2(x) = J1
(

q(2x− 1)
)

. Компоненты вектора решения раскладываются на
[0, 1] в смещенные ряды Чебышёва следующим образом:

y1(x) = J0
(

q(2x− 1)
)

= 2
∞
∑

i=0

′

(−1)iJ2
i (p)T

∗

2i(x), (13)

y2(x) = J1
(

q(2x− 1)
)

= 2

∞
∑

i=0

′

(−1)iJi(p)Ji+1(p)T
∗

2i+1(x), p =
q

2
. (14)

Эти ряды позволяют оценить абсолютные погрешности приближенных коэффициентов Чебышёва обеих
компонент решения из (6), вычисленных приближенным аналитическим методом. На заданном интервале
приближенное решение и его производная представляются в виде частичных сумм (6) при k = 11 для
q = 1/2.
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Как следует из (13), первая компонента решения y1(x) раскладывается в ряд по многочленам Че-
бышёва с четными номерами. Для компоненты y1(x) коэффициент a∗1[y1] из частичной суммы (6) имеет
десятичный порядок 10−15, остальные коэффициенты с нечетными номерами имеют порядки 10−16, 10−17

и 10−18. Абсолютные погрешности коэффициентов с четными номерами в (6) имеют порядки 10−15, 10−16,
10−17, 10−18 и 10−19.

Как видно из (14), вторая компонента решения y2(x) раскладывается в ряд по смещенным многочле-
нам Чебышёва с нечетными номерами. Для компоненты y2(x) коэффициент a∗0[y2] из частичной суммы
(6) имеет десятичный порядок 10−14, остальные коэффициенты с четными номерами a∗2[y2], . . . , a

∗

12[y2]
имеют порядки 10−16 и 10−17. Абсолютные погрешности коэффициентов с нечетными номерами в (6)
имеют порядки 10−15, 10−17 и 10−18.

Пример 7. Интегрируется дифференциальное уравнение

y′ = 2q
I1
(

q(2x− 1)
)

I0
(

q(2x− 1)
) y, y(0) = I0(q), 0 6 x 6 1, (15)

где q — произвольное действительное число, отличное от 0, Im(t) — модифицированная функция Бесселя
первого рода m-го порядка, или функция Инфельда. Решением задачи (15) является функция y(x) =
I0
(

q(2x− 1)
)

. Она разлагается на [0, 1] в ряд по смещенным многочленам Чебышёва с четными номерами
следующим образом:

y(x) = I0
(

q(2x− 1)
)

= 2
∞
∑

i=0

I2i (p)T
∗

2i(x), p =
q

2
.

Этот ряд позволяет оценить абсолютные погрешности приближенных коэффициентов Чебышёва ре-
шения (6), вычисленных приближенным аналитическим методом. На заданном промежутке приближенное
решение и его производная представляются в виде частичных сумм (6) при k = 11 для q = 1/2. Коэф-
фициенты с нечетными номерами a∗1[y], . . . , a

∗

11[y] этой суммы имеют десятичные порядки 10−16 и 10−17.
Коэффициент a∗0[y] имеет порядок 101, а его абсолютная погрешность — 10−12. Абсолютные погрешности
остальных коэффициентов с четными номерами a∗2[y], . . . , a

∗

12[y] имеют порядки 10−15, 10−16 и 10−17.
Приведенные примеры показывают, что изложенный здесь метод интегрирования дает достаточно

точное приближение для коэффициентов Чебышёва искомых функций — решений дифференциальных
уравнений. Следовательно, его можно рассматривать как приближенный аналитический метод интегри-
рования обыкновенных дифференциальных уравнений, позволяющий получать решения уравнений непо-
средственно в виде частичных сумм ряда Чебышёва.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (код проекта 13–01–00096-а).
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Abstract: The application of shifted Chebyshev series for solving ordinary differential equations is described.
This approach is based on the approximation of the solution to the Cauchy problem for a normal system of
ordinary differential equations and its derivatives by partial sums of Fourier series in the Chebyshev polynomials
of the first kind. The coefficients of the series are determined by an iterative process with the use of Markov’s
quadrature formulas. The approximation properties of shifted Chebyshev series allow us to propose an approximate
analytical method for ordinary differential equations. A number of examples are considered to illustrate the
application of partial sums of Chebyshev series for approximate representations of the solutions to the Cauchy
problems for ordinary differential equations.

Keywords: ordinary differential equations, approximate analytical methods, numerical methods, orthogonal
expansions, shifted Chebyshev series, Markov’s quadrature formulas.
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