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ИССЛЕДОВАНИЕ ЭФФЕКТИВНОСТИ РАСПАРАЛЛЕЛИВАНИЯ ВЫЧИСЛЕНИЙ
ПРИ МОДЕЛИРОВАНИИ ТЕЧЕНИЙ ВЯЗКОЙ НЕСЖИМАЕМОЙ СРЕДЫ

МЕТОДОМ LS-STAG НА СИСТЕМАХ С ОБЩЕЙ ПАМЯТЬЮ

И.К. Марчевский1, В.В. Пузикова2

Для моделирования течений вязкой несжимаемой среды методом погруженных границ LS-
STAG и его модификациями разработан параллельный программный комплекс LS-STAG_ext.
Комплекс позволяет моделировать обтекание движущихся профилей произвольной формы и
систем из любого числа профилей, имеющих одну или две степени свободы. Комплекс LS-
STAG_ext поддерживает использование таких технологий параллельного программирования,

как Intel R© Cilk
TM

Plus, Intel R© Threading Building Blocks и OpenMP. Представлены результа-
ты сравнения эффективности реализованных в программном комплексе LS-STAG_ext парал-
лельных алгоритмов с аналогами из высокопроизводительной библиотеки Intel R© Math Kernel
Library. Описаны особенности реализации в разработанном программном комплексе алгоритма
метода FGMRES для решения систем линейных алгебраических уравнений.
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1. Введение. При решении сложных с вычислительной точки зрения задач, таких как сопряжен-
ные задачи гидроупругости, крайне важно обеспечить высокую точность расчета и эффективность про-
граммной реализации используемых численных методов. Важную роль играет тип используемой сетки:
весьма эффективными оказываются сеточные методы, в которых сетка не связана с границей тела и не
перестраивается при его движении. К таким методам относятся методы погруженных границ [1]: в них
используются прямоугольные сетки, а при пересечении ячеек сетки с границей области течения образу-
ются ячейки неправильной формы, называемые усеченными. Точность метода определяется прежде всего
точностью решения задачи в этих ячейках.

Одним из наиболее эффективных методов погруженных границ считается метод LS-STAG [2]. Опи-
сание погруженной границы при помощи функций уровня [3] и однородность LS-STAG-дискретизации
в прямоугольных и усеченных ячейках делают дополнительные затраты времени на обработку усечен-
ных ячеек пренебрежимо малыми. К настоящему моменту построена LS-STAG-дискретизация двумерных
уравнений Навье–Стокса для вязкой несжимаемой среды [2], уравнений RANS, LES и DES [4, 5], а также
уравнений, входящих в модели турбулентности Спаларта–Аллмараса, k − ε, k − ω и k − ω SST [4]. Кро-
ме того, разработана модификация метода для решения сопряженных задач гидроупругости [6]. Метод
LS-STAG и его модификации реализованы в разработанном авторами настоящей статьи параллельном
программном комплексе LS-STAG_ext. Комплекс позволяет проводить расчеты с использованием та-

ких технологий параллельного программирования, как Intel R© Cilk
TM

Plus [7], Intel R© Threading Building
Blocks [8] и OpenMP.

Целью настоящей работы является исследование эффективности распараллеливания вычислений в
программном комплексе LS-STAG_ext с использованием различных технологий параллельного програм-
мирования. Для сравнения используются аналогичные алгоритмы из библиотеки высокооптимизирован-
ных математических алгоритмов Intel R© Math Kernel Library (MKL) версии 11.2 [9].

2. Постановка тестовой задачи. В качестве тестовой задачи для исследования эффективности
разрабатываемых параллельных алгоритмов рассмотрим двумерную задачу о моделировании обтекания
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жесткого кругового профиля диаметра D c границей K, совершающего в невозмущенном горизонтальном
равномерном потоке вязкой несжимаемой среды постоянной плотности поперечные колебания по закону
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где A — амплитуда колебаний профиля, Se — кинематическое число Струхаля, t — безразмерное время,(
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)
и (XC , YC) — координаты центра профиля в среднем положении и в текущий момент времени

соответственно. Задача решается в расчетной области Ω с внешней границей Γ = Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3 ∪ Γ4 (Γ1 —
входная граница, Γ4 — выходная). Движение среды описывается уравнениями Навье–Стокса
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где x и y — безразмерные координаты; r=x·ex+y ·ey — радиус-вектор точки; p=p(r, t) — безразмерное
давление; v=v(r, t)=u·ex+v·ey — безразмерная скорость (в качестве характерной скорости выбрана ско-
рость V∞ набегающего потока); Re — число Рейнольдса, вычисленное по диаметру профиля. В тестовых
расчетах будем моделировать обтекание профиля в течение 30 единиц безразмерного времени на сетке
240 × 296 (линейный размер ячейки сетки вблизи границы профиля h = 0,03125) с шагом по времени
∆t = 0,005 при V∞ = 1,0, D = 1,0, Re = 185, A = 0,2D, Se/Sh = 1,2, где Sh ≈ 0,201 — число Струхаля,
вычисленное при Re = 185 для неподвижного профиля. Далее эту задачу будем обозначать VerOscTest.

Рис. 1. Разнесенные сетки

Вычислительные эксперименты, представленные в данной работе, проводились на рабочей станции,
построенной на платформе Intel H81 с использованием двухъядерного процессора Intel Core i3-4350T
(Haswell) с поддержкой HyperThreading (4 логических ядра), работающего на частоте 3100 МГц. Стан-
ция оснащена 8 ГБайт оперативной памяти DDR3-1333, SSD-накопителем Crucial объемом 128 ГБайт и
жестким диском Seagate объемом 1 ТБайт. Далее эту рабочую станцию будем обозначать РС1. Для иссле-
дования масштабируемости алгоритмов также применялась рабочая станция, построенная на платфор-
ме Intel Z97 с использованием 4-ядерного процессора Intel Core i7-4790K (Devil’s Canyon) с поддержкой
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технологии HyperThreading (8 логических ядер), работающего на частоте 4400 МГц. Станция оснаще-
на 16 ГБайт оперативной памяти DDR3-1600 и двумя SSD-накопителями Crucial объемом 256 ГБайт
и 1 ТБайт. Данную рабочую станцию будем обозначать РС2. Внешние графические карты не использо-
вались.

3. Основные идеи метода LS-STAG. В расчетной области вводится прямоугольная сетка с ячей-
ками Ωi,j = (xi−1, xi) × (yj−1, yj), радиусы-векторы центров которых будем обозначать x

c
i,j =

(
xc
i , y

c
j

)
,

а границы — Γi,j (рис. 1). Эти ячейки являются контрольными объемами, которые используются для
дискретизации уравнения неразрывности.

Cтроятся смещенные сетки с ячейками Ωu
i,j = (xc

i , x
c
i+1) × (yj−1, yj) и Ωv

i,j = (xi−1, xi) × (ycj , y
c
j+1),

границы которых обозначим Γu
i,j и Γv

i,j соответственно (рис. 1). Эти ячейки являются контрольными
объемами для уравнения баланса импульса в проекциях на оси Ox и Oy.

Для описания положения границы Γib твердого тела произвольной формы Ωib вводят знакоперемен-
ную функцию расстояния ϕ(r) (функцию уровня [3]), такую, что
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}
,

ϕ(r) = 0, r ∈ Γib,

ϕ(r) > 0, r ∈ Ωib.

В простейших случаях функция уровня может быть задана аналитически: так, для кругового профиля
диаметром D с центром в точке (XC , YC) имеем ϕ(x, y) = 0,5D −

√
(x−XC)2 + (y − YC)2 .

Рис. 2. Точки вычисления неизвестных на

усеченной ячейке Ωi,j

Для построения функции уровня в случае профи-
ля более сложной формы можно использовать алго-
ритм, предложенный в [10]. В каждой усеченной ячей-
ке Ωi,j LS-STAG-сетки (рис. 2) погруженная грани-
ца Γib

i,j представляется отрезком прямой, положения
концов которого определяются линейной интерполя-
цией величины ϕi,j , принимающей значение функции
уровня ϕ(xi, yj) в правом верхнем углу ячейки Ωi,j .
Для определения типа усеченной ячейки вводят ко-
эффициенты заполнения ячеек ϑu

i,j , ϑv
i,j ∈ [0, 1], по-

казывающие, какая часть ячейки занята жидкостью
на восточной и северной гранях ячейки соответствен-
но [2]. Значения скоростей вычисляются в серединах
жидких частей граней, а давление аппроксимируется
кусочно-постоянной функцией на каждой ячейке.

На каждом шаге по времени при использовании метода LS-STAG выполняются следующие дей-
ствия. В случае подвижных погруженных границ решаются разностные аналоги уравнений движения
обтекаемого профиля или системы профилей и пересчитывается функция уровня, а также зависящие
от нее характеристики сетки, матрицы предобусловливателей и разностных аналогов дифференциаль-
ных операторов. Затем происходит пересчет правых частей систем линейных алгебраических уравне-
ний. После этого методом BiCGStab (методом бисопряженных градиентов со стабилизацией [11]) с ILU-
предобусловливанием [12] решаются два разностных аналога уравнения Гельмгольца для прогнозов ско-
ростей. Затем с учетом полученных прогнозов скоростей методом BiCGStab с многосеточным предобу-
словливанием [13] решается разностный аналог уравнения Пуассона для поправки давления. Значения
прогнозов и поправки корректируются, в результате чего получаются значения скоростей и давления
на текущем шаге по времени. После этого в случае использования моделей турбулентности решаются
разностные аналоги уравнений из модели турбулентности и рассчитываются рейнольдсовы или подсеточ-
ные напряжения, которые необходимы для пересчета правых частей систем для прогнозов скоростей на
следующем шаге по времени.

4. Параллельный программный комплекс LS-STAG_ext. Разработанный программный ком-
плекс LS-STAG_ext позволяет с помощью метода LS-STAG и его модификаций решать различные задачи
вычислительной гидродинамики, в том числе и сопряженные задачи гидроупругости (рис. 3).

В программном комплексе распараллелены следующие операции: умножение разреженной матрицы
на вектор, решение систем линейных алгебраических уравнений с трехдиагональными матрицами методом
прогонки при выполнении сглаживания в многосеточном предобусловливателе, операции с векторами, на
выполнение которых приходится бо́льшая часть затрат времени при решении систем линейных алгебраи-
ческих уравнений методом BiCGStab (без учета затрат на работу предобусловливателей). Таким образом,
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a) б) в) г)

Рис. 3. Примеры результатов моделирования, полученные при помощи параллельного программного комплекса
LS-STAG_ext: a) обтекание эллиптического профиля; б) стабилизация следа за расположенными рядом поперек

потока круговыми профилями, вращающимися в противоположных направлениях; в) авторотация ротора
Савониуса; г) резонанс системы двух круговых профилей с двумя степенями свободы

(изображены траектории движения центров профилей)

бо́льшая часть распараллеленных алгоритмов связана с работой решателя. При решении тестовой задачи
VerOscTest в последовательном режиме на выполнение этих операций до оптимизации кода приходилось
около 95% времени работы программы.

Для распараллеливания вычислений в программном комплексе LS-STAG_ext используются такие

технологии параллельного программирования, как Intel R© Cilk
TM

Plus, OpenMP (реализация из Intel R©

Parallel Studio XE 2015, стандарт 4.0), Intel R© Threading Building Blocks (TBB). Эти технологии пред-
полагают, что пользователю достаточно при помощи ключевых слов лишь обозначить задачи, выпол-
няемые параллельно, а организация управления потоками и работы с ними определяются самой техно-
логией. Таким образом, накладные расходы на поддержку многопоточности (расходы на создание за-
дач и потоков, работу планировщика потоков, запуск и синхронизацию потоков и т.д.), а значит, и до-
стигаемое ускорение, могут зависеть от используемой технологии параллельного программирования. По
этой причине LS-STAG_ext поддерживает все перечисленные технологии параллельного программирова-
ния, а переключение между ними осуществляется при помощи директив препроцессора по определениям
LS_STAG_USE_CILK, LS_STAG_USE_OMP и LS_STAG_USE_TBB.

Рис. 4. Масштабируемость разрабатываемого программного комплекса LS-STAG_ext

на тестовой задаче VerOscTest

Вычислительные эксперименты показали, что наименьшее время проведения расчета независимо от
технологии параллельного программирования и на РС1, и на РС2 получается при использовании четырех

ядер (рис. 4). Поскольку диспетчеры потоков Intel R© Cilk
TM

Plus, OpenMP и Intel R© TBB не отключаются
при работе приложения на одном ядре, особенности их реализации напрямую сказываются на быстродей-
ствии даже в однопоточной версии: из рис. 4 можно сделать вывод о том, что диспетчер потоков Intel R©

Cilk
TM

Plus реализован эффективнее планировщиков потоков OpenMP и Intel R© TBB. Однако прило-

жение с Intel R© Cilk
TM

Plus на обеих рабочих станциях масштабируется хуже приложения, в котором
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используется OpenMP, а оно, в свою очередь, — хуже приложения, использующего Intel R© TBB. Из-за
этого при проведении расчета с использованием четырех логических ядер на РС1 приложение с Intel R©

TBB решает задачу быстрее приложения с OpenMP (при этом наименьшее время счета получается по-

прежнему при использовании Intel R© Cilk
TM

Plus), а на РС2 опережает приложение, использующее Intel R©

Cilk
TM

Plus.
5. Сравнение эффективности разработанных алгоритмов с аналогами из Intel R© MKL.

Сравним эффективность алгоритмов, реализованных в разработанном параллельном программном ком-
плексе LS-STAG_ext, с аналогами из библиотеки Intel R© Math Kernel Library (MKL) версии 11.2. Данная
библиотека оптимизирована для работы с процессорами Intel и обеспечивает использование их расширен-
ных возможностей. Многопоточная версия библиотеки Intel R© MKL использует технологию OpenMP. Ко-
личество ядер, выделяемых для работы библиотеки, задается при помощи функции mkl_set_num_threads.

Рис. 5. Масштабируемость разрабатываемого программного комплекса при использовании

матрично-векторного умножения из Intel R© MKL

Используем функцию mkl_cspblas_dcsrgemv из Intel R© MKL вместо разработанной реализации умно-
жения разреженной матрицы, хранящейся в формате СSR [12] в массивах Cell, Num и Col, на вектор,
хранящийся в массиве multiplier, с сохранением результата в массив Vector (рис. 5):

char n = ’N’; mkl_cspblas_dcsrgemv(&n, &size, Cell, Num, Col, multiplier, Vector);

Видно, что использование mkl_cspblas_dcsrgemv позволяет получить незначительное ускорение на одном
ядре (в среднем на 8–9%), но полученный алгоритм хуже масштабируется, и на четырех ядрах время счета
оказывается больше, чем при использовании исходного алгоритма.

При выполнении ILU-предобусловливания происходит решение двух систем линейных алгебраиче-
ских уравнений с треугольными разреженными матрицами, тоже хранящимися в формате CSR, при по-
мощи обратного хода метода Гаусса. Вместо реализации из LS-STAG_ext можно использовать функцию
mkl_cspblas_dcsrtrsv:

char l = ’L’, n = ’N’, u = ’U’; mkl_cspblas_dcsrtrsv(&l, &n, &u, &s, LC, LN, LP, b, y);

mkl_cspblas_dcsrtrsv(&u, &n, &n, &s, UC, UN, UP, y, x);

Первый вызов функции соответствует решению системы с нижнетреугольной матрицей (LC, LN, LP) раз-
мера s × s, а второй — решению системы с верхнетреугольной матрицей. Результаты вычислительных
экспериментов представлены на рис. 6: видно, что использование Intel R© MKL увеличивает время счета
как на одном, так и на четырех ядрах.

Реализованные векторные операции можно заменить на такие функции Intel R© MKL, как vdAdd (по-
компонентное сложение векторов), vdSub (покомпонентное вычитание векторов), vdMul (покомпонентное
умножение векторов), vdSqr (покомпонентное возведение в квадрат), cblas_dscal (покомпонентное умно-
жение на скаляр), cblas_dnrm2 (расчет евклидовой нормы), cblas_dasum (вычисление суммы элементов),
cblas_ddot (вычисление скалярного произведения). Однако, как и в случае матрично-векторного умно-
жения, такая замена приводит лишь к незначительному ускорению на одном ядре (в среднем на 3%)
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Рис. 6. Масштабируемость программного комплекса при использовании

функции mkl_cspblas_dcsrtrsv из Intel R© MKL

Рис. 7. Масштабируемость разрабатываемого программного комплекса при использовании

операций над векторами из Intel R© MKL

и ухудшению масштабируемости, из-за чего при расчете на четырех ядрах время счета оказывается при-
мерно на 8% больше, чем при использовании исходного алгоритма (рис. 7).

Рассмотрим возможность замены всего решателя аналогом из Intel R© MKL. Библиотека содержит
прямой решатель PARDISO [14], позиционируемый как высокопроизводительный параллельный прямой
решатель для систем с разреженными матрицами, который на системах с числом уравнений менее ста
тысяч оказывается эффективнее итерационных решателей [9]. Поскольку возникающие при решении те-
стовой задачи VerOscTest системы линейных алгебраических уравнений содержат по 71040 уравнений,
были проведены вычислительные эксперименты с использованием решателя PARDISO. Из-за индексации
в С++ массивов с нуля параметры решателя необходимо задавать вручную, а затем поочередно вызывать
четыре фазы решателя (анализ, построение разложения, решение и освобождение памяти):

void *t[64]; int ip[64]; int e = 0; int type = 11; int fct = 1; int lvl = 0;

for(int i = 0; i < 64; i++){ t[i] = 0; ip[i] = 0; }

int *f = &fct, *v = &lvl; int* p; p = new int[s]; ip[0] = 1;// не по умолчанию

ip[1] = 2; ip[9] = 13; ip[10] = 1; ip[12] = 1; ip[17] = -1; ip[23] = 1;// параллельный

int phase; ip[18] = -1; ip[20] = 1; ip[34] = 1;// индексация в массивах с 0

phase = 11; pardiso(t, f, f, &type, &phase, &s, Cell, Num, Col, p, f, ip, v, b, x, &e);

phase = 22; pardiso(t, f, f, &type, &phase, &s, Cell, Num, Col, p, f, ip, v, b, x, &e);

phase = 33; pardiso(t, f, f, &type, &phase, &s, Cell, Num, Col, p, f, ip, v, b, x, &e);
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phase = -1; pardiso(t, f, f, &type, &phase, &s, Cell, Num, Col, p, f, ip, v, b, x, &e);

Использование PARDISO привело в данном случае к значительному увеличению продолжительно-
сти расчета (рис. 8): на одном ядре замедление составило в среднем 4,444 раза, а на четырех ядрах —
5,747 раза.

Рис. 8. Масштабируемость разрабатываемого программного комплекса при использовании решателя PARDISO

из Intel R© MKL для решения разностных аналогов уравнений Гельмгольца и Пуассона

Из предобусловливателей библиотека Intel R© MKL содержит только ILU-предобусловливатель, но
из-за индексации массивов с единицы в его реализации эту функцию можно использовать лишь в про-
граммах, написанных на языке Фортран. Используемый в текущей версии LS-STAG_ext метод BiCGStab
в Intel R© MKL не реализован: из итерационных методов доступны только CG (метод сопряженных гради-
ентов) и FGMRES (гибкий метод обобщенных минимальных невязок). Метод CG не подходит для решения
поставленной задачи, поскольку матрицы возникающих систем в общем случае являются несимметричны-
ми. Использование метода FGMRES без предобусловливания тоже не позволяет решить задачу: метод не
сходится за 200 итераций при решении разностного аналога уравнения Пуассона, и примерно через четыре
единицы модельного времени расчет “разваливается”. Воспользуемся тем фактом, что работа решателя
FGMRES в Intel R© MKL построена так, что становится возможным использовать предобусловливатель,
реализованный вне библиотеки:

int it = 0, req, ip[128]; double dp[128], *t;

t = new double[1+(2*maxIt+1)*s+maxIt*(maxIt+9)/2]; dfgmres_init(&s, x, b, &req, ip, dp, t);

ip[4] = maxIt; ip[14] = maxIt; ip[10] = 1;// используется предобусловливатель

dfgmres_check(&s, x, b, &req, ip, dp, t);

while(true)

{ bool exit = false;

dfgmres(&s, x, b, &req, ip, dp, t);

switch(req)

{ case 0: exit = true; break; // решение получено

case 1: w.setProduct(&t[ip[21]-1],&t[ip[22]-1], s); break; // умножение на матрицу

case 2: if(dp[4] < eps) exit = true; break; // норма невязки мала

case 3: preconditioner(&t[ip[21]-1], &t[ip[22]-1]); break; // предобусловливание

case 4: if(dp[6] < PLUS_TINY) exit = true; break; // норма обобщенного вектора

} if(exit) break;

}

norm_r = dp[4]; dfgmres_get(&s, x, b, &req, ip, dp, t, &it); delete[] t;

При использовании метода FGMRES из Intel R© MKL с реализованным в параллельном программ-
ном комплексе LS-STAG_ext ILU-предобусловливанием для решения как разностного аналога уравнения
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Гельмгольца, так и разностного аналога уравнения Пуассона получаем ускорение по сравнению с исход-
ным решателем в среднем на 20% при расчете на одном ядре. Однако масштабируемость полученного
алгоритма оказывается очень низкой, поэтому при использовании четырех ядер он уступает исходному
решателю (рис. 9). При этом решение разностного аналога уравнения Гельмгольца при использовании
обоих методов получается за 2 итерации, тогда как решение разностного аналога уравнения Пуассона
при использовании метода BiCGStab с многосеточным предобусловливанием получается за 7–20 итера-
ций, а при решении методом FGMRES с ILU-предобусловливанием — за 25–140 итераций. Несмотря на
такую разницу в числе итераций, метод FGMRES позволил существенно уменьшить время счета на одном
ядре, что говорит о высокой эффективности метода.

Рис. 9. Масштабируемость разрабатываемого программного комплекса при использовании метода FGMRES из

Intel R© MKL c ILU-предобусловливанием для решения разностных аналогов уравнений Гельмгольца и Пуассона

Рис. 10. Масштабируемость разрабатываемого программного комплекса при использовании метода FGMRES из

Intel R© MKL c ILU-предобусловливанием для решения разностного аналога уравнения Гельмгольца и с

многосеточным предобусловливанием для решения разностного аналога уравнения Пуассона

Если при решении разностного аналога уравнения Пуассона методом FGMRES из Intel R© MKL ис-
пользовать многосеточное предобусловливание, реализованное в LS-STAG_ext, получаем ускорение по
сравнению с решателем на базе метода BiCGStab на одном ядре в среднем в 2,155 раза, а на четырех
ядрах — в среднем в 1,757 раза из-за худшей масштабируемости (рис. 10). При этом разностный аналог
уравнения Пуассона решается за 4–7 итераций, что говорит о более быстрой сходимости метода FGMRES
по сравнению с методом BiCGStab. Таким образом, представляется целесообразным разработать собствен-
ную реализацию метода FGMRES и сравнить ее эффективность с реализацией из Intel R© MKL.



вычислительные методы и программирование. 2015. Т. 16 603

6. Реализация алгоритма метода FGMRES. Метод FGMRES, как и метод BiCGStab, относится
к методам крыловского типа. Основное различие между ними заключается в способе построения базиса
в подпространстве Крылова: в методе BiCGStab для этого используется биортогонализация Ланцоша,
а в методе FGMRES — ортогонализация Арнольди [15]. Для системы линейных алгебраических уравнений

Ax = b, x, b ∈ R
n, A ∈ M(R)n×n,

которую требуется решить с точностью ε, алгоритм метода FGMRES с рестартами через каждые m ите-
раций имеет следующий вид [15]:

Start. r0 =b−Ax0, β = ‖r0‖2, v1 = r0/β;

for (j = 1, . . . ,m)

zj = M−1
j vj ; wj = Azj;

for (i = 1, . . . , j)
{
hi,j =

(
wj , vi

)
; wj = wj − hi,jv

i;
}

hj+1,j =
∥∥wj

∥∥
2
; vj+1 = wj/hj+1,j ;

Zm =
[
z1 . . . zm

]
; Hm = {hi,j}; ym = argmin

y

∥∥βe1 −Hmy
∥∥
2
;

xm =x0 + Zmym; if
(∥∥b−Axm

∥∥
2
> ε

){
x0 = xm; goto Start.

}

(1)

Здесь x0 ∈ R
n — начальное приближение; r0 ∈ R

n — начальная невязка; Mj ∈ M(R)n×n — матрица
предобусловливателя на j-й итерации; ym∈R

m; e1=(1 0 . . . 0)T∈R
m+1; Zm∈M(R)n×m — матрица, столб-

цами которой являются векторы zj; Hm ∈ M(R)(m+1)×m — матрица коэффициентов ортогонализации

Hm ∈M(R)m×m (верхняя матрица Хессенберга), дополненная строкой (0 . . . 0 hm+1,m ); wj , zj ∈ R
n при

j = 1,m; vj ∈ R
n при j = 1,m+ 1; (u, p) — скалярное произведение векторов u и p; ‖u‖2 =

√
(u, u) — евкли-

дова норма вектора u. Отметим, что векторы v1, . . . , vm образуют ортогональный базис в подпространстве
Крылова размерности m, порожденном вектором v1 и матрицей A, т.е. в линейном пространстве

Km = Km(A, v1) = span
{
v1, Av1, A2v1, . . . , Am−1v1

}
.

Алгоритм (1) требует решения линейной задачи наименьших квадратов ym = argmin
y

∥∥βe1 −Hmy
∥∥
2
,

т.е. решения системы

Hmy = βe1. (2)

Для этого используем QR-разложение, построенное при помощи метода вращений [15]: умножим (2) слева
на матрицу

Qm = Ωm · . . . · Ω1, Qm,Ωi ∈ M(R)(m+1)×(m+1), i = 1,m,

где Ωi — матрица вращений Гивенса: i-й и (i + 1)-й диагональные элементы этой матрицы равны ci =

hi+1,i/∆i, ∆i =
√
h2
i,i+h2

i+1,i, остальные диагональные элементы — единицы; (i+1)-й элемент i-й строки

равен si=hi,i/∆i, i-й элемент (i+1)-й строки равен (−si), остальные элементы — нули. В итоге получаем
систему

Rmy = gm, (3)

где Rm = QmHm ∈ M(R)(m+1)×m, gm = Qm(βe1) = (γ1 . . . γm+1 )T ∈ R
m+1. После удаления из (3)

последнего уравнения получаем

Rmym = gm, (4)

где Rm ∈ M(R)m×m — верхнетреугольная матрица, что позволяет решить эту систему при помощи об-
ратного хода метода Гаусса.

Полученное решение ym системы (4) тоже является решением задачи (2) и позволяет вычислить ите-
рационное приближение xm из (1). При этом для нормы вектора невязки из (1) справедливо равенство
‖b−Axm‖2 = |γm+1| [15]. Благодаря этому свойству критерий останова можно проверять на каждой ите-
рации без решения системы (4) и, если он выполняется, вычислять решение, не дожидаясь m-й итерации.
При этом удобно хранить матрицы Zm и Hm по столбцам (packed storage). Для того чтобы пересчитывать
на j-й итерации элементы j-го столбца матрицы Hm и элементы gj и gj+1 = γ правой части системы (4),
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необходимо хранить векторы косинусов и синусов c, s ∈ R
m. Тогда алгоритм (1) можно переписать следу-

ющим образом:

Start. r0 =b−Ax0, β =
∥∥r0

∥∥
2
, w0 = r0, γ = β, k = m;

for (j =1, . . . ,m)

vj = wj−1/β; zj = M−1
j vj ; wj = Azj ;

for (i = 1, . . . , j)
{
hi,j =

(
wj , vi

)
; wj = wj − hi,jv

i;
}

for (i = 1, . . . , j − 1)
{
h̃=hi,j; h=hi+1,j ; hi,j=cih̃+sih; hi+1,j=−sih̃+cih;

}

h̃=hj,j; β=‖wj‖2; hj,j=

√
h̃2+β2; cj=β/hj,j; sj= h̃/hj,j ;

gj = γcj; γ = −sjγ; if (|γ| < ε){ k = j; j = m+ 1; }

Zk=
[
z1. . .zk

]
; Hk={hi,j}; xm=x0+ZkH

−1
k gk; if

(
|γ|>ε

){
x0=xm; goto Start.

}

(5)

Алгоритм (5) реализован в программном комплексе LS-STAG_ext для решения разностных анало-
гов уравнений Гельмгольца и Пуассона c ILU- и многосеточным предобусловливанием соответственно.
Разработанная реализация метода FGMRES позволила получить ускорение по сравнению с аналогичным
решателем из Intel R© MKL на одном ядре в среднем на 4%, а на четырех ядрах — на 6%, поскольку разра-
ботанный алгоритм лучше масштабируется (рис. 11). Наилучшее быстродействие при расчетах на одном

ядре демонстрируют приложения, использующие технологию Intel R© Cilk
TM

Plus, однако при расчете на
РС2 с четырьмя ядрами благодаря хорошей масштабируемости наименьшая продолжительность расчета
получается при использовании Intel R© TBB.

Рис. 11. Масштабируемость программного комплекса LS-STAG_ext при решении тестовой задачи VerOscTest с

использованием разработанной реализации метода FGMRES

7. Заключение. Исследована эффективность параллельных алгоритмов, реализованных в разрабо-
танном программном комплексе LS-STAG_ext для моделирования движения профилей в потоке вязкой
несжимаемой среды методом погруженных границ LS-STAG и его модификациями для решения сопря-
женных задач гидроупругости и моделирования турбулентности. Для сравнения эффективности использо-
вались аналогичные алгоритмы, реализованные в библиотеке высокооптимизированных математических
алгоритмов Intel R© Math Kernel Library. По итогам сравнения была обнаружена необходимость замены
метода BiCGStab, используемого в решателе комплекса LS-STAG_ext для решения систем линейных ал-
гебраических уравнений, на метод FGMRES, показавший более быструю сходимость и обладающий менее
затратными с вычислительной точки зрения итерациями. Оптимизированный алгоритм метода FGMRES
реализован в параллельном программном комплексе LS-STAG_ext. Разработанный алгоритм демонстри-
рует более высокую эффективность по сравнению с использованием аналогичного решателя из библиотеки
Intel R© MKL как при расчетах на одном ядре, так и при использовании нескольких ядер.

Работа выполнена при финансовой поддержке гранта Президента РФ (код проекта MK–5357.2015.8).
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Abstract: The LS-STAG_ext parallel software package is developed for viscous incompressible flow simula-
tion by the LS-STAG immersed boundary method and its modifications. This package allows one to simulate a
flow around moving airfoils of arbitrary shape or around airfoil systems with one or two degrees of freedom. The
LS-STAG_ext package supports Intel (R) Cilk (TM) Plus, Intel (R) Threading Building Blocks, and OpenMP
parallel programming technologies. The efficiency comparison of parallel algorithms implemented in the LS-
STAG_ext package LS-STAG_ext with similar software tools implemented in Intel (R) Math Kernel Library
is discussed. In addition, the implementation features of the FGMRES method for solving systems of linear
algebraic equations are described.
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