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АППРОКСИМАЦИОННЫЙ АЛГОРИТМ ОБРАБОТКИ ЗВУКОВЫХ ТОЧЕК

В СХЕМЕ “КАБАРЕ”

В.М. Головизнин1, А.В. Соловьев2, В.А. Исаков3

Описана новая вычислительная технология расчета потоковых переменных на новом временно́м
слое в разностных схемах типа “кабаре” для численного решения квазилинейных гиперболиче-
ских уравнений в частных производных. Новая технология позволяет единообразно рассматри-
вать все случаи возникновения звуковых точек и не нарушает свойства временно́й обратимости
разностных схем при отсутствии нелинейной коррекции потоков.

Ключевые слова: системы уравнений гиперболического типа, уравнения мелкой воды над неровным
дном, численные методы, звуковая точка, схема “кабаре”.

Введение. Для численного решения квазилинейных систем дифференциальных уравнений гипер-
болического типа, к числу которых относятся уравнения газовой динамики, магнитной гидродинамики,
теории упругости, мелкой воды и др. [1, 2], разработано большое число вычислительных алгоритмов,
имеющих свои достоинства и недостатки и, соответственно, разные области применимости.

Схему “кабаре” можно рассматривать как завершающий этап в развитии характеристического под-
хода (метода характеристик [3]) в процессе соединения его достоинств с достоинствами консервативных
разностных схем (схемы улавливания скачков) [2].

Метод характеристик относится к числу наиболее точных методов численного решения одномерных
нестационарных систем гиперболических уравнений. На течениях, в которых характеристики одного се-
мейства не пересекаются, этот метод обладает свойством временно́й обратимости. Формально, на гладких
решениях метод характеристик имеет второй порядок аппроксимации, а сильные и слабые разрывы, су-
ществование которых известно заранее, учитывает точно. Для одномерных уравнений мелкой воды над
плоским дном это приводит к точному решению задачи о распаде произвольного разрыва. К недостаткам
метода характеристик обычно относят сложность его обобщения на многомерный случай, отсутствие кон-
сервативности и трудности, возникающие при попытках учета мультифизичности на расчетных сетках с
динамической топологией, определяемой в процессе вычислений.

Последний из перечисленных недостатков эффективно устраняется при переходе к сеточно-характе-
ристическим схемам [4]. При сеточно-характеристическом подходе расчетная сетка задается независимо
от свойств рассчитываемого течения и характеристики из заданных точек продолжаются не вперед по
времени, а назад (метод обратных характеристик). В точках пересечения характеристик с предыдущим
временны́м слоем осуществляется численная интерполяция в эту точку значений из близлежащих сеточ-
ных элементов с заданным порядком точности. В зарубежных публикациях такой подход иногда называют
“полулагранжевым”. В последние годы он достаточно активно используется в задачах глобальной динами-
ки атмосферы [5]. Основную проблему при сеточно-характеристическом подходе представляет отсутствие
консервативности. Предлагаются различные методы “консерватизации” сеточно-характеристических раз-
ностных схем, однако все они оказываются чрезвычайно громоздкими и, в силу этого, малоэффективны-
ми [6].

Проблема отсутствия консервативности у сеточно-характеристических разностных схем легко реша-
ется при переходе к балансно-характеристическим разностным схемам [7]. В балансно-характеристических
схемах вводится два типа переменных: “консервативные” и “потоковые”. Для консервативных переменных
записываются разностные законы сохранения, а для потоковых переменных используется метод обратных
характеристик. При этом при интерполяции величин на текущем слое в точки пересечения с ним харак-
теристик используются как потоковые, так и консервативные переменные. Это предъявляет повышенные
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требования к оперативной памяти, но она в настоящее время не является критическим вычислительным
ресурсом.

К классу балансно-характеристических схем можно отнести и схему “кабаре” [8]. Ее особенность за-
ключается в том, что вместо процедур интерполяции, приводящих к возникновению аппроксимационной
вязкости, для определения потоковых переменных в ней используются процедуры экстраполяции.

Переход от интерполяционных процедур к экстраполяционным для систем гиперболических урав-
нений оказался принципиально важным, поскольку привел к возможности построения разностных схем,
обладающих свойством временно́й обратимости на дозвуковых и сверхзвуковых течениях, в которых ха-
рактеристики одного семейства не пересекаются. Временна́я обратимость, в частности, подразумевает
отсутствие диссипации, обусловленной аппроксимационными явлениями. Акустические возмущения в та-
ких схемах не затухают, двумерные вихри могут существовать бесконечно долго [8].

Схема “кабаре” консервативна, имеет второй порядок аппроксимации на нерегулярных расчетных сет-
ках, минимально возможный компактный вычислительный шаблон, улучшенные по сравнению с другими
схемами второго порядка дисперсионные характеристики и естественным образом включает в себя нели-
нейную коррекцию потоков, базирующуюся на принципе максимума [9]. Последнее позволяет относить ее
к классу схем высокой разрешающей способности [10].

Практика использования схемы “кабаре” для решения многомерных нестационарных модельных и
производственных газодинамических задач выявила как ее сильные стороны, так и определенные недо-
статки. К сильной стороне можно отнести ее универсальность, простоту распараллеливания и высокий
модернизационный потенциал. К недостаткам — проблемы с робастностью на трансзвуковых течениях.
Последнее связано с большим количеством возможных вариантов обработки так называемых “звуковых
точек”. Описанные ранее алгоритмы, основанные на интуитивных физических представлениях [8, 11], не
обеспечивают должной надежности расчетов.

Настоящая статья посвящена описанию нового подхода к обработке звуковых точек, не апеллирую-
щего к физической интуиции и целиком основанного на понятии аппроксимации и требовании сохранения
временно́й обратимости на трансзвуковых волнах разрежения. Изложение проводится на примере про-
стейшей одномерной гиперболической системы уравнений — уравнениях мелкой воды над неровным дном.

1. Постановка задачи. Система уравнений мелкой воды над неровным дном включает в себя законы
сохранения массы и импульса соответственно:
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Здесь x — пространственная координата; t — время; H(x, t) — высота уровня жидкости; u(x, t) — го-
ризонтальная составляющая вектора скорости; b(x) — функция, задающая рельеф дна; g — ускорение
свободного падения (рис. 1).

H x t( , )
u x t( , )

b x( )

g

Рис. 1

Для определенности рассмотрим начально-краевую задачу в прямоугольной области Ω = [0; l]× [0;T ]
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с граничными и начальными условиями

H(0, t) =HL(t), u(0, t) = uL(t), 0 6 t,

H(l, t) =HR(t), u(l, t) = uR(t), 0 6 t,

H(x, 0) =H0(x), u(x, 0) = u0(x), 0 6 x 6 l.

При построении схемы “кабаре” используется как консервативная форма записи уравнений (1), так и
их характеристическая форма:

∂u

∂t
+ λ1

∂u

∂x
+

g

c

(
∂H

∂t
+ λ1

∂H

∂x

)
− u

g

c

∂b

∂x
= 0, λ1 = u+ c;

∂u

∂t
+ λ2

∂u

∂x
−

g

c

(
∂H

∂t
+ λ2

∂H

∂x

)
+ u

g

c

∂b

∂x
= 0, λ2 = u− c.

(2)

Здесь c =
√
g(H − b) .

2. Дискретизация задачи. В области Ω определим ортогональную расчетную сетку w = wh × wτ ,
где wh =

{
xi : xi+1 = xi +∆xi+1/2, i = 0, N − 1

}
— неравномерная сетка с шагом ∆xi+1/2 > 0 по коорди-

натному направлению x и wτ =
{
tn : tn+1 = tn + τn, n = 0,K

}
— сетка по времени. Значения переменных

(u,H), отнесенные к узлам этой сетки, будем называть “потоковыми” переменными и отмечать целыми
индексами:
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межуточных слоях по времени tn+1/2 = tn + 0.5τn будем в дальнейшем называть “промежуточными”.
Рельеф дна b(x) будем задавать его значениями в узлах сетки bi.

3. Вычисление консервативных переменных. Алгоритм схемы “кабаре” можно условно разбить
на три этапа.

На первом этапе (фазе 1) алгоритма вычисляются значения консервативных переменных в центрах
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Для того чтобы эта схема не приводила к нарушению состояния покоя
(
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при произвольной функции донного рельефа, достаточно

потребовать выполнения соотношения bi+1/2 = 0.5(bi+1 + bi).
Второй этап (фаза 2) алгоритма рассмотрен ниже в разделе 5. На третьем этапе (фазе 3) при уже

известных значениях потоковых переменных на новом временно́м слое по консервативной “неявной” схеме
явным образом вычисляются значения консервативных переменных un+1
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Если сложить схемы (3) и (4), то результирующая схема останется консервативной и будет иметь
второй порядок аппроксимации, как по времени, так и по пространству на неравномерных расчетных
сетках.
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4. Выбор величины шага по времени. Перед началом выполнения фазы 1 алгоритма опреде-

ляется шаг по времени по формуле τn = CFLmin
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5. Вычисление потоковых переменных на новом временно́м слое. Центральным моментом
для схемы “кабаре” является алгоритм вычисления на новом временно́м слое потоковых переменных. На
этом этапе (фазе 2) используется характеристическая форма уравнений (2).

Рис. 2

После первой фазы по вычисленным промежуточным консервативным переменным определяются
характеристические скорости, отнесенные к центрам пространственно-временны́х расчетных ячеек:
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Пусть (λ1)
n+1/2
i+1/2 > 0. Аппроксимируем первое уравнение системы (2) разностной схемой (левый рис. 2):
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вого нижнего угла ячейки, с промежуточным временны́м слоем tn+1/2.
Аналогичную аппроксимацию можно записать и для правого верхнего угла расчетной ячейки:
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Учитывая определение величины δ, схемы (5) и (6) преобразуем соответственно к виду
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+
τn
2

O2(τn,∆xi+1/2) = 0;

Дальнейшие очевидные упрощения приводят к соотношениям

(
u
n+1/2
i+δ − un

i

)
+

(
g

c

)n+1/2

i+1/2

(
H

n+1/2
i+δ −Hn

i

)
−

−
τn
2

un
i+1/2

(
g

c

)n+1/2

i+1/2

bi+1 − bi
∆xi+1/2

+
τn
2

O1(τn,∆xi+1/2) = 0;

(
un+1
i+1 − u

n+1/2
i+1−δ

)
+

(
g

c

)n+1/2

i+1/2

(
Hn+1

i+1 −H
n+1/2
i+1−δ

)
−

−
τn
2

un
i+1/2

(
g

c

)n+1/2

i+1/2

bi+1 − bi
∆xi+1/2

+
τn
2

O2(τn,∆xi+1/2) = 0.

(7)

Введем следующие обозначения: (I1)
n+ε
i+θ = un+ε

i+θ +

(
g

c

)n+1/2

i+1/2

Hn+ε
i+θ ; (I2)

n+ε
i+θ = un+ε

i+θ −

(
g

c

)n+1/2

i+1/2

Hn+ε
i+θ .

Величины (Ik)
n+ε
i+θ , k = 1, 2, будем в дальнейшем называть локальными римановыми инвариантами.

В новых обозначениях соотношения (7) принимают вид

(I1)
n+1/2
i+δ − (I1)

n
i −

τn
2

un
i+1/2

(
g

c

)n+1/2

i+1/2

bi+1 − bi
∆xi+1/2

+
τn
2

O1(τn,∆xi+1/2) = 0;

(I1)
n+1
i+1 − (I1)

n+1/2
i+1−δ −

τn
2

un
i+1/2

(
g

c

)n+1/2

i+1/2

bi+1 − bi
∆xi+1/2

+
τn
2

O2(τn,∆xi+1/2) = 0.

Вычитая из второго первое, получаем:
[
(I1)

n+1
i+1 + (I1)

n
i

]
−
[
(I1)

n+1/2
i+δ + (I1)

n+1/2
i+1−δ

]
−

τn
2

O1(τn,∆xi+1/2) +
τn
2

O2(τn,∆xi+1/2) = 0. (8)

Точки плоскости (x, t) с индексами (•)
n+1/2
i+δ , (•)

n+1/2
i+1−δ лежат на одинаковом расстоянии по разные сто-

роны от центра ячейки (•)
n+1/2
i+1/2 . При достаточной гладкости полей скорости и уровня водной поверхности

имеет место равенство

(I1)
n+1/2
i+δ + (I1)

n+1/2
i+1−δ = 2(I1)

n+1/2
i+1/2 +O

(
τ2n,∆x2

i+1/2

)
,

подставляя которое в (8), с точностью до величин второго порядка малости окончательно получаем

(I1)
n+1
i+1 = 2(I1)

n+1/2
i+1/2 − (I1)

n
i .

Случай (λ1)
n+1/2
i+1/2 < 0 является зеркально симметричным рассмотренному относительно вертикальной

прямой xi+1/2 (правый рис. 2) и приводит к соотношению (I1)
n+1
i = 2(I1)

n+1/2
i+1/2 − (I1)

n
i+1.

Для локального инварианта (I2) ситуация повторяется, и мы получаем следующие общие правила
экстраполяции локальных римановых инвариантов в пределах расчетной ячейки:




(Ik)

n+1
i+1 = 2(Ik)

n+1/2
i+1/2 − (Ik)

n
i , если (λk)

n+1/2
i+1/2 > 0;

(Ik)
n+1
i = 2(Ik)

n+1/2
i+1/2 − (Ik)

n
i+1, если (λk)

n+1/2
i+1/2 < 0.



вычислительные методы и программирование. 2016. Т. 17 171

6. Нелинейная коррекция римановых инвариантов. Поскольку первая и третья фазы алгорит-
ма “кабаре” обеспечивают второй порядок суммарной аппроксимации и алгоритм фазы 2 этот порядок
не нарушает, то в соответствии с теоремой Годунова численное решение может терять монотонность в
областях больших градиентов. Для сохранения монотонности необходимо использовать процедуру нели-
нейной коррекции потоков. Для схемы “кабаре” такая процедура базируется на использовании принципа
максимума.

В пределах одной расчетной ячейки систему квазилинейных характеристических уравнений (2) с
точностью до членов второго порядка малости заменим линейными уравнениями переноса

∂I1
∂t

+ (λ1)
n+1/2
i+1/2

∂I1
∂x

= g

(
u

c

)n+1/2

i+1/2

∂b

∂x
; I1(x, t) = u(x, t) + g

(
1

c

)n+1/2

i+1/2

H(x, t);

∂I2
∂t

+ (λ2)
n+1/2
i+1/2

∂I2
∂x

= −g

(
u

c

)n+1/2

i+1/2

∂b

∂x
; I2(x, t) = u(x, t)− g

(
1

c

)n+1/2

i+1/2

H(x, t),

для которых, при соблюдении условий Куранта–Фридрихса–Леви, выполняется принцип максимума в
виде




I1(x∗, tn+1) 6 max (I1)

n+1/2
i+1/2 ; I2(x∗, tn+1) 6 max (I2)

n+1/2
i+1/2 ;

I1(x∗, tn+1) > min (I1)
n+1/2
i+1/2 ; I2(x∗, tn+1) > min (I2)

n+1/2
i+1/2 ;

x∗ =




xi+1, если (λk)

n+1/2
i+1/2 > 0

xi, если (λk)
n+1/2
i+1/2 < 0,

где k = 1, 2 и

max (I1)
n+1/2
i+1/2 = max

x∈[xi,xi+1]
I1(x, tn) + τng

(
u

c

)n+1/2

i+1/2

bi+1 − bi
∆xi+1/2

;

min (I1)
n+1/2
i+1/2 = min

x∈[xi,xi+1]
I1(x, tn) + τng

(
u

c

)n+1/2

i+1/2

bi+1 − bi
∆xi+1/2

;

max (I2)
n+1/2
i+1/2 = max

x∈[xi,xi+1]
I2(x, tn)− τng

(
u

c

)n+1/2

i+1/2

bi+1 − bi
∆xi+1/2

;

min (I2)
n+1/2
i+1/2 = min

x∈[xi,xi+1]
I2(x, tn)− τng

(
u

c

)n+1/2

i+1/2

bi+1 − bi
∆xi+1/2

.

При переходе от непрерывного распределения величин по нижней грани пространственно-временно́й
расчетной ячейки к их сеточным значениям получаем

max
x∈[xi,xi+1]

I1(x, tn) ≈ max
{
(I1)

n
i , (I1)

n
i+1/2, (I1)

n
i+1

}
;

min
x∈[xi,xi+1]

I1(x, tn) ≈ min
{
(I1)

n
i , (I1)

n
i+1/2, (I1)

n
i+1

}
;

max
x∈[xi,xi+1]

I2(x, tn) ≈ max
{
(I2)

n
i , (I2)

n
i+1/2, (I2)

n
i+1

}
;

min
x∈[xi,xi+1]

I2(x, tn) ≈ min
{
(I2)

n
i , (I2)

n
i+1/2, (I2)

n
i+1

}
.

Линейная экстраполяция локальных инвариантов может приводить к нарушению принципа макси-
мума и к немонотонности численного решения. Для устранения этого явления достаточно использовать
следующий алгоритм:

если I1(x∗, tn+1) > max (I1)
n+1/2
i+1/2 , то I1(x∗, tn+1) = max (I1)

n+1/2
i+1/2 ;

если I1(x∗, tn+1) < min (I1)
n+1/2
i+1/2 , то I1(x∗, tn+1) = min (I1)

n+1/2
i+1/2 ;

если I2(x∗, tn+1) > max (I2)
n+1/2
i+1/2 , то I2(x∗, tn+1) = max (I2)

n+1/2
i+1/2 ;

если I2(x∗, tn+1) < min (I2)
n+1/2
i+1/2 , то I2(x∗, tn+1) = min (I2)

n+1/2
i+1/2 .

Следует отметить, что корректировка локальных римановых инвариантов приводит к корректировке
только потоковых переменных, что не нарушает консервативности всего вычислительного алгоритма.
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7. Вычисление новых потоковых переменных в узле при отсутствии трансзвукового пе-
рехода. Если в двух ячейках, прилегающих к узлу с номером i+1, характеристические скорости λ1 и λ2

не меняют знак, то в узел (i + 1, n + 1) приходят ровно два экстраполянта, что позволяет вычислить
в этом узле новые значения потоковых переменных. В дозвуковом случае экстраполянт I1 приходит из
левой ячейки, а экстраполянт I2 — из правой. В результате получаем систему линейных уравнений

un+1
i+1 + (G1)

n+1/2
i+1/2 H

n+1
i+1 = (I1)

n+1
i+1 ; un+1

i+1 − (G2)
n+1/2
i+3/2 H

n+1
i+1 = (I2)

n+1
i+1 ; (9)

где (G1)
n+1/2
i+1/2 =

(
g

c

)n+1/2

i+1/2

и (G2)
n+1/2
i+3/2 =

(
g

c

)n+1/2

i+3/2

.

При сверхзвуковом течении вправо оба экстраполянта приходят из левой ячейки, что дает

un+1
i+1 + (G1)

n+1/2
i+1/2 H

n+1
i+1 = (I1)

n+1
i+1 ; un+1

i+1 − (G2)
n+1/2
i+1/2 H

n+1
i+1 = (I2)

n+1
i+1 . (10)

При сверхзвуковом течении влево имеем

un+1
i+1 + (G1)

n+1/2
i+3/2 H

n+1
i+1 = (I1)

n+1
i+1 ; un+1

i+1 − (G2)
n+1/2
i+3/2 H

n+1
i+1 = (I2)

n+1
i+1 . (11)

Единый вид систем линейных уравнений (9)–(11) позволяет записать решение в виде

Hn+1
i+1 =

(I1)
n+1
i+1 − (I2)

n+1
i+1

(G1)
n+1/2
∗ + (G2)

n+1/2
∗

; un+1
i+1 =

(I1)
n+1
i+1 (G2)

n+1/2
∗ + (I2)

n+1
i+1 (G1)

n+1/2
∗

(G1)
n+1/2
∗ + (G2)

n+1/2
∗

; (12)

где символ ∗ обозначает индекс ячейки, через которую вычисляется соответствующий экстраполянт.
Непосредственной проверкой нетрудно убедиться в том, что состояние покоя ui+1 = 0, Hn

i+1 = H0 в
любом случае не нарушится при любом рельефе дна bi < H0.

8. Трансзвуковые течения. Трансзвуковые течения отличаются от описанных в предыдущем раз-
деле тем, что одна или обе характеристические скорости имеют разные знаки в ячейках слева и справа

от узла: sgn
[
(λ1)

n+1/2
i+1/2

]
6= sgn

[
(λ1)

n+1/2
i+3/2

]
и/или sgn

[
(λ2)

n+1/2
i+1/2

]
6= sgn

[
(λ2)

n+1/2
i+3/2

]
.

Если, например, (λ1)
n+1/2
i+1/2 > 0 и (λ1)

n+1/2
i+3/2 < 0, то в узел с номером i + 1 приходят два экстрапо-

лянта для локального инварианта I1. Для поиска решения вида (12) нужен один из них. Простейшим
и, казалось бы, очевидным решением этого вопроса мог бы быть выбор экстраполянта исходя из оценки
характеристической скорости в узле как полусуммы характеристических скоростей в ячейках:

(λk)
n+1/2
i+1 =

(λk)
n+1/2
i+1/2 + (λk)

n+1/2
i+3/2

2
, k = 1, 2. (13)

В таком случае выбор среди экстраполянтов (9)–(11) для решения (12) производится единым образом для
всех типов течения на основе знака соответствующей характеристической скорости (13).

Описанный способ выбора экстраполянтов, однако, создает особенности в районе перехода характери-
стических скоростей через скорость звука (звуковая точка). Ниже будет описан алгоритм учета звуковых
точек. Тестовые расчеты будут проведены с применением формулы (13) как с использованием такого
алгоритма, так и без его использования.

9. Временна́я обратимость. Замена направления течения времени (t → −t) приводит к изменению
знаков скоростей (u → −u). Если при этом повернуть плоскость (x, t) на 180◦ против часовой стрелки,
то схема “кабаре” при таком преобразовании для дозвуковых и сверхзвуковых скоростей остается неиз-
менной. На практике это проявляется в том, что на задаче о распаде разрыва, когда решением является
волна разрежения, численное решение при отключенной процедуре коррекции потоков обратимо по вре-
мени. Если провести такой расчет до некоторого момента t∗, принять полученный результат за начальные
данные и заменить скорости на противоположные, то последующий счет приведет к восстановлению на-
чального разрыва. Следует отметить, что при расчете волн разрежения условий для коррекции потоков
на основе принципа максимума не возникает.

Это говорит об отсутствии в схеме аппроксимационной вязкости. Бездиссипативность оказывается
важной при расчете задач аэроакустики [12] и вихревых и турбулентных течений [13].

Требование сохранения временно́й обратимости на трансзвуковых течениях может служить конструк-
тивным правилом отбора при разработке алгоритмов учета звуковых точек.
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Рис. 3

10. Трансзвуковые течения. Звуковые точки. В случае, когда хотя бы одна из характеристиче-
ских скоростей λk в соседних ячейках меняет знак (появляется “звуковая” точка), число приходящих на
границу экстраполянтов либо уменьшается, либо увеличивается на единицу. Так, при переходе от звуково-
го течения вправо к сверхзвуковому в правой ячейке оба экстраполянта будут направлены в правый угол
и в узел (i + 1, n+ 1) придет только один экстраполянт I1 из левой ячейки. При переходе от сверхзвуко-
вого течения к дозвуковому появится один “лишний” инвариант слева. В обоих случаях новые потоковые
переменные не могут быть вычислены однозначно (рис. 3).

При возникновении звуковой точки алгоритм фазы 2 нуждается в корректировке. Некоторые ва-
рианты такой корректировки, не отвечающие принципу временно́й обратимости, предложены в [8, 11].
Временна́я обратимость трансзвуковых течений может быть сохранена при распространении алгоритма,
описанного в разделе 5 для внутренности расчетной ячейки (i+1/2, n+1/2) на окрестность ребра, в кото-
рой происходит смена знака характеристической скорости. Эта цель может быть достигнута следующим
образом.

Линейной интерполяцией со вторым порядком точности находятся значения консервативной скорости
и скорости звука в точке (i+ 1, n+ 1/2):

c
n+1/2
i+1 =

(
c
n+1/2
i+1/2 ·∆xi+3/2 + c

n+1/2
i+3/2 ·∆xi+1/2

)/
(∆xi+1/2 +∆xi+3/2);

u
n+1/2
i+1 =

(
u
n+1/2
i+1/2 ·∆xi+3/2 + u

n+1/2
i+3/2 ·∆xi+1/2

)/
(∆xi+1/2 +∆xi+3/2).

Далее определяется высота уровня свободной границы жидкости H
n+1/2
i+1 =

(
c
n+1/2
i+1

)2/
g+bi+1 по скорости

звука в этой точке. Почти без изменений повторяется процедура построения интерполянта, описанная в
разделе 5 для расчетной ячейки (i+1/2), с той лишь разницей, что величина δ вычисляется таким образом:

δ =
(
0.5 · (λk)

n+1/2
i+1 · τn

)/
∆xi+1; ∆xi+1 = 0.5 · (∆xi+1/2 +∆xi+3/2);

(λ1)
n+1/2
i+1 = u

n+1/2
i+1 + c

n+1/2
i+1 ; (λ2)

n+1/2
i+1 = u

n+1/2
i+1 − c

n+1/2
i+1 .

В результате прямая характеристика проходит через узел (i+1, n), а обратная — через узел (i+1, n+1).
Рассмотрим для определенности ситуацию, когда знак меняет характеристическая скорость λ1. Слу-

чай с λ2 рассматривается аналогично. Локальные римановы инварианты будут иметь вид

(I1)
n
i+1 = un

i+1 +

(
g

c

)n+1/2

i+1

Hn
i+1; (I1)

n+1/2
i+1 = u

n+1/2
i+1 +

(
g

c

)n+1/2

i+1

H
n+1/2
i+1 ; (I1)

n+1
i+1 = un+1

i+1 +

(
g

c

)n+1/2

i+1

Hn+1
i+1 ;

(̂I1)
n+1/2

i+1/2 = u
n+1/2
i+1/2 +

(
g

c

)n+1/2

i+1

H
n+1/2
i+1/2 ; (̂I1)

n+1/2

i+3/2 = u
n+1/2
i+3/2 +

(
g

c

)n+1/2

i+3/2

H
n+1/2
i+3/2 .
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Выкладки, аналогичные представленным в разделе 5, приводят к экстраполяционной формуле

(I1)
n+1
i+1 = 2 · (I1)

n+1/2
i+1 − (I1)

n
i+1;

Нелинейную коррекцию новых значений инварианта естественно осуществлять по такому алгоритму:

если I1(xi+1, tn+1) > max (I1)
n+1/2
i+1 , то I1(xi+1, tn+1) = max (I1)

n+1/2
i+1 ;

если I1(xi+1, tn+1) < min (I1)
n+1/2
i+1 , то I1(xi+1, tn+1) = min (I1)

n+1/2
i+1 .

Здесь

max (I1)
n+1/2
i+1 = max

{
(I1)

n
i+1, (̂I1)

n+1/2

i+1/2 , (̂I1)
n+1/2

i+3/2

}
+ τn · g

(
u

c

)n+1/2

i+1

·
bi+2 − bi

∆xi+1/2 +∆xi+3/2
;

min (I1)
n+1/2
i+1 = min

{
(I1)

n
i+1, (̂I1)

n+1/2

i+1/2 , (̂I1)
n+1/2

i+3/2

}
+ τn · g

(
u

c

)n+1/2

i+1

·
bi+2 − bi

∆xi+1/2 +∆xi+3/2
.

H

U

H

U

a) б)

Рис. 4. Расчет трансзвуковой волны разрежения: а) с применением алгоритма обработки звуковой точки; б) без

использования этого алгоритма

По найденному значению инварианта (I1)
n+1
i+1 и известному инварианту (I2)

n+1
i+1 решая систему линей-

ных уравнений

un+1
i+1 +

(
g

c

)n+1/2

i+1

Hn+1
i+1 = (I1)

n+1
i+1 , un+1

i+1 −

(
g

c

)n+1/2

i+∗

Hn+1
i+1 = (I2)

n+1
i+1 , (14)

находим новые потоковые переменные. Звездочка в (14) означает, что второй инвариант может приходить
из правой или левой ячейки, а также быть вычисленным по аналогичной описанной выше процедуре, если
характеристическая скорость λ2 тоже меняет знак.

Описанный алгоритм обработки звуковых точек сохраняет временну́ю обратимость схемы “кабаре”,
характерную для дозвуковых и сверхзвуковых течений.

11. Результаты тестовых расчетов. Ниже приведены результаты расчета задачи о распаде раз-
рыва, приводящего к образованию волны разрежения, содержащей звуковую точку.

L R

H 1.0 0.206612

u 0 3.416828

b 0 0

В начальный момент заданы кусочно-постоянные начальные данные для
двух подобластей — области L для x < 0 и области R для x > 0. Вся расчетная
область покрыта равномерной сеткой из 100 ячеек. Вычисления проводятся
при параметрах CFL = 0.3 и g = 9.81 до момента времени t ≈ 2 с точностью до
одного вычислительного шага. Начальные данные слева и справа от разрыва
представлены в таблице.

Течение справа от разрыва является сверхзвуковым с числом Маха, равным 1.5. Звуковая точка
лежит в точке разрыва x = 0. Результаты расчетов с применением описанного алгоритма иллюстрируются
на рис. 4а и без него — на рис. 4б.
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Результаты расчетов показали, что применение описанного алгоритма обработки звуковой точки поз-
волило добиться гладкости решения в ее окрестности.

Заключение. Представленный алгоритм обработки звуковых точек, по существу, представляет со-
бой консерватизированную схему “крест”, предложенную в [14] и хорошо зарекомендовавшую себя при
решении стохастических уравнений Ландау–Лифшица. Фактически мы пришли к консервативному ги-
бриду двух классических схем — схемы “крест” (LeapFrog) и схемы “кабаре” (UpwindLeapFrog), каждая из
которых бездиссипативна и обратима по времени. Дисперсионные характеристики этих схем дополняют
друг друга : при близких к нулю числах Куранта–Фридрихса–Леви они лучше у схемы “крест”, тогда как
при бо́льших 0.1 — существенно лучше у схемы “кабаре”. Гибридная схема остается бездиссипативной и
обратимой по времени на течениях, в которых характеристики одного семейства не пересекаются.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 16–01–00333).
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Abstract: A new numerical approach to the calculation of flux variables on a new time layer in the
CABARET (Compact Accurately Boundary Adjusting-REsolution Technique) scheme for the numerical solution
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of quasilinear hyperbolic differential equations is described. This approach allows one to uniformly treat all cases
of sound points and does not violate the time reversibility properties of difference schemes in the absence of
nonlinear correction of fluxes.

Keywords: systems of hyperbolic equations, shallow water equations with bottom topography, numerical
methods, sound point, CABARET scheme.
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