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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ОБРАТНЫХ ЗАДАЧ МНОГОТОЧЕЧНОГО
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Математическая формулировка обратных задач формообразования в режиме ползучести на
реконфигурируемой штыревой машине основана на построении функционалов прямых и об-
ратных экстремальных квазистатических задач формообразования деталей с учетом контакт-
ных условий с оснасткой. Построен итерационный метод расчета перемещений стержней мат-
риц формблока, обеспечивающих заданную остаточную кривизну панели. Численные решения
задач достигаются методом конечных элементов в системе MSC.Marc. Показана сходимость
метода на примере формообразования панели.
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1. Введение. Как известно [1–6], формообразование деталей в режиме ползучести под воздействием
напряжений, не превосходящих предела упругости материала, обеспечивает детали более высокий оста-
точный прочностной ресурс и меньшую поврежденность по сравнению с обычной холодной штамповкой.
Поэтому решения технологических задач формообразования изделий в режиме ползучести имеют пер-
спективность использования в процессах изготовления ответственных конструкций в отечественном и
зарубежном авиастроении [7, 8].

При моделировании процессов изготовления деталей в области пластического деформирования при
медленных высокотемпературных режимах определяются прямые и обратные задачи формообразования,
разрабатываются математические формулировки задач, строятся методы решения [9–12].

Существующие решения формообразования крупногабаритных плит из высокопрочных сплавов, ос-
нованные на многоэтапных процессах формовки и/или штамповке в нескольких штампах, имеют ограни-
чения по прессовому оборудованию, по габаритам и нагрузкам, а также по высокой стоимости штампов.
В последнее время в качестве перспективного решения этой задачи рассматривается формование изделий
из листов и панелей с помощью реконфигурируемого стержневого пуансона (матрицы), позволяющего
изменять форму заготовки [13–16]. Данное устройство формования включает штыревую оснастку, кото-
рая состоит из рабочих органов и их приводов, расположенных снаружи камеры формования. Штыревая
оснастка задает формующую поверхность верхней и нижней матриц. Матрицы образованы двумя систе-
мами соосно расположенных стержней, каждый из которых выставляется в индивидуальную позицию
посредством числового программного управления и позволяет адаптировать оснастку для изготовления
деталей различной конфигурации. В идеальной конструкции стержни не должны изгибаться и смещаться
относительно друг друга, так как это приводит к разрушению самого устройства. В этой связи анализи-
руются и предлагаются различные варианты реконфигурируемых устройств в зависимости от силового
воздействия на заготовку, формы и способов закрепления стержневых элементов [15, 16].

В первую очередь, для формовки данной технологией с помощью штыревой оснастки необходимо
знать закон перемещения каждого стержня, задающий упреждающую форму панели. Упреждающая фор-
ма панели должна обеспечивать заданную остаточную кривизну панели после ее освобождения. В [17]
проведен конечно-элементный анализ пружинения в сравнении с экспериментальными данными для пла-
стин из алюминиевых сплавов. Для реконфигурируемых устройств анализируется влияние взаимного
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расположения стержней на величину упругого отклика [18]. Таким образом, величина отклонения панели
при разгрузке зависит от температурного режима формовки, свойства материала и способа деформиро-
вания. Варьируя эти параметры, можно уменьшить такие отклонения, но не исключить их. В связи с
этим возникает обратная задача: определить перемещения стержней, создающих такую упреждающую
кривизну панели, которая обеспечивает заданную остаточную форму панели после разгрузки. Ранее в ра-
ботах [11, 12] была сформулирована обратная задача формообразования и построен итерационный метод
решения относительно неизвестных перемещений точек поверхности панели, задающей упреждающую
кривизну. Однако в сравнении с заданием формы панели контактными жесткими штампами остаточные
отклонения будут различными [19]. Таким образом, в модели обратной задачи формообразования необхо-
димо добавить контактные условия, исключающие проникновение жесткого тела в деформируемое. Наи-
более часто для учета контактных ограничений используются метод множителей Лагранжа или метод
штрафа [20], поэтому в настоящей статье рассматриваются потенциалы, полученные данными способами.

2. Формулировка обратной задачи с учетом контактных ограничений. Для упрощения вы-
водов в формулировках обратных задач формообразования в режиме ползучести рассматриваются бес-
конечно малые деформации и упругая разгрузка. Полученные результаты могут быть легко обобщены на
случаи геометрической и физической нелинейности [11, 12, 19]. Пусть V ⊂ R3 — ограниченная область с
достаточно регулярной границей S. Контактная поверхность жестких тел (штампов) с деформируемым
телом обозначается через Sc (Sc ⊂ S). Ниже в статье используются пространства Соболева со стандарт-
ными обозначениями норм. Обозначим через u = (u1, u2, u3), ũ = (ũ1, ũ2, ũ3) и u = (u1, u2, u3) векторы
текущих, остаточных перемещений деформируемого тела и перемещений контактных тел, при этом u,

ũ ∈
[
W 1

2 (Q)
]3

, u ∈
[
W 1

2 (Qc)
]3

, Q = V × [0 6 t 6 T ], Qc = Sc × [0 6 t 6 T ]. Точкой сверху обозначаются

скорости перемещений u̇, ˙̃u, u̇. Скалярное произведение в L2(S) имеет вид (·, ·)S : (u, v)S =

∫

S

3∑

i=1

uivi dS.

Обратная задача кинематического формообразования контактными жесткими штампами формули-
руется в виде квазистатического вариационного принципа с функционалом [11, 12]

J
(
u̇, ˙̃u, u̇

)
=

1

2ε1

∥∥u̇− u̇
∗
∥∥2
Sc

+Wc + a(u̇, u̇) + a
(
˙̃u, ˙̃u
)
+

1

2ε2

∥∥ ˙̃u− ˙̃u
∗∥∥2

S
, ε1 > 0, ε2 > 0, ε1 → 0, ε2 → 0, (1)

где

Wc = −

∫

Sc

[
ṗ · (u − u) + p · (u̇− u̇)

]
dS (2)

либо

Wc =

∫

Sc

[
1

εn
gnġn +

1

εt
gtġt

]
dS, εn > 0, εt > 0, εn → 0, εt → 0. (3)

Здесь p — вектор поверхностных контактных сил, действующих на Sc; gn = n ·
(
u− u

)
; ġn = n ·

(
u̇− u̇

)
—

нормальный перехлест (взаимное проникновение по нормали к границе Sc) контактирующих частиц и его
скорость; gt = τ ·

(
u− u

)
; ġt = τ ·

(
u̇− u̇

)
— касательный перехлест и его скорость; n — единичный вектор

нормали к контактной поверхности; τ — единичный касательный вектор к контактной поверхности; ˙̃u
∗

,
u̇
∗

— заданные остаточные скорости перемещений тела и текущие контактные скорости перемещений в
момент времени t; t ∈ [0, T ] — время деформирования тела под нагрузкой. Для случая бесконечно малых
деформаций потенциальные формы определяются в виде [21]

a(u̇, v̇) =

∫

V

∂W
(
ε̇ij(u̇)

)

∂ε̇ij(u̇)
ε̇ij(v̇) dV, a

(
˙̃u, ˙̃v
)
=

∫

V

∂W
(
˙̃εij( ˙̃u)

)

∂ ˙̃εij
(
˙̃u
) ˙̃εij

(
˙̃v
)
dV,

W (ε̇ij) =
1

2
cijkl ε̇ij ε̇kl − cijkl ε̇ij ε̇

c
kl, W

(
˙̃εij
)
=

1

2
cijkl ˙̃εij ˙̃εkl − cijkl ˙̃εij ε̇

c
kl,

где cijkl — компоненты симметричного тензора упругих констант; ε̇ij , ˙̃εij — компоненты скоростей теку-
щих и остаточных деформаций Грина–Лагранжа; ε̇cij — компоненты скоростей деформаций ползучести;
i, j, k, l = 1, 2, 3,

ε̇ij =
1

2

(
u̇i,j + u̇j,i

)
, ˙̃εij =

1

2

(
˙̃ui,j + ˙̃uj,i

)
, ui,j =

∂ui

∂xj
. (4)
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Потенциалы (2), (3) в (1) для учета в квазистатических задачах представляют собой производные по

t контактных потенциалов Wc = −

∫

Sc

[
p ·
(
u−u

)]
dS, Wc =

∫

Sc

[
1

2εn
g2n+

1

2εt
g2t

]
dS, полученных наложением

контактных условий на формулировку уравнений движения тел методом множителей Лагранжа и мето-
дом штрафных функций соответственно [20, 21] (n, τ приняты постоянными). При контакте тел возмож-
но скольжение относительно друг друга и слипание. В первом случае должно выполняться ограничение
(
uk−uk

)
·n = 0 на Sc, т.е. потенциалы примут вид Wc = −

∫

Sc

[
pn ·n ·

(
u−u

)]
dS или Wc =

∫

Sc

[
1

2εn
g2n

]
dS, а

контактные касательные силы определяются по контактным нормальным силам по закону трения Куло-
на. Во втором случае u k = uk на Sc. Относительное движение тел начинается по закону трения Кулона,
если нарушается условие |pt| < µs|pn|, где pt — контактные касательные силы, pn — контактные нормаль-
ные силы, µs — статический коэффициент трения. При рассмотрении обратной задачи с функционалом
в виде (1) предполагается, что в рассматриваемый момент времени t имеется контакт жесткого штампа с
деформируемым телом, иначе данные потенциалы не должны входить в функционал.

Текущие и остаточные скорости напряжений при бесконечно малых деформациях имеют вид

σ̇ij =
∂W (ε̇ij)

∂ε̇ij
= cijkl

(
ε̇kl − ε̇ckl

)
, ρ̇ij =

∂W
(
˙̃εij
)

∂ ˙̃εij
= cijkl

(
˙̃εkl − ε̇ckl

)
.

Стационарное значение функционала (1) при учете независимости u̇, ˙̃u, u̇ будет давать решение ква-
зистатической контактной задачи деформирования и квазистатической задачи разгрузки. Здесь предпо-
лагается, что в начальной стадии процесса квазистатического деформирования внутреннее распределение
напряжений, форма тела, текущие значения параметров материала и т.д. уже определены [22]. Обозначим
разности остаточных и текущих скоростей напряжений через функции σ̇d

ij , которые представляют собой
компоненты скоростей напряжений упругого деформирования:

ρ̇ij − σ̇ij = cijkl
(
˙̃εkl − ε̇kl

)
= cijkl

(
ε̇dkl
)
= σ̇d

ij .

Так как ε̇kl, ˙̃εkl удовлетворяют условиям совместности деформаций и одинаковым граничным условиям,
то их разность ε̇dkl тоже будет удовлетворять условиям совместности. Данным скоростям деформаций по
закону Гука будут соответствовать скорости напряжений σ̇d

ij .

Таким образом, если определить формулы ρ̇ij = σ̇ij + σ̇d
ij , σ̇d

ij =
∂W d

(
˙̃εij
)

∂ ˙̃εij
= cijkl

(
˙̃εkl − ε̇kl

)
, где

W d
(
˙̃εij
)
=

1

2
cijkl ˙̃εij ˙̃εkl − cijkl ˙̃εij ε̇kl, то в случае бесконечно малых деформаций достаточные условия един-

ственности [21, 22] решения задач деформирования с введенными потенциалами принимают вид

∫

V

△

(
∂W (ε̇ij)

∂ε̇ij

)
△ε̇ij dV > 0,

∫

V

△

(
∂W

(
˙̃εij
)

∂ ˙̃εij

)
△ ˙̃εij dV > 0,

∫

V

△

(
∂W d

(
˙̃εij
)

∂ ˙̃εij

)
△ ˙̃εij dV > 0 (5)

для всех пар непрерывно дифференцируемых полей скоростей перемещений (учитываются соотноше-
ния (4)), принимающих заданные значения на границе. Здесь △ означает разность соответствующих
решениям величин в любых двух различных формах деформации.

Так как в (1) дополнительные условия на скорости перемещения учитываются методом множите-
лей Лагранжа и методом штрафных функций, то в вариационном принципе кинематически допустимым
полем скоростей перемещений будет поле скоростей перемещений, учитывающее только условия закреп-
ления. Данные условия, исключающие жесткое перемещения тела, в задаче деформирования и разгрузки
должны быть одинаковыми. Таким образом, далее будем понимать под произвольным полем скоростей
перемещений скорости перемещений с учетом последних ограничений.

Аналогично работам [11, 12] для всех v̇, ˙̃v и v̇ строится следующий итерационный метод решения
обратных задач:

Ak
1

(
u̇

k+1
− u̇

k
, v̇ − u̇

k+1
)
Sc

+

(
∂Wc

∂u̇
k
, v̇ − u̇

k+1
)

Sc

+

(
∂Wc

∂u̇k
, v̇ − u̇k+1

)

Sc

+

+ a
(
u̇k, v̇ − u̇k+1

)
+ a
(
˙̃u
k
, ˙̃v − ˙̃u

∗
)
+Ak

2

(
˙̃u
∗

− ˙̃u
k
, ˙̃v − ˙̃u

∗
)
S
= 0,

(6)
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Здесь Ak
1 > 0, Ak

2 > 0, k = 1, 2, . . ., lim
k→∞

Ak
1 = ∞ и lim

k→∞

Ak
2 = ∞. Для потенциала (2) должно рассматри-

ваться еще дополнительное уравнение
(
uk − uk, λ̇− ṗk+1

)
Sc

= 0 для всех λ̇.

Лемма. Пусть u̇k, ˙̃u
k
, u̇

k
являются решениями контактной задачи деформирования и задачи раз-

грузки и S = Sc. Тогда итерационный процесс (6) решения обратной задачи формообразования на Sc

представляется в виде

u̇
k+1

= u̇
k
+ αk

(
˙̃u
∗

− ˙̃u
k
)
, αk =

Ak
2

Ak
1

, i = 1, 2, 3. (7)

Доказательство. Если принять, что в данный момент времени имеется контакт жесткого тела с

деформируемым и u̇k, ˙̃u
k
, u̇

k
— решения контактной задачи деформирования и задачи разгрузки, то

должны быть выполнены контактные условия. Пусть в (6) v̇i = u̇
k+1
i − u̇k

i + ˙̃u
k

i , v̇i = u̇k+1
i − u̇k

i + ˙̃u
k

i ,

˙̃vi = ˙̃u
∗

+ u̇k
i −

˙̃u
k

i , тогда

Ak
1

(
u̇

k+1
− u̇

k
, u̇d
)
Sc

+ a
(
u̇k, u̇d

)
− a
(
˙̃u
k
, u̇d
)
−Ak

2

(
˙̃u
∗

− ˙̃u
k
, u̇d
)
S
= 0, (8)

где u̇d
i = ˙̃u

k

i − u̇k
i . Но a

(
˙̃u
k
, u̇d
)
− a

(
u̇k, u̇d

)
=

∫

V

σ̇d
ij ε̇

d
ij dV =

∫

V

(
σ̇d
ij
˙̃εij + σ̇ij ε̇ij − ρ̇ij ε̇ij

)
dV > 0, так

как выполняется (5) и равенство

∫

V

ρ̇ij ε̇ij dV =

∫

V

ρ̇ij,j u̇i dV −

∫

S

ρ̇ijnj u̇i dS = 0 в силу учета уравнений

равновесия и граничных условий при разгрузке ρ̇ijnj = 0 на поверхности S.

Тогда (8) примет вид
(
u̇

k+1
− u̇

k
, u̇d
)
Sc

−
Ak

2

Ak
1

(
˙̃u
∗

− ˙̃u
k
, u̇d
)
S
> 0.

По условиям леммы S = Sc. Это говорит о том, что условия на остаточные скорости перемещений
учитываются только в точках контактной поверхности и определяют приближенную оценку для остаточ-
ной конфигурации. Тогда неравенство определяет операцию проектирования [23], поэтому приходим к
итерационному процессу (7) в области Sc. Лемма доказана.

На основе теорем сходимости [11, 12] можно показать сходимость для данного итерационного метода
при 0 < αk < 2. Как видно из [12], рассмотренные задачи могут быть обобщены на случай геометрической
нелинейности, а именно представлены в общей лагранжевой формулировке.

3. Численная реализация метода решения. Применяя основные процедуры метода конечных
элементов (МКЭ) [20, 21] к вариационным принципам задач деформирования под нагрузкой без контакт-

ных ограничений и разгрузкой, полученным из функционала (1) при учете независимости u̇ и ˙̃u, найдем
систему линейных алгебраических уравнений двух задач

KU̇ = Ṙ, K̃
˙̂
U =

˙̂
R
(
U̇
)
, (9)

где K, K̃ — симметричные матрицы касательной жесткости; Ṙ — вектор скоростей внутренних и внешних

сил;
˙̂
R — вектор скорости сил, обусловленных начальными деформациями и начальными напряжениями.

Эти уравнения, выраженные через скорости, можно использовать только при решении квазистатических
задач в приращениях. В результате решения первой задачи по заданным перемещениям получаем де-
формированную модель с распределением напряжений и деформаций. Вторая задача на основе данных
о начальных напряжениях и деформациях определяет перемещения разгрузки. После этого можно найти
остаточные узловые перемещения Ũ = U + Û .

Дискретные по времени уравнения пошаговой процедуры явной схемы Эйлера интегрирования систем
(9) в общем виде могут быть представлены в форме [20, 21, 24]

tK∆U = t+∆t
R− t

F , (10)

где верхние индексы указывают на момент времени, для которого вычисляется соответствующая величи-
на; t+∆t

R — вектор внешних сил; t
F — вектор внутренних сил.

Затем решение следующего шага t+∆tU = tU+∆U уточняется методом Ньютона–Рафсона для урав-
нения f(U∗) = t+∆t

R− t+∆t
F (U∗) = 0, где вектор внешних сил t+∆t

R не зависит от деформированного
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состояния и U∗ — точное решение. Разлагая в ряд Тейлора функцию f(U∗) в окрестности t+∆tU (i−1) и
пренебрегая членами высокого порядка малости, находим [21, 24, 25]

∂F

∂U

∣∣∣∣
t+∆tU(i−1)

∆U (i) = t+∆tK(i−1)∆U (i) = t+∆t
R− t+∆t

F
(i−1). (11)

Здесь ∆U (i) = t+∆tU (i) − t+∆tU (i−1).
Система уравнений (10) выполняется на начальной итерации в (11), т.е.

t+∆tK(0) = tK, t+∆t
F

(0) = t
F , t+∆tU (0) = tU.

На каждом шаге по времени и на каждой итерации процедуры Ньютона–Рафсона проводится про-
верка вектора перехлеста, определяющего проникновение узла одного тела в другое. Когда определяется
контактная поверхность, то для вычисления контактных сил, предотвращающих взаимные проникнове-
ния контактирующих тел, в (9) добавляется вариация потенциала Wc.

Вариация потенциала с множителем Лагранжа на Sc (2) имеет вид

δWc = −

∫

Sc

[(
u− u

)
· δṗ+ p ·

(
δu̇ − δu̇

)]
dS.

Линеаризуя соотношение относительно приращений перемещений и множителя Лагранжа, получим

δWc = −

∫

Sc

[(
∆u (i) −∆u(i) +∆

(i−1)
k

)
· δṗ+∆p(i) ·

(
δu̇− δu̇

)
+ t+∆tp(i−1) ·

(
δu̇− δu̇

)]
dS,

где ∆
(i−1)
k — вектор перехлеста; верхние индексы указаны в соответствии с итерационной процедурой (11).

Вариация потенциала (3) при пренебрежении изменениями векторов n и τ на Sc имеет вид

δWc =

∫

Sc

[
1

εn
gn · n ·

(
δu̇− δu̇

)
+

1

εt
gt · τ ·

(
δu̇− δu̇

)]
dS.

Для того чтобы учесть этот потенциал в (10) или (11), необходимо его линеаризовать относительно при-
ращений перемещений. Например, коэффициент при вариации скоростей перемещений для первого сла-
гаемого в интеграле может быть преобразован следующим образом:

1

εn

t+∆tgn · t+∆tn=
1

εn

t+∆tn ·
(

t+∆tu− t+∆tu
)
· t+∆tn =

=
1

εn
t+∆tn ·

(
∆u −∆u

)
· t+∆tn+

1

εn
t+∆tn ·

(
tu− tu

)
· t+∆tn =

=
1

εn
t+∆tn ·

(
∆u −∆u

)
· t+∆tn+

1

εn
tgn · t+∆tn.

Для итерационной процедуры (11) последнее выражение можно записать в форме

1

εn
t+∆tg(i)n · t+∆tn(i−1) =

1

εn
t+∆tn(i−1) ·

(
∆u (i) −∆u(i)

)
· t+∆tn(i−1) +

1

εn
t+∆tg(i−1)

n · t+∆tn(i−1).

Аналогичные преобразования проводятся для выражения
1

εt
gt · τ .

С учетом дискретизации вариации данных потенциалов вносятся в правую и левую части (11) и
образуются стандартные конечно-элементные уравнения для решения контактной задачи [20, 21]:

t+∆t K
(i−1)

∆U
(i)

= t+∆t
R

(i−1)
,

где в матрицы уже включены дополнительные элементы, образующиеся от контактных ограничений.
Решение контактных задач методом множителей Лагранжа и методом штрафа вносит вычислитель-

ные трудности [20, 21]. В MSC.Marc имеется способ решения с непосредственным учетом контактных огра-
ничений [26]. В этом случае матрица жесткости уже не будет включать нулевые элементы, как в методе
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множителей Лагранжа, и задача решается обычным образом. В случае возникновения контакта, например
с жестким телом при скольжении, узлы деформируемого тела принимают перемещения узлов жесткого
контактного тела [20, 26], т.е. контактные условия преобразуются в кинематические: ∆unormal = ∆u · n
на Sc. Контактные силы определяются из контактной задачи, сформулированной методом множителей
Лагранжа для ограничений, но с известными уже перемещениями [20].

Таким образом, учет ограничений для проскальзывания n ·
(
u̇ − u̇

)
= 0 должен выполняться при

любом способе решения задачи.
Для применения итерационного метода (7) в решениях конечно-элементных задач необходимо полу-

чить его в конечных перемещениях. Это вызывает трудность в связи с тем, что контактная поверхность
может меняться в размерах, а в некоторый момент контакт может вообще отсутствовать. В связи с этим
предположим, что контактная поверхность существует и изменяется незначительно на всем промежутке
времени деформирования панели. Тогда, интегрируя от 0 дo T уравнение (7), можно получить итераци-
онный метод

u k+1 = u k + αk
(
ũ ∗ − ũ k

)
. (12)

X

Y

Z

Рис. 1. Конечно-элементная модель заготовки и поверхность с заданной кривизной (вид сверху)

X
Y

Z

Рис. 2. Конечно-элементная модель заготовки и поверхность с заданной кривизной (вид сбоку)

4. Пример численного решения задачи. Рассматривается задача определения перемещений
стержней реконфигурируемой установки, создающих такую упреждающую кривизну панели, которая
обеспечивает заданную остаточную форму панели после разгрузки. В качестве заданной формы панели
взята панель двойной кривизны центроплановой части самолета. Заготовка имеет свойства материала
АК4-1Т (алюминиевого сплава). Материал изотропен, и его характеристики упругости одинаковы при
растяжении и сжатии и равны следующим значениям: модуль Юнга E = 7000 кг/мм2, коэффициент
Пуассона ν = 0.4. Стадия установившейся ползучести в экспериментах как при сжатии, так и при растя-
жении описывается законом Нортона с разными значениями коэффициента B для каждого из этих видов
деформирования:

— сжатие: B1 = 0.25× 10−14
(
кг/мм2

)
−n1

(час)−1, n1 = 8;
— растяжение: B2 = 0.525× 10−14 (кг/мм)−n2 (час)−1, n2 = 8.
Конечно-элементная модель заготовки, поверхность с заданной кривизной конечной детали и кон-

тактные тела, моделирующие наконечники стержней в установке, представлены на рис. 1 (вид сверху) и



264 вычислительные методы и программирование. 2016. Т. 17

рис. 2 (вид сбоку). Контактные условия моделируют проскальзывание без трения. Диаметр наконечника
стержня 50 мм. Расстояния между центром одного наконечника стержня с другим составляет 250 мм. Раз-
меры заготовки 1750× 750× 45 мм. Согласно технологическому процессу необходимая деталь с заданной
кривизной получается после вырубки и фрезерования предварительно сформованной заготовки.

В качестве начальных перемещений контактных тел u0
i (см. (12)) принимаются расстояния от жестких

тел до поверхности с требуемой кривизной с учетом толщины заготовки. Остаточные перемещения в
итерационном методе определяются в узлах деформируемого тела, ближайших к проекциям центральных
точек контактных тел на поверхности заготовки.

X
Y

Z

Рис. 3. Упреждающая конфигурация заготовки в сравнении с заданной поверхностью

X

Y

Z

Рис. 4. Остаточная конфигурация заготовки в сравнении с заданной поверхностью

Рис. 5. Графики сходимости итерационного метода

Итерационный метод реализован в системе
MSC.Marc с помощью ряда пользовательских проце-
дур. Для подготовки расчетной модели с заданными
граничными условиями и определения проекций кон-
тактных тел применялись пользовательские програм-
мы, разработанные в MSC.Patran.

В результате расчета за 7 итераций найдена упре-
ждающая конфигурация заготовки, представленная
на рис. 3 в сравнении с заданной геометрией поверх-
ности. На рис. 4 показана конфигурация заготовки
после разгрузки в сравнении с заданной геометрией
поверхности.

На рис. 5. представлены графики сходимости ите-
рационного метода по среднеквадратичной норме: e =

ei/e1; ei =

(
∑

Sc

(
w̃

0 − w̃
i
)2
)1/2

; Sc — нижняя кон-

тактная поверхность панели; i — номер итерации; w̃i,
w̃

0 — векторы узловых параметров, описывающих
функции прогиба i-го приближения и заданного.

По расчетам задачи определения упреждающей
формы пластинки для обеспечения заданной кривиз-
ны после разгрузки с помощью итерационного ме-
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тода с разными постоянными коэффициентами можно обнаружить согласование условий сходимости
(0 < αk < 2), но имеются значительные колебания на итерациях. Такая неустойчивость может быть
объяснена как введенными допущениями в реализации итерационного метода, так и характером дефор-
мирования в данном режиме ползучести, вызывающего смятия в местах контакта пластинки с жесткими
телами.

5. Заключение. Предложенная формулировка обратных задач с помощью функционала (1) позволя-
ет перейти к конечно-элементным уравнениям квазистатического деформирования тел с учетом контакт-
ных ограничений. Учет контактов в задачах формообразования панелей штампами повышает точность
в определении технологических параметров при изготовлении деталей. Построенный итерационный ал-
горитм дает возможность рассчитать закон движения стержней в реконфигурируемом устройстве при
многоточечном формообразовании панелей. По расчетам итерационным методом обратных задач формо-
образования контактными жесткими телами показано совпадение условий сходимости с задачей кинема-
тического формообразования [11, 12]. Однако в данном случае отклонение коэффициента αk от единицы
приводит к значительной неустойчивости, что можно охарактеризовать введенными допущениями в реа-
лизации итерационного метода.

Работа выполнена при финансовой поддержке совета по грантам Президента РФ (МК-6127.2015.1),
РФФИ (16-31-60038 мол_а_дк) и Минобрнауки РФ по государственному заданию № 909.
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Abstract: A mathematical formulation of inverse forming problems in the creep mode using a reconfigurable
tool is based on the creation of functionals for the direct and inverse extreme quasistatic problems of forming
details with consideration of contact conditions with equipment. An iterative method of determining the
displacements of pins of the tool’s matrices providing a given residual curvature of the panel is proposed.
The problems are numerically solved by a finite element method in the framework of the MSC.Marc system.
The convergence of the proposed iterative method is shown by an example of panel shaping.
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