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ИССЛЕДОВАНИЕ СВЯЗАННОСТИ ВЯЗКОУПРУГИХ ПАРАМЕТРОВ

С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ СИНГУЛЯРНОГО АНАЛИЗА

Е.C. Ефимова1

Исследуется решение обратной задачи сейсмики в линеаризованной постановке для модели
вязкоупругой среды. Для описания сред с поглощением используется обобщенная модель стан-
дартного линейного твердого тела, опирающаяся на τ -метод. Если при численном решении
неоднородность одного из искомых параметров переходит в изменчивость другого, то такие
параметры называются связанными. Связанность параметров является одним из проявлений
некорректности изучаемой задачи. Для ее преодоления необходимо привлечение регуляризую-
щей процедуры. В качестве таковой в работе предлагается использовать усечение сингулярного
разложения для одновременного определения скорости продольных волн и их поглощения. В
качестве параметризации среды рассматривается комбинация параметров Ламе и добротности.

Ключевые слова: вязкоупругость, сейсмическое поглощение, сингулярное разложение, обратные
задачи, неоднозначность решения.

Введение. Поглощение сейсмической энергии присуще всем реальным геологическим средам и пред-
ставляет собой один из наиболее важных параметров при изучении резервуаров углеводородов, так как
именно оно во многом характеризует флюидонасыщенность. В этой связи знание пространственного рас-
пределения поглощения заметно повышает достоверность интерпретации результатов сейсмических на-
блюдений, особенно с использованием не только кинематической, но и динамической информации.

Таким образом, важность развития теории и численных методов решения обратной динамической
задачи сейсмики не вызывает сомнения и открывает возможность существенного повышения информа-
тивности сейсмических методов. Однако, как и для многих других обратных задач, ее решение требует
введения дополнительной процедуры регуляризации, обеспечивающей корректность постановки. Причи-
на некорректности обратной динамической задачи сейсмики заключается в необходимости решения ин-
тегрального уравнения первого рода с гладким ядром. Как известно, эта задача является некорректной,
и для ее численного решения в работе вводится регуляризующий оператор, основанный на усечении син-
гулярного разложения (с английского Singular Value Decomposition, сокращение SVD) матричного пред-
ставления линейного приближения обратного оператора [1, 3, 9].

Одно из проявлений некорректности — связанность параметров. Под этим термином мы будем по-
нимать описанный в работе [5] эффект, когда возмущение, присущее только одному параметру, например
добротности среды, проявляется и в другом неизвестном параметре, например скорости распространения
продольных волн. Естественно, что наличие такой связанности неизбежно ведет к ошибочной интерпре-
тации результатов, полученных при обработке сейсмических наблюдений, и, следовательно, к ошибочным
заключениям о строении среды. Более того, теоретически эквивалентные параметризации могут отли-
чаться именно за счет связанности, когда, например, вариации добротности будут проявляться как из-
менчивость в скоростях продольных волн [19]. Поэтому при численном решении задачи по определению
характеристик среды связанность параметров используемой модели среды необходимо оценить уже на
предварительном этапе при постановке задачи. Изучение возможности независимого восстановления па-
раметров вязкоупругой среды, а именно плотности, параметров Ламе и поглощающих свойств, является
предметом нашего исследования. В настоящей статье получено численное решение обратной динамиче-
ской задачи сейсмики для вязкоупругих сред, заключающейся в определении параметров Ламе и доброт-
ности в вязкоупругих средах с использованием сейсмических данных, зарегистрированных на свободной
поверхности.

Заметим, что наша работа, безусловно, не первая направленная на решение обратной задачи для вяз-
коупругих сред. К настоящему времени имеется ряд интересных публикаций. Так, единственность указан-
ной задачи доказана в работе [4]. Решение задачи в нелинейной постановке рассматривается в статье [15].
В работе [8] эта задача решается для сред, незначительно отличающихся от однородных. Невозможность
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одновременного определения скоростей и поглощений без дополнительных условий показана в работах [14,
17, 18].

1. Численное моделирование вязкоупругих сред. Уравнением состояния в идеально упругих
средах определяется связь между напряжением и деформацией в один и тот же момент времени, в то
время как в вязкоупругих средах напряжение в конкретный момент времени зависит от истории деформа-
ций и выражается с использованием свертки по времени в обобщенном законе Гука [10, 11]. В частотной
области среда с поглощением математически описывается системой уравнений

iωρu = divσ + f , iωε =
1

2
(∇u +∇u∗), σ(x, ω) = M(ω)ε(x, ω), (1)

где ρ — плотность, u — скорости смещений, σ, ε — тензоры напряжений и деформаций, ω — частота,
комплекснозначная функция M(ω) — коэффициент вязкоупругости.

Далее используется обобщенная модель стандартного линейного тела (GSLS — Generalized Standard
Linear Solid, см. приложение 1), закон Гука в которой выражается:



















































































































σxx = (λ + 2µ)(εxx + εzz)



1 +

L
∑

j=1

τPεj − τPσj

τPσj


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,

где L = 2 и τσl
, τεl — константы, характеризующие времена релаксации напряжения и деформации.

2. Линеаризация. Для определения характеристик вязкоупругих сред используется информация о
колебаниях, зарегистрированных в приемниках, расположенных на поверхности Земли.

Систему уравнений, полученную из системы (1) с использованием τ -метода (см. приложение 1), в
частотной области можно переписать в виде
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(2)

Будем теперь считать, что параметры среды m представляются в виде суммы заданной постоянной m0

и малых возмущений δm: m = ~m0 + δm (|δm| ≪ |m0|). Тогда и полное волновое поле представимо как
u = u0 + δu, где u0 — волна, распространяющаяся в однородной среде, а δu — компонента, порожденная
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малыми возмущениями:
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В общем случае рассматривается решение обратной задачи по определению параметров среды δρ, δλ,
δµ, δτP , δτS (плотность, параметры Ламе, параметры поглощения) по данным, зарегистрированным в
приемниках u(x, z, xs, ω)

∣

∣

z=0
= uobs. В настоящей статье ограничимся определением параметров δλ и δτP .

Далее вводится функция

δU =

∞
∫

−∞

exp {ikxx}
∞
∫

−∞

exp {iksx}δu(x, z, xs, ω) dxs.

Считается, что целевая область с определяемыми параметрами среды ограничена слоем h 6 z 6 H . Тогда
при ограничениях |kx|, |ks| < ω2/V P существует дважды дифференцируемая по z функция δU(z, kx, ks, ω),
которая удовлетворяет следующей краевой задаче:
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Здесь U0 =
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P − k2s

sgn (z − z0)

) exp
(

−i
√

ω2/V 2
P − k2s z

)

2(λ0 + 2µ0)
, а знак “˜” (тильда) обозначает преобразование

Фурье и впоследствии опускается.
Таким образом, линеаризованная обратная задача для вязкоупругой среды сводится к решению ли-

нейного интегрального уравнения
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для fi из (3) и некоторых φj
i .
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3. Связанность набора параметров. Связанность параметров означает, что при решении обратной
задачи истинная неоднородность в среде по некоторому параметру ошибочно определяется как неоднород-
ность другого параметра [5]. Поскольку такое решение некорректно, до разработки и реализации алгорит-
ма обращения необходимо определить возможность независимого восстановления параметров. Подобные
исследования ранее проводились [12, 14, 17]. Для получения действительнозначного оператора рассмат-
риваемый оператор разделяется на действительную и мнимую части, а параметризация заменяется на

x1 =Re
(

δλ+ (λ0 + 2µ0)Sδτ
P
)

= δλ+ (λ0 + 2µ0)
L
∑

l=1

(

ωτPσl

)2

1 +
(

ωτPσl

)2
δτP ,

x2 = Im
δλ+ (λ0 + 2µ0)Sδτ

P

(λ0 + 2µ0)Im(S)
= δτP .

Для изучения связанности и возможности определения параметров вязкоупругой среды используется
метод, основанный на сингулярном разложении компактного оператора задачи [9]. Вычисление сингуляр-
ного разложения (см. приложение 2) для произвольной среды — очень сложная и дорогостоящая (с точки
зрения компьютерных ресурсов) задача. Для построения матричного представления оператора целевая
область z ∈ (1000, 2000) м покрывается сеткой с шагом 1 м, в качестве базиса используются характе-
ристические функции ячейки, т.е. функции, равные единице внутри ячейки и нулю вне нее. Диапазон
значимых частот тоже разбивается на конечные интервалы, для которых вводятся аналогичные базисные
функции. Для получения матричной аппроксимации интегралы в операторе заменяются конечными сум-
мами. Определение добротности на низких частотах позволяет получить полезную информацию о типе
флюида и структуре резервуара [7]. Для последующих вычислений используются частоты (5,100) Гц.

Рис. 1. Сингулярные числа в логарифмической шкале (кружочек соответствует числу обусловленности 10
2 и

210-му сингулярному числу, треугольник — 10
4 и 280, квадрат — 10

8 и 304)

При увеличении размерности конечномерных пространств в процессе аппроксимации приближение
исходного бесконечномерного оператора конечномерным становится более точным, а сингулярные спек-
тры этих операторов сближаются и, как следствие, число обусловленности стремится к бесконечности.
Стремление к нулю сингулярных чисел σi и соответствующее стремление к бесконечности чисел обуслов-
ленности (σ1/σn) (рис. 1) подтверждает компактность аппроксимируемого оператора. Таким образом,
требование к точности аппроксимации оператора вступает в противоречие с требованием к устойчивости
решения. Для разрешения этого противоречия используется метод усечения сингулярного разложения [9],
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Рис. 2. Первые 500 сингулярных чисел в логарифмической шкале (кружочек соответствует числу

обусловленности 10
2 и 210-му сингулярному числу, треугольник — 10

4 и 280, квадрат — 10
8 и 304)

Рис. 3. Искомое решение: параметр x1 возмущен на промежутке [1100, 1400] м, параметр x2 возмущен на

промежутке [1600, 1900] м



314 вычислительные методы и программирование. 2016. Т. 17

основанный на построении r-решения, которое является проекцией искомого решения на линейную комби-
нацию r-старших правых сингулярных векторов (см. приложение 2). Число r привлекаемых сингулярных
векторов контролирует обусловленность задачи и позволяет построить решение с приемлемой точностью,
если известна относительная ошибка во входных данных. Здесь рассматриваются случаи, когда число
обусловленности составляет 102, 104 и 108 (рис. 1, 2).

Пусть целевая область содержит две подобласти, в каждой из которых возмущен только один пара-
метр, что обеспечивает наглядное определение связанности параметров (рис. 3). Более подробно случаи
среды с вязкоупругими включениями рассмотрены в статье [2]. На рис. 4 изображены проекции на 210,
280, 304 старших сингулярных векторов. Несмотря на то что параметр x1 возмущен только на промежут-
ке [1100, 1400] м, на рис. 4 видны возмущения и вне этого промежутка (для чисел обусловленности 102

и 104), т.е. r-решения отражают и возмущения параметра x2. Аналогичный эффект наблюдается и для
параметра x2. Причем при обусловленности задачи 108 (рис. 4) влияние возмущения одного параметра
на другой существенно уменьшается. Иными словами, с увеличением числа обусловленности связанность
между параметрами уменьшается.

Рис. 4. r-решения: в верхнем слое — возмущение параметра x1, в нижнем — x2. Красный цвет соответствует

числу обусловленности 10
2, зеленый — 10

4, синий — 10
8, черный — искомое решение

4. Заключение. Поглощающие свойства вязкоупругой среды определены с использованием обоб-
щенной модели стандартного линейного тела (Generalized Standard Linear Solid), τ - метода и борновского
приближения при условии, что модель зависит только от вертикальной переменной. Задача по определе-
нию параметров вязкоупругой среды сводится к интегральному уравнению. В качестве параметризации
используется комбинация параметра Ламе λ и параметра поглощения τP для получения действитель-
нозначного оператора. Связанность между параметрами среды определяется усечением сингулярного
разложения линеаризованного оператора [9]. Построенные проекции искомого решения на правые стар-
шие сингулярные векторы (т.е. r-решения) для разных чисел обусловленности показывают связанность
параметров, которая значительно уменьшается при увеличении числа обусловленности задачи.

Выражение признательности. Настоящая работа выполнена в рамках проекта “Разработка науч-
ных основ технологий сбора и обработки сейсмических данных в условиях развитого ледового покрова в
транзитной зоне и на шельфе Северного Ледовитого океана” программы фундаментальных исследований
Президиума РАН “Поисковые фундаментальные научные исследования в интересах развития Арктиче-
ской зоны Российской Федерации” на 2016 г.

Приложение 1. Обобщенная модель стандартного линейного тела. Для перехода к диффе-
ренциальной форме обобщенного закона Гука используется обобщенная модель стандартного линейного
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тела (Generalized Standard Linear Solid — GSLS) [16]:

σ =

L
∑

l=1

σl, σl + τσl
iωσl = MR(ε+ τεliωε).

Здесь MR — деформационный модуль среды (MR = λ + 2µ для P-волны, MR = µ для S-волны, где λ и
µ — параметры Ламе), а τσl

, τεl — времена релаксации напряжения и деформации соответственно.
Это уравнение можно переписать в форме

σ =
L
∑

l=1

MR
1 + iωτεl
1 + iωτσl

.

Уже при L > 2 такая модель хорошо приближает реальные геологические среды и удовлетворяет
условию постоянства добротности на заданном частотном диапазоне [13]. Добротность — это физический
параметр, характеризующий поглощающие свойства среды. В частотной области этот параметр выража-
ется формулой

Q =

[

1− L+

L
∑

l=1

1 + τσl
τεlω

2

1 + τ2σl
ω2

] [

L
∑

l=1

τεl − τσl
ω

1 + τ2σl
ω2

]−1

,

где ω — частота. Времена релаксации выбираются таким образом, чтобы обеспечить минимальное от-
клонение добротности от экспериментально измеренной на частотном диапазоне. Для этого используется
τ -метод, применяемый при малых поглощениях (т.е. при добротности Q > 10): вводится параметр по-

глощения τ =
τεl − τσl

τσl

[6]. Такой подход упрощает вычисления, уменьшает объемы памяти и позволяет

получить более точные результаты при меньших компьютерных затратах. При этом значение добротно-
сти меняется в зависимости от τ , а τσl

сдвигает добротность по частоте, но не влияет на ее значение, что
позволяет подобрать подходящие времена релаксации. Значение добротности определяется соотношением

QP ≈
L
∑

l=1

τP τσl
ω2

1 + τ2σl
ω2

, QS ≈
L
∑

l=1

τSτσl
ω2

1 + τ2σl
ω2

,

где τP и τS — параметры поглощения, соответствующие P-, S-волнам.
Приложение 2. Сингулярное разложение и его усечение. Любая квадратная матрица A по-

рядка n может быть представлена в виде A = UΣV T .
Такое представление называется сингулярным разложением матрицы A, где U и V — унитарные мат-

рицы, состоящие из левых и правых сингулярных векторов соответственно, а Σ — диагональная матрица,
элементы которой σ1 > σ2 > . . . > σn >= 0 называются сингулярными числами. Число обусловленности

характеризует точность численного решения задачи и определяется как ν(A) = σ1/σn.
Усечение сингулярного разложения состоит в занулении наименьших сингулярных чисел σj для j > r.

В результате получается диагональная матрица Σr, а усеченное сингулярное разложение матрицы A
принимает вид Ar = UΣrV

T .
Как известно, r-псевдообратная матрица для A записывается выражением A+

r = V Σ+
r U

T , где Σ+
r —

диагональная матрица с элементами σ−1
1 6 σ−1

2 6 . . . 6 σ−1
r . Тогда r-решение, т.е. проекция искомого

решения на линейную комбинацию правых старших сингулярных векторов (соответствующих бо́льшим
по величине сингулярным числам), формально запишется следующим образом: xr = A+

r y.
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Abstract: The solution of a linearized inverse seismic problem of viscoelasticity is studied. The generalized
standard linear solid model and the τ method are used to describe media with attenuation. If the heterogeneity
of one of the sought parameters influence the variability of another one during the process of numerical
solution, then such parameters are said to be called coupled. Such a coupling is a sign of ill-posedness of the
original problem. A regularization is necessary to overcome this difficulty. To accomplish this, we propose the
truncation of the singular value decomposition to simultaneously determine the P-velocity and its attenuation.
A combination of the Lame parameters and the quality factor are used as the parametrization of the medium
under consideration.
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