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ОБ ОДНОМ ВАРИАНТЕ МЕТОДА КОЛЛОКАЦИИ ДЛЯ ИНТЕГРАЛЬНЫХ

УРАВНЕНИЙ ФРЕДГОЛЬМА ВТОРОГО РОДА

С. А. Соловьева1

Предложен и теоретически обоснован специальный вариант метода коллокации на базе полино-
мов Бернштейна приближенного решения интегральных уравнений Фредгольма второго рода
в пространстве гладких функций.
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Введение. Рассматривается линейное интегральное уравнение Фредгольма второго рода (ИУФВР)

x(t) +

1
∫

0

K(t, s)x(s) ds = y(t), (1)

где t ∈ I = [0, 1], K(t, s) ∈ C(m)
(

I2
)

, y(t) ∈ C(m)(I) — известные функции, а x(t) ∈ C(m)(I) — искомая
функция. Уравнения вида (1) возникают при решении многих теоретических и прикладных задач (на-
пример, работы [1–6] и многие другие). Теория их точного и приближенного решений достаточно хорошо
разработана. Полученные результаты содержатся, например, в справочных пособиях [7–8].

Вместе с тем, в работе [9] установлено, что классические проекционные методы приводят к более
низкой скорости сходимости приближенных решений к точному по норме пространства гладких функ-
ций по сравнению с пространством непрерывных функций. В связи с этим разработка и теоретическое
обоснование методов приближенного решения ИУФВР (1), учитывающих дифференциальные свойства
исходных данных, является актуальной задачей.

В работах [10–12] предложены специальные варианты прямых проекционных методов, имеющих более
высокую точность приближения в пространстве гладких функций по сравнению с соответствующими
классическими методами. В частности, в работах [10, 11] разработаны варианты метода коллокации, а
статья [12] посвящена методу моментов.

В настоящей статье предложен и теоретически обоснован в смысле [13, гл. 1] специальный вариант
метода коллокации на основе полиномов Бернштейна в пространстве непрерывно дифференцируемых
функций. При этом были использованы идеи и результаты работ [10–12, 14–18].

Первая часть статьи посвящена введению используемого функционального пространства и построе-
нию элементов теории приближения в нем, вторая — разработке метода приближенного решения уравне-
ния (1), в третьей части установлены устойчивость и хорошая обусловленность предлагаемого метода.

1. Основное пространство. Пусть C = C(I) — класс непрерывных на отрезке I функций с чебы-
шевской нормой. Обозначим через Y = C(m)

(

m ∈ N
⋃

{0}
)

пространство m раз непрерывно дифферен-

цируемых функций. Ясно, что C(0) = C. Следуя [19], наделим это пространство нормой

‖y‖Y = ‖Dy‖C +

m−1
∑

i=0

∣

∣

∣
y(i)(0)

∣

∣

∣
, y ∈ Y, (2)

где Dϕ = ϕ(m)(t), t ∈ Y . Если m = 0, то Dy = y и ‖y‖Y = ‖y‖C . Известно (например, [19]), что функции
y ∈ Y имеют вид

y = Φ(t) +

m−1
∑

i=0

cit
i, (3)

где Φ(t) = (JDy)(t) ∈ Y , y ∈ Y , (Jϕ)(t) =
1

(m− 1)!

t
∫

0

(t− s)m−1ϕ(s) ds, ϕ ∈ C, ci =
1

i!
y(i)(0), i = 0,m− 1 .

При m = 0 считаем, что Jϕ = ϕ. Кроме того, Y по норме (2) полно и вложено в C (см., например, [19]).
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Обозначим через Hl множество многочленов степени не выше l.
Пусть линейный оператор BD

n = BD
n+m : Y → Hn+m определяется по закону

(

BD
n y
)

(t) = (JBnDy)(t) +

m−1
∑

i=0

y(i)(0)ti

i!
, (4)

где Bn : C → Hn — оператор Бернштейна (например, [20], с. 22):

(Bnϕ)(t) =

n
∑

k=0

ϕ(νk)

(

n

k

)

tk(1− t)n−k

по системе узлов

νk = ν
(n)
k =

k

n
, k = 0, n. (5)

Через

(

n

k

)

=
n!

k!(n− k)!
обозначены биномиальные коэффициенты. Справедлива

Лемма. Если y ∈ Y , то
∥

∥y −BD
n y
∥

∥

Y
= O

{

ω
(

Dy;n−1/2
)

}

. (6)

Доказательство. Учитывая (3), (4), (2) и оценку [20, с. 245]

‖ϕ−Bnϕ‖C = O
{

ω
(

ϕ;n−1/2
)

}

, (7)

получим
∥

∥y −BD
n y
∥

∥

Y
= ‖JDy − JBnDy‖Y = ‖Dy −BnDy‖C = O

{

ω
(

Dy;n−1/2
)

}

.

2. Специальный вариант метода коллокации (СВМК) на основе полиномов Бернштейна.
Пусть в ИУФВР (1) исходные данные удовлетворяют условиям

g(t, s) = (DtK)(t, s) ∈ C
(

I2
)

, y ∈ Y,

а x(t) — искомая функция вида (3).
Решение x∗(t) уравнения (1) приближаем многочленом

xn(t) = (Jzn)(t) +
m−1
∑

i=0

cn+1+it
i, zn(t) =

n
∑

k=0

ck

(

n

k

)

tk(1 − t)n−k, (8)

где коэффициенты ci, i = 0, n+m, подлежат определению. Их, согласно предлагаемому методу, находим
из системы уравнений

ck = (Dy −DKxn)(νk), k = 0, n, (Axn − y)(i)(0) = 0, i = 0,m− 1, (9)

где νk определяется по формуле (5).

Теорема 1. Пусть уравнение (1) однозначно разрешимо при любой правой части y ∈ Y . Тогда
при достаточно больших n приближенные решения x∗

n(t), построенные на основе условий (8) и (9),
существуют, единственны и сходятся по норме пространства Y к точному решению ИУФВР (1) со
скоростью

‖x∗ − x∗

n‖Y = O
{

ωt

(

g;n−1/2
)

+ ω
(

Dy;n−1/2
)

}

. (10)

Доказательство. ИУФВР (1) представим в виде операторного уравнения

Ax ≡ x+Kx = y, x, y ∈ Y. (11)

Обозначим через Yn ⊂ Y класс Hn+m. Тогда система (9) эквивалентна операторному уравнению вида

Anxn ≡ xn +BD
n Kxn = BD

n y, xn, B
D
n y ∈ Yn. (12)

Покажем это. Пусть x∗

n — решение уравнения (12), т.е. BD
n (Ax∗

n − y) ≡ 0.
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Учитывая (4), (3) и (8), последовательно получим

(

JBnD(Ax∗

n − y)
)

(t) +

m−1
∑

i=0

(Ax∗

n − y)(i)(0)
ti

i!
≡ 0,

(

BnD(x∗

n +Kx∗

n − y)
)

(t) ≡ 0, (Ax∗

n − y)(i)(0) = 0, i = 0,m− 1,

z∗n =
(

BnD(y −Kx∗

n)
)

(t), (Ax∗

n − y)(i)(0) = 0, i = 0,m− 1. (13)

В левой и правой частях первого уравнения системы (13) стоят многочлены Бернштейна. Следовательно,
c∗k =

(

D(y −Kx∗

n)
)

(νk), k = 0, n. Таким образом, система (9) эквивалентна уравнению (12).
Убедимся теперь в близости операторовA и An. Учитывая (11), (12), (2), (4), (8) и (7), последовательно

получим

‖Axn −Anxn‖Y =
∥

∥Kxn −BD
n Kxn

∥

∥

Y
= ‖DKxn −BnDKxn‖C =

=max
t∈I

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1
∫

0

(g −Bng)(t, s)(Jzn)(s) ds+

m−1
∑

i=0

cn+1+i

1
∫

0

(g −Bng)(t, s)s
i ds

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

=O







ωt

(

g;n−1/2
)

(

‖zn‖C +

m−1
∑

i=0

|cn+1+i|

)







= O
{

ωt

(

g;n−1/2
)

‖xn‖Y

}

.

Отсюда следует, что

εn ≡ ‖A−An‖Yn→Y = O
{

ωt

(

g;n−1/2
)

}

. (14)

Утверждение доказываемой теоремы с оценкой (10) получаем из теоремы 7 [13, с. 19] на основании оце-
нок (14) и (6).

Следствие. Если существуют ограниченные производные g
(r)
t (t, s), (Dy)(r)(t), 0 6 t, s 6 1, то в

условиях теоремы
{

‖x∗ − x∗

n‖Y = O
(

n−1/2
)

, если r = 1,

‖x∗ − x∗

n‖Y = O
(

n−1
)

при r > 2.

Замечание. При m = 0 уравнение (1) превращается в уравнение Фредгольма второго рода в про-
странстве непрерывных функций, а предлагаемый метод — в известный вариант метода коллокации [14],
причем g(t, s) ≡ K(t, s), (Dy)(t) ≡ y(t). Поэтому полученная оценка (10) хорошо согласуется с оценкой [14]
метода коллокации на базе полиномов Бернштейна.

3. Устойчивость и обусловленность СВМК.

Теорема 2. В условиях теоремы 1 справедливы следующие утверждения:
i) СВМК устойчив относительно малых возмущений системы (9);
ii) пусть существуют числа обусловленности η для уравнения (1), тогда при достаточно больших n

существуют числа обусловленности ηn приближенного уравнения (12), причем ηn 6 cη, 1 6 c 6 1 + ε,
ε > 0, lim

n→∞

ηn = η.

Доказательство. Пусть выполняются условия теоремы 1. Тогда при достаточно больших n аппрок-
симирующие операторы An непрерывно обратимы и обратные операторы A−1

n ограничены по норме в
совокупности. Дальнейшее следует из теорем 11 и 13 [13, c. 22–25].

Заключение. В настоящей статье предложен вариант метода коллокации на базе полиномов Берн-
штейна, приспособленный к решению интегральных уравнений Фредгольма второго рода в пространстве
гладких функций. Теоретическое обоснование метода основано на модификации общей теории прибли-
женных методов анализа, разработанной Б.Г. Габдулхаевым. Получена оценка точности предлагаемого
метода, которая хорошо согласуется с известной оценкой для уравнений Фредгольма второго рода в про-
странстве непрерывных функций. Кроме того, установлено, что разработанный метод является устойчи-
вым и хорошо обусловленным. На базе идей и методов, примененных в данной работе, возможно дальней-
шее развитие теории приближенных методов решения линейных интегральных уравнений Фредгольма
второго рода в пространстве гладких функций.
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