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О СПЕЦИАЛЬНОМ ВАРИАНТЕ МЕТОДА ПОДОБЛАСТЕЙ РЕШЕНИЯ

ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ФРЕДГОЛЬМА ВТОРОГО РОДА

С. А. Соловьева1

Предложен и теоретически обоснован специальный вариант метода подобластей на базе по-
линомов Канторовича приближенного решения интегральных уравнений Фредгольма второго
рода в пространстве гладких функций.
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Введение. Многие задачи математики и ее приложений (см., например, [1–5]) сводятся к интеграль-
ным уравнениям Фредгольма второго рода вида

(Ax)(t) ≡ x(t) + (Kx)(t) = y(t), (1)

где (Kx)(t) =

1
∫

0

K(t, s)x(s) ds, t ∈ I = [0, 1]; K(t, s) ∈ C(m)
(

I2
)

, y(t) ∈ C(m)(I) — известные функции, а

x(t) ∈ C(m)(I) — искомая функция. Теория точных и приближенных методов решения таких уравнений
хорошо разработана. Однако широко применяемые классические приближенные проекционные методы не
учитывают структурные свойства исходных данных уравнения (1). В работе [6] показано, что точность
приближенных решений, полученных при помощи классических методов, по норме пространства C(m)(I)
ниже, чем по норме пространстваC(I). В связи с этим появляется задача разработки таких приближенных
методов решения уравнения (1), которые учитывают дифференциальные свойства исходных данных.

В работах [7–10] предложены специальные варианты методов коллокации и моментов, имеющие более
высокую точность приближения в пространстве гладких функций по сравнению с соответствующими
классическими методами.

В настоящей статье предложен и теоретически обоснован в смысле [11, гл. 1] специальный вари-
ант метода подобластей на базе полиномов Канторовича в пространстве непрерывно дифференцируемых
функций. При этом были использованы идеи и результаты работ [7–10, 12–15].

В первой части статьи введено функциональное пространство и построены элементы теории прибли-
жения в нем. Во второй — предложен метод приближенного решения уравнения (1) в этом пространстве.
Третья часть посвящена вопросам устойчивости и хорошей обусловленности рассматриваемого метода.

1. Основное пространство. Пусть C = C(I) — класс непрерывных на сегменте I функций с обыч-
ной max-нормой. Будем обозначать через Y = C(m), m ∈ N

⋃{0}, пространство функций, имеющих непре-
рывные производные до порядка m включительно. Очевидно, что C(0) = C. Следуя [12], наделим это
пространство нормой

‖y‖Y = ‖Dy‖C +

m−1
∑

i=0

∣

∣

∣
y(i)(0)

∣

∣

∣
, y ∈ Y, (2)

где Dy = y(m)(t), y ∈ Y . Если m = 0, то Dy = y и ‖y‖Y = ‖y‖C . Известно (см., например, [12]), что
функции y принадлежат пространству Y тогда и только тогда, когда

y = Φ(t) +

m−1
∑

i=0

cit
i, (3)

где Φ(t) = (JDy)(t) ∈ Y , y ∈ Y , (Jϕ)(t) =
1

(m− 1)!

t
∫

0

(t − s)m−1ϕ(s) ds, ϕ ∈ C, ci = y(i)(0)/i!, i = 0,m− 1.

При m = 0 считаем, что Jϕ = ϕ. Кроме того, Y по норме (2) вложено в C и полно (см., например, [12]).
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Обозначим через PD
n = PD

n+m : Y → Hn+m линейный оператор, определяемый по закону

(

PD
n y
)

(t) = (JPnDy)(t) +
m−1
∑

i=0

y(i)(0)ti/i!, (4)

где Pn : C → Hn — оператор, который любой непрерывной функции ставит в соответствие полином
Канторовича (например, [13])

(Pnϕ)(t) =

n
∑

k=0

(

n
k

)

tk(1− t)n−k(n+ 1)

νk+1
∫

νk

ϕ(t) dt. (5)

Здесь

(

n
k

)

=
n!

k!(n− k)!
— биномиальные коэффициенты; система узлов {νk}n+1

0 задается по формуле

νk = ν
(n)
k =

k

n+ 1
, k = 0, n+ 1. (6)

Лемма. Для любой функции y ∈ Y справедлива оценка

∥

∥y − PD
n y
∥

∥

Y
6

(

1 +
√
2
)

ω
(

Dy; (n+ 1)−1/2
)

.

Доказательство. Учитывая (3), (4), (2) и оценку [13]

‖ϕ− Pnϕ‖C 6

(

1 +
√
2
)

ω
(

ϕ; (n+ 1)−1/2
)

, ϕ ∈ C, (7)

получим

∥

∥y − PD
n y
∥

∥

Y
= ‖JDy − JPnDy‖Y = ‖Dy − PnDy‖C 6

(

1 +
√
2
)

ω
(

Dy; (n+ 1)−1/2
)

.

2. Специальный вариант метода подобластей (СВМП) на базе полиномов Канторовича.
Пусть в уравнении (1) исходные данные удовлетворяют условиям

g(t, s) = (DtK)(t, s) ∈ C
(

I2
)

, y ∈ Y, (8)

а x(t) — искомая функция вида (3).
Приближенное решение уравнения (1) ищем в виде

xn(t) = (Jzn)(t) +

m−1
∑

i=0

cn+1+it
i, (9)

zn(t) =

n
∑

k=0

ck

(

n
k

)

tk(1− t)n−k. (10)

Неизвестные коэффициенты ci, i = 0, n+m, согласно предлагаемому методу находим из системы линей-
ных алгебраических уравнений

ck = (n+ 1)

νk+1
∫

νk

(Dy −DKxn)(t) dt, k = 0, n, (Axn − y)(i)(0) = 0, i = 0,m− 1, (11)

где νk определяются по формуле (6).

Теорема 1. Пусть уравнение (1) имеет единственное решение при любой правой части y ∈ Y .
Тогда при достаточно больших n приближенные решения x∗

n, построенные на основе условий (9)–(11),
существуют, единственны и сходятся по норме пространства Y к точному решению x∗ = A−1y, причем

∥

∥x∗ − x∗

n

∥

∥

Y
6

(

1 +
√
2
)(

ωt

(

g; (n+ 1)−1/2
)

+ ω
(

Dy; (n+ 1)−1/2
)

)

. (12)
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Доказательство. Интегральное уравнение (1) будем рассматривать как операторное уравнение вида

Ax ≡ x+Kx = y (x, y ∈ Y ). (13)

Обозначим через Yn ⊂ Y класс Hn+m. Предварительно убедимся, что система (11) эквивалентна опера-
торному уравнению вида

Anxn ≡ xn + PD
n Kxn = PD

n y
(

xn, P
D
n y ∈ Yn

)

. (14)

Пусть x∗

n — решение уравнения (14), т.е. PD
n

(

Ax∗

n − y
)

≡ 0. Учитывая (4), (3) и (9), получим

(

JPnD
(

Ax∗

n − y
)

)

(t) +

m−1
∑

i=0

(

Ax∗

n − y
)(i)

(0)ti/i! ≡ 0;

(

PnD
(

x∗

n +Kx∗

n − y
)

)

(t) ≡ 0,
(

Ax∗

n − y
)(i)

(0) = 0, i = 0,m− 1;

z∗n =
(

PnD
(

y −Kx∗

n

)

)

(t),
(

Ax∗

n − y
)(i)

(0) = 0, i = 0,m− 1.

(15)

Первое из условий (15) с учетом соотношений (10) и (5) преобразуется в равенство

c∗k = (n+ 1)

νk+1
∫

νk

(

Dy −DKx∗

n

)

(t) dt, k = 0, n.

Таким образом, решение операторного уравнения (14) является решением системы (11). Проведя те же
вычисления в обратном порядке, убедимся, что решение системы уравнений (11) является решением урав-
нения (14).

Покажем теперь близость операторов A и An. Учитывая (13), (14), (2), (4), (8)–(10) и (7), последова-
тельно получим

‖Axn −Anxn‖Y =
∥

∥Kxn − PD
n Kxn

∥

∥

Y
= ‖DKxn − PnDKxn‖C =

=max
t∈I

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1
∫

0

(g − Png)(t, s)(Jzn)(s) ds+

m−1
∑

i=0

cn+1+i

1
∫

0

(g − Png)(t, s)s
i ds

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6

6
(

1 +
√
2
)

ωt

(

g; (n+ 1)−1/2
)

(

‖zn‖C +

m−1
∑

i=0

|cn+1+i|
)

=

=
(

1 +
√
2
)

ωt

(

g; (n+ 1)−1/2
)

‖xn‖Y .

Отсюда следует, что

εn ≡ ‖A−An‖Yn→Y =
(

1 +
√
2
)

ωt

(

g; (n+ 1)−1/2
)

. (16)

Теперь из теоремы 7 ([11], с. 19) на основании леммы и оценки (16) получается утверждение теоремы 1 с
оценкой (12).

Замечание. Если m = 0, то уравнение (1) превращается в уравнение Фредгольма второго рода в
пространстве непрерывных функций, а рассматриваемый метод — в метод подобластей на базе полиномов
Канторовича [13], причем g(t, s) ≡ K(t, s), (Dy)(t) ≡ y(t). Поэтому оценка (12) хорошо согласуется с
оценкой [13] метода подобластей на основе полиномов Канторовича.

3. Устойчивость и обусловленность СВМП.

Теорема 2. В условиях теоремы 1 справедливы следующие утверждения:
i) СВМП устойчив относительно малых возмущений системы (11);
ii) пусть существуют числа обусловленности η для уравнения (1), тогда при достаточно больших n

существуют числа обусловленности ηn приближенного уравнения (14), причем

ηn 6 cη (1 6 c 6 1 + ε, ε > 0), lim
n→∞

ηn = η.

Доказательство следует из теорем 11 и 13 [11, c. 22–25] с учетом того, что в условиях теоремы 1
при достаточно больших n аппроксимирующие операторы A−1

n удовлетворяют условию
∥

∥A−1
n

∥

∥ = O(1).
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Заключение. В настоящей статье построена модификация метода подобластей на базе полиномов
Канторовича, приспособленная к решению интегральных уравнений Фредгольма второго рода в простран-
стве гладких функций. Теоретическое обоснование этого метода проведено на основе варианта общей
теории приближенных методов анализа, предложенного Б. Г. Габдулхаевым. Оценена скорость сходимо-
сти приближенных решений интегрального уравнения к точному; установлены устойчивость и хорошая
обусловленность разработанного метода. На базе результатов данной работы возможна разработка дру-
гих проекционных методов решения уравнений второго рода в классе непрерывно дифференцируемых
функций.
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