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ТЕНЗОРНЫЕ РАЗЛОЖЕНИЯ ДЛЯ РЕШЕНИЯ

УРАВНЕНИЙ МАТЕМАТИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ АГРЕГАЦИИ,

ДОПУСКАЮЩИХ МНОГОЧАСТИЧНЫЕ СТОЛКНОВЕНИЯ

Д.А. Стефонишин1, С.А. Матвеев2, А. П. Смирнов3, Е. Е. Тыртышников4

Предложены эффективные методы численного решения задачи Коши для системы кинетиче-
ских уравнений агрегации типа уравнений Смолуховского, допускающих множественные столк-
новения частиц. Разработанные методы основываются на представлении массивов кинетиче-
ских коэффициентов в виде тензорных разложений. Выполнено сравнение канонического тен-
зорного разложения, разложения Таккера и тензорного поезда (TT). Для каждого из рассмат-
риваемых тензорных представлений получены оценки сложности выполнения шага разностной
схемы Рунге–Кутты второго порядка. Для канонического и ТТ-разложений проведены чис-
ленные эксперименты, демонстрирующие эффективность предложенных методов для систем,
допускающих одновременные столкновения вплоть до пяти частиц.

Ключевые слова: многочастичные уравнения Смолуховского, кинетика процессов агрегации, схема
предиктор–корректор, малоранговые тензорные аппроксимации, дискретная свертка.

1. Введение. Кинетические уравнения типа уравнений Смолуховского являются традиционным спо-
собом описания неупругих взаимодействий элементов сложной физической системы. Неупругие соуда-
рения частиц лежат в основе различных природных и технологических явлений: от роста полимеров
до образования звезд [1, 2]. В таких физических процессах типичная система состоит из большого числа
хаотически сталкивающихся элементов, равномерно распределенных в пространстве. В настоящей ста-
тье рассматривается дискретный вариант уравнений. Такая модель описывает ситуацию, когда все ча-
стицы (агрегаты) состоят из определенного числа частиц минимального возможного в данной системе
размера (мономеров). Мы ограничиваемся случаем отсутствия процесса фрагментации частиц, а также
источников и стоков.

Частицы рассматриваемой физической системы характеризуются своим размером (объемом или мас-
сой), т.е. количеством k мономеров, из которых они состоят. Каждое уравнение в системе кинетических
уравнений описывает эволюцию во времени концентрации nk(t) частиц соответствующего размера k вслед-
ствие процесса агрегации. При отсутствии процесса фрагментации и стоков частиц с течением времени
образуются все бо́льшие и бо́льшие агрегаты, что формально означает наличие бесконечного числа урав-

нений в системе относительно компонент вектора концентраций n(t) =
[
n1(t), n2(t), . . .

]T
.

В системах кинетических уравнений почти всегда учитываются только бинарные взаимодействия,
а одновременные соударения большего числа частиц игнорируются. Последнее представляется разумным
приближением, например, когда рассматриваемая физическая система обладает невысокой плотностью.
Однако в реальных физических процессах могут иметь место и одновременные взаимодействия многих
частиц. В частности, вклад таких взаимодействий может быть заметен, когда продукты множественных
столкновений являются существенно более стабильными, чем продукты бинарных. Процессы агрегации,
допускающие множественные столкновения, могут быть описаны так называемыми “многочастичными”
уравнениями типа Смолуховского, имеющими вид

dn

dt
=

D∑

d=2

[
P(d)(n) +Q(d)(n)

]
, (1)
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где операторы P(d) =
[
p
(d)
1 , p

(d)
2 , . . .

]T
и Q(d) =

[
q
(d)
1 , q

(d)
2 , . . .

]T
задаются своими компонентами

p
(d)
k (n) =

1

d!

∑

Id=k

C
(d)
i1,i2,...,id

ni1ni2 . . . nid , Id = i1 + i2 + . . .+ id, k = 1,∞, d = 2, D;

q
(d)
k (n) =−

nk

(d− 1)!

∞∑

i1,i2,...,id−1=1

C
(d)
i1,i2,...,id−1,k

ni1ni2 . . . nid−1
, k = 1,∞, d = 2, D.

Здесь предполагается, что в физической системе допустимы все типы столкновений по количеству d
участвующих в них частиц для d = 2, D. Фиксированный параметр D определяет максимальное число
агрегатов, участвующих в одном взаимодействии. Таким образом, столкновения для d > D считаются
маловероятными и не учитываются. При D = 2 рассматриваемые уравнения являются исходными двух-
частичными уравнениями агрегации Смолуховского [3].

В уравнениях (1) величины p
(d)
k и q

(d)
k целиком и полностью отвечают за d-частичные взаимодей-

ствия, приводящие к изменению концентрации агрегатов размера k. Компонента p
(d)
k описывает скорость

образования частиц размера k = Id = i1+i2+. . .+id посредством столкновений частиц всевозможных раз-

меров i1, i2, . . . , id. Компонента q
(d)
k определяет скорость, с которой агрегаты размера k исчезают за счет

соударений с частицами любых других возможных в системе размеров i1, i2, . . . , id−1. Отметим, что из фи-

зических соображений следуют неотрицательность кинетических коэффициентов C
(d)
i1,i2,...,id

и их симмет-
ричность относительно размеров взаимодействующих частиц. Симметрией коэффициентов объясняется
наличие множителей (зависящих от d) перед суммами в определениях компонент, позволяющих избежать
кратного суммирования.

Для указанной бесконечной системы обыкновенных дифференциальных уравнений (1) можно рас-
сматривать задачу Коши при задании начальных условий

n(0) = [n1,0, n2,0, . . .]
T . (2)

В качестве характеристик процесса агрегации, описываемого задачей Коши (1), (2), в момент времени t
вводятся полная концентрация агрегатов n и общая масса вещества m, а именно

n(t) =
∞∑

k=1

nk(t), m(t) =
∞∑

k=1

k · nk(t).

Для системы уравнений (1) при D = 2 известны линейные ограничения на рост кинетических коэффици-

ентов вида sup
i1,i2

C
(2)
i1,i2

(1+i1+i2)
−1 <∞, гарантирующие выполнение закона сохранения массы m(t) = m(0)

при начальных условиях из достаточно широкого класса [1]. Можно показать, что в более общем случае си-
стемы при D > 2 масса не обязана сохраняться, когда для коэффициентов хотя бы при одном d = 2, D
наблюдается сверхлинейный рост.

Если в среде возможны только D-частичные столкновения, то равны нулю кинетические коэффици-
енты, отвечающие за иные типы столкновений. В таком случае уравнения (1) принимают вид

dn

dt
= P(D)(n) +Q(D)(n). (3)

Аналитическое решение задачи Коши (2), (3) известно только для кинетических коэффициентов специ-
ального простого вида при определенных начальных условиях [4–6].

Свойства систем кинетических уравнений (1) при D = 2 хорошо изучены [1, 2, 7]. Эффективный
разностный метод приближенного численного решения двухчастичной системы обсуждался в работе [8].
Кроме того, распространенными численными методами решения задачи Коши для двухчастичных кине-
тических уравнений являются методы Монте-Карло [9, 10]. Однако большая сложность многочастичной
системы затрудняет ее исследование и накладывает существенные ограничения на прямое применение
классических вычислительных методов.

Последнее утверждение можно продемонстрировать на примере конечно-разностной схемы предиктор–
корректор для задачи Коши (1), (2). Пусть параметр N определяет количество уравнений, задействован-
ных при аппроксимации исходной бесконечной системы (1) обыкновенных дифференциальных уравнений

конечной системой. В обозначениях ns
N = [ns

1, n
s
2, . . . , n

s
N ]

T
при s = 0, 1/2, 1, . . ., где ns

k ≈ nk(s · ∆t) для
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k = 1, 2, . . . , N , указанная разностная схема для конечной системы может быть записана следующим
образом: 




n0
N = [n1,0, n2,0, . . . , nN,0]

T ,

n
s+1/2
N − ns

N

∆t/2
=

D∑

d=2

[
P

(d)
N

(
ns

N

)
+Q

(d)
N

(
ns

N

)]
,

ns+1
N − ns

N

∆t
=

D∑

d=2

[
P

(d)
N

(
n

s+1/2
N

)
+Q

(d)
N

(
n

s+1/2
N

)]
.

(4)

Здесь операторы P
(d)
N =

[
p
(d)
1 , p

(d)
2 , . . . , p

(d)
N

]T
и Q

(d)
N =

[
q
(d)
1 , q

(d)
2 , . . . , q

(d)
N

]T
задаются компонентами

p
(d)
k (nN )≡ p

(d)
k (n) =

1

d!

∑

Id=k

C
(d)
i1,i2,...,id

ni1ni2 . . . nid , k = 1, N, d = 2, D;

q
(d)
k (nN ) =−

nk

(d− 1)!

N∑

i1,i2,...,id−1=1

C
(d)
i1,i2,...,id−1,k

ni1ni2 . . . nid−1
, k = 1, N, d = 2, D.

Разностная схема (4) имеет второй порядок точности по времени. Основными препятствиями для ее прямо-

го применения являются сложность вычисления операторов P
(d)
N и Q

(d)
N на каждом шаге схемы и затраты

на хранение в памяти кинетических коэффициентов C
(d)
i1,i2,...,id

. В итоге наблюдается экспоненциальная

зависимость O
(
ND

)
формальной алгоритмической сложности выполнения шага и количества задейство-

ванных ячеек памяти от максимального допустимого количества D частиц, участвующих в одном взаи-
модействии.

Решением этой проблемы может служить использование малоранговых тензорных аппроксимаций

массивов коэффициентовC(d) =
[
C

(d)
i1,i2,...,id

]
(называемых также ядрами) и быстрых алгоритмов линейной

алгебры. При этом для представления ядра в памяти и приближенного вычисления операторов P
(d)
N и Q

(d)
N

могут быть использованы известные тензорные разложения, такие как каноническое (CP — Canonical
Polyadic), разложение Таккера или TT-разложение (Tensor Train decomposition). Таким образом, алго-
ритмическая сложность построения указанных аппроксимаций, сложность вычислений на каждом шаге
схемы и объемы используемой для расчетов памяти напрямую зависят от малости рангов используемых
тензорных аппроксимаций.

В настоящей статье обобщаются результаты работ [8, 11, 12], посвященных численному методу ре-
шения систем двухчастичных и трехчастичных кинетических уравнений типа Смолуховского. Предла-
гаются эффективные методы приближенного численного решения систем уравнений более общего вида,
допускающих множественные столкновения агрегатов. При этом снижается асимптотика алгоритмиче-
ской сложности разностной схемы Рунге–Кутты второго порядка и количества используемых ячеек опе-

ративной памяти за счет эффективных алгоритмов вычисления операторов P
(d)
N и Q

(d)
N с использованием

тензорных разложений. Разработанные методы позволяют качественно расширить круг задач, доступных
для детального изучения методами математического моделирования.

2. Тензорные разложения. В этом разделе сравниваются основные известные тензорные разло-

жения с целью выявления наиболее подходящего из них для вычисления операторов P
(D)
N и Q

(D)
N . Такие

представления многомерных массивов (называемых также тензорами) являются обобщениями скелет-
ного разложения матриц и основаны на идее разделения переменных. Тензорные аппроксимации яд-
ра C(D) будут рассматриваться с некоторой фиксированной допустимой погрешностью ε по фробениу-
совой норме ‖ · ‖F . Указанная норма для заданного тензора T = [Ti1,i2,...,iD ] определяется выражени-

ем ‖T ‖2F =
∑

i1,i2,...,iD

T 2
i1,i2,...,iD .

Самым простым с теоретической точки зрения способом обобщить скелетное разложение матриц,
но не слишком удобным с практической, является каноническое (полилинейное, CP) разложение. В таком
приближенном разложении элементы тензора C(D) представляются в следующем виде:

C
(D)
i1,i2,...,iD

≈
∑

ρ

u
(1)
i1,ρ
· u

(2)
i2,ρ
· . . . · u

(D)
iD ,ρ. (5)

Число слагаемых R в правой части называется рангом разложения (5). Минимальное возможное R в точ-
ном разложении указанного вида называется каноническим тензорным рангом (или просто рангом) тен-
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зора C(D). Матрицы U (λ) =
[
u
(λ)
iλ,ρ

]
∈ R

N×R для λ = 1, D называются факторами канонического раз-

ложения (5). Указанное представление тензоров изначально было предложено в работе [13]. Основным
преимуществом такого представления при малом R является малое число определяющих его парамет-
ров O(DRN), а следовательно, и малое число ячеек памяти, необходимых для хранения тензора. При этом
поиск приближенных разложений малого ранга указанного вида в общем случае при D > 2 представля-
ет собой весьма трудную задачу. Приближенное каноническое разложение можно пытаться вычислить
с помощью известных итерационных алгоритмов, например методом переменных направлений (ALS —
Alternating Least Squares) [14]. Сложность итерации такого алгоритма составляет O

(
R3 +R2N

)
, если из-

вестен ранг R текущей аппроксимации рассматриваемого тензора [15]. Важно отметить, что алгоритмы
указанного вида могут работать медленно и не гарантируют сходимости к оптимальному разложению.

Другим широко известным применением идеи разделения переменных в многомерном случае явля-
ется разложение Таккера, впервые рассмотренное в работе [16]. Оно определяется соотношениями

C
(D)
i1,i2,...,iD

≈
∑

ρ1,ρ2,...,ρD

Gρ1,ρ2,...,ρD
· v

(1)
i1,ρ1
· v

(2)
i2,ρ2
· . . . · v

(D)
iD ,ρD

. (6)

Если индексы ρλ изменяются в пределах 1, Rλ для k = 1, D, то числа Rλ называются рангами разложе-
ния Таккера (6). Минимальные возможные Rλ среди всех точных разложений указанного вида называ-
ются рангами Таккера для тензора C(D). Тензор G = [Gρ1,ρ2,...,ρD

] ∈ R
R1×R2×...×RD называется ядром, а

матрицы V (λ) =
[
v
(λ)
iλ,ρλ

]
∈ R

N×Rλ называются факторами разложения Таккера (6).

Пусть R = max
{
Rλ : λ = 1, D

}
. Для указанного представления тензора C(D) существует устойчивый

алгоритм аппроксимации сложности O
(
RDN

)
, основанный на поиске сингулярных разложений некото-

рых специальных матриц [16, 17]. Однако практическая применимость разложения Таккера существенно
зависит от малости величины R, поскольку необходимо использовать O

(
RD + DRN

)
параметров, опре-

деляющих разложение.
При большой размерности D имеет смысл рассматривать TT-разложение (тензорный поезд), не имею-

щее недостатков описанных выше разложений [18, 19]. В таком представлении элементы ядра C(D) можно
приближенно записать в виде

C
(D)
i1,i2,...,iD

≈
∑

ρ1,ρ2,...,ρD−1

H
(1)
ρ0,i1,ρ1

·H
(2)
ρ1,i2,ρ2

· . . . ·H
(D)
ρD−1,iD,ρD

, ρ0 = ρD = 1. (7)

Пусть индексы ρλ для λ = 0, D изменяются в пределах 1, Rλ. Числа Rλ называются рангами TT-раз-
ложения (7). Минимальные возможные Rλ среди всех точных разложений указанного вида называются

TT-рангами тензора C(D). Тензоры H(λ) =
[
H

(λ)
ρλ−1,iλ,ρλ

]
∈ R

Rλ−1×N×Rλ называются факторами (или яд-

рами) TT-разложения (7). Если R = max
{
Rλ : λ = 0, D

}
, то разложение задается O

(
DR2N

)
параметрами.

Для рассматриваемого представления существует устойчивый метод аппроксимации тензора C(D) по ча-
сти его элементов, требующий O

(
D2R2N +DR3N

)
операций [20].

Важно отметить, что если число R задает значение канонического ранга тензора C(D), то все ранги
Таккера и TT-ранги указанного тензора ограничены величиной R сверху [19]. С учетом данного обсто-
ятельства приводится сводная табл. 1 основных свойств рассмотренных тензорных разложений (5)–(7).
Ясно, что если удалось найти приближенное каноническое разложение, то его применение снизит затраты
на объемы требуемой памяти.

3. Методы ускорения вычислений в разностной схеме предиктор–корректор. В этом раз-
деле на примере ядра C(D) показывается, как с помощью разложений (5)–(7) из раздела 2 может быть

снижена алгоритмическая сложность вычисления операторов P
(D)
N и Q

(D)
N . Приводятся алгоритмы 1–4

вычисления указанных операторов с использованием тензорных аппроксимаций. В этих алгоритмах ис-
пользуются следующие операции с векторами: дискретная свертка, поэлементное умножение, сложение
векторов, умножение на скаляр, а также операция умножения матрицы на вектор, в том числе умноже-
ние степеней матрицы сдвига L = [lij ] на вектор, где lij = δi,j+1 и δij — символ Кронекера. Дискретная
свертка векторов из N элементов может быть вычислена с помощью быстрого дискретного преобразова-
ния Фурье за O(N logN) арифметических операций [21]. Умножение степени матрицы сдвига на вектор
можно выполнить за O(N) операций.
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Таблица 1
Сравнение тензорных разложений для D-мерного массива

размера N ×N × . . .×N ранга R

Число Сложность Наличие
Разложение используемых аппроксимации устойчивых алгоритмов

ячеек памяти аппроксимации

Каноническое (CP) O(DRN) Сложность итерации: Неизвестны

O
(
R3 +R2N

)

Таккера O
(
RD +DRN

)
O
(
RDN

)
Известны

Тензорный поезд (TT) O
(
DR2N

)
O
(
DR3N

)
Известны

В обозначениях Iλ = i1 + i2 + . . .+ iλ компоненты оператора D! · P
(D)
N могут быть записаны в виде

D · p
(D)
k =

k−D+1∑

i1=1

k−D+2−I1∑

i2=1

. . .

k−2−ID−3∑

iD−2=1

k−1−ID−2∑

iD−1=1

C
(D)
i1,i2,...,iD−1,k−ID−1

ni1ni2 . . . niD−1
nk−ID−1

, k = 1, N.

Здесь равенство p
(D)
k = 0 заведомо выполнено, если k = 1, D − 2.

Пусть для ядра C(D) известны аппроксимации каноническим разложением вида (5) и разложением
Таккера вида (6). Если подставить указанные разложения в формулу для компонент и изменить порядок

суммирования, то в обозначениях û
(λ)
i,ρ = u

(λ)
i,ρ · ni и v̂

(λ)
i,ρ = v

(λ)
i,ρ · ni можно получить следующие прибли-

женные равенства:

D! · p
(D)
k ≈

R∑

ρ=1



k−D+1∑

i1=1

û
(1)
i1,ρ
· . . . ·

k−2−ID−3∑

iD−2=1

û
(D−2)
iD−2,ρ

·

k−1−ID−2∑

iD−1=1

û
(D−1)
iD−1,ρ

· û
(D)
k−ID−1,ρ


 , (8)

D! · p
(D)
k ≈

∑

ρ1,ρ2,...,ρD

Gρ1,ρ2,...,ρD
·



k−D+1∑

i1=1

v̂
(1)
i1,ρ1
· . . . ·

k−2−ID−3∑

iD−2=1

v̂
(D−2)
iD−2,ρD−2

·

k−1−ID−2∑

iD−1=1

v̂
(D−1)
iD−1,ρD−1

· v̂
(D)
k−ID−1,ρD


 . (9)

Можно заметить, что для номера компоненты k = D − 1, N слагаемое в квадратных скобках при каж-
дом ρ = 1, R из правой части соотношения (8) является элементом под номером k−D+ 2 итерированной

дискретной свертки û
(1)
ρ ∗ û

(2)
ρ ∗ . . .∗ û

(D)
ρ ∈ R

N , где û
(λ)
ρ =

[
û

(λ)
1,ρ , û

(λ)
2,ρ , . . . , û

(λ)
N,ρ

]T
. На данном наблюдении

основывается алгоритм 1 приближенного вычисления компонент оператора P
(D)
N сразу при всех k = 1, N

сложности O(DRN logN) арифметических операций. При этом сложность наивного вычисления компо-
нент составляет O

(
ND

)
.

Аналогичным образом может быть построен алгоритм сложности O
(
DRDN logN

)
на основе соотно-

шения (9). Учтем, что для k = D − 1, N слагаемое в квадратных скобках из правой части соотношения (9)

при каждом ρ = 1, R является элементом под номером k − D + 2 вектора v̂
(1)
ρ1
∗ v̂ (2)

ρ2
∗ . . . ∗ v̂ (D)

ρD
∈ R

N ,

где v̂
(λ)
ρλ

=
[
v̂
(λ)
1,ρλ

, v̂
(λ)
2,ρλ

, . . . , v̂
(λ)
N,ρλ

]T
.

Пусть теперь для ядра C(D) известна аппроксимация TT-разложением вида (7). По аналогии с ап-

проксимациями (5) и (6) в обозначениях ĥ
(λ)
ρλ−1,i,ρλ

= h
(λ)
ρλ−1,i,ρλ

· ni можно прийти к соотношениям

D! · p
(D)
k ≈

∑

ρ1

k−D+1∑

i1=1

ĥ
(1)
ρ0,i1,ρ1

· . . . ·
∑

ρD−2

k−2−ID−3∑

iD−2=1

ĥ
(D−2)
ρD−3,iD−2,ρD−2

·
∑

ρD−1

k−1−ID−2∑

iD−1=1

ĥ
(D−1)
ρD−2,iD−1,ρD−1

· ĥ
(D)
ρD−1,k−ID−1,ρD

.

Таким образом, одновременно для всех k = D − 1, N значение компоненты p
(D)
k вычисляется в ходе после-

довательного по λ применения дискретных сверток по модовому индексу iλ и суммирования полученных
результатов вдоль рангового индекса ρλ. Указанный вычислительный процесс описан в алгоритме 2. Его
полная сложность составляет O

(
DR2N logN

)
арифметических операций.
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Алгоритм 1. Вычисление оператора P
(D)
N в точке nN

Вход: Факторы U (λ) =
[
u
(λ)
ρ

]
∈ R

N×R приближенного канонического разложения тензора C(D),

где u
(λ)
ρ =

[
u
(λ)
1,ρ , u

(λ)
2,ρ , . . . , u

(λ)
N,ρ

]T
; вектор концентраций nN ∈ R

N

Выход: Приближенное значение P
(D)
N (nN ) ∈ R

N

1: Функция Свертка в CP-формате
(
U (1), U (2), . . . , U (D), nN

)

2: x← 0 ⊲O (N) операций
3: Для каждого ρ← 1, 2, . . . , R выполнить
4: y ← u

(D)
ρ ◦ nN ⊲Поэлементное умножение, O(N) операций

5: Для каждого λ← D − 1, D − 2, . . . , 1 выполнить
6: z ← u

(λ)
ρ ◦ nN ⊲Поэлементное умножение, O(N) операций

7: y ← y ∗ z ⊲Дискретная свертка, O(N logN) операций
8: Конец цикла
9: x← x+ y ⊲O(N) операций

10: Конец цикла

11: x←
1

D!
LD−1x ⊲Умножение матрицы сдвига с коэффициентом на вектор,

⊲O(N) операций

12: Возвратить x

13: Конец функции
Полная сложность: O(DRN logN) арифметических операций

Алгоритм 2. Вычисление оператора P
(D)
N в точке nN

Вход: Факторы H(λ) =
[
h(λ)
ρλ−1,ρλ

]
∈ R

Rλ−1×N×Rλ приближенного TT-разложения тензора C(D),

где h
(λ)
ρλ−1,ρλ

=
[
h
(λ)
ρλ−1,iλ,ρλ

]T
∈ R

N ; вектор концентраций nN ∈ R
N

Выход: Приближенное значение P
(D)
N (nN ) ∈ R

N

1: Функция Свертка в TT-формате
(
H(1), H(2), . . . , H(D), nN

)

2: Для каждого ρD−1 ← 1, 2, . . . , RD−1выполнить
3: x

(D−1)
ρD−1

← h
(D)
ρD−1,1

◦ nN ⊲Поэлементное умножение, O(N) операций

4: Конец цикла
5: Для каждого λ← D − 1, D − 2, . . . , 1 выполнить
6: Для каждого ρλ−1 ← 1, 2, . . . , Rλ−1 выполнить
7: x

(λ−1)
ρλ−1

← 0 ⊲O(N) операций
8: Для каждого ρλ ← 1, 2, . . . , Rλ выполнить
9: y ← h(λ)

ρλ−1,ρλ
◦ nN ⊲Поэлементное умножение, O(N) операций

10: y ← x
(λ)
ρλ ∗ y ⊲Дискретная свертка, O(N logN) операций

11: x
(λ−1)
ρλ−1

← x
(λ−1)
ρλ−1

+ y ⊲O(N) операций
12: Конец цикла
13: Конец цикла
14: Конец цикла

15: x
(0)
1 ←

1

D!
LD−1 x

(0)
1 ⊲Умножение матрицы сдвига с коэффициентом

⊲на вектор, O(N) операций

16: Возвратить x
(0)
1

17: Конец функции
Полная сложность: O

(
DR2N logN) арифметических операций
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Как и в случае с приближенным вычислением оператора P
(D)
N для компонент Q

(D)
N при использо-

вании аппроксимаций ядра C(D) каноническим разложением вида (5) и разложением Таккера вида (6)
получаются приближенные выражения

− (D − 1)! · q
(D)
k ≈

R∑

ρ=1




N∑

i1=1

û
(1)
i1,ρ
·

N∑

i2=1

û
(2)
i2,ρ
· . . . ·

N∑

iD−1=1

û
(D−1)
iD−1,ρ

· û
(D)
k,ρ


 , (10)

− (D − 1)! · q
(D)
k ≈

∑

ρ1,ρ2,...,ρD

G(D)
ρ1,ρ2,...,ρD

·




N∑

i1=1

v̂
(1)
i1,ρ1
·

N∑

i2=1

v̂
(2)
i2,ρ2
· . . . ·

N∑

iD−1=1

v̂
(D−1)
iD−1,ρD−1

· v̂
(D)
k,ρD


 . (11)

Ясно, что суммы по модовым индексам iλ внутри квадратных скобок из правых частей соотношений (10)
и (11) не зависят от индекса k и могут быть вычислены заранее. После этого производится суммирование
по соответствующим ранговым индексам ρ либо ρλ, что эквивалентно операциям умножения матрицы

на вектор. Эффективная организация указанных вычислений компонент q
(D)
k оператора Q

(D)
N по форму-

ле (10) предлагается в алгоритме 3 сложности O(DRN). Можно записать аналогичный алгоритм слож-
ности O

(
DRD−1 +RD +DRN

)
, реализующий вычисления по формуле (11). Сложность вычисления ком-

понент напрямую составляет O
(
ND

)
арифметических операций.

Алгоритм 3. Вычисление оператора Q
(D)
N в точке nN

Вход: Факторы U (λ) =
[
u
(λ)
ρ

]
∈ R

N×R приближенного канонического разложения тензора C(D),

вектор концентраций nN ∈ R
N

Выход: Приближенное значение Q
(D)
N (nN ) ∈ R

N

1: Функция Умножение на вектор в CP-формате
(
U (1), U (2), . . . , U (D), nN

)

2: y ← 1 ⊲Вектор из единиц, O(R) операций
3: Для каждого λ← 1, 2, . . . , D − 1 выполнить

4: z ←
(
U (λ)

)T
nN ⊲Умножение матрицы на вектор, O(RN) операций

5: y ← y ◦ z ⊲Поэлементное умножение, O(R) операций
6: Конец цикла

7: x← −
1

(D − 1)!
U (D)y ⊲Умножение матрицы на вектор, O(RN) операций

8: x← x ◦nN ⊲Поэлементное умножение, O(N) операций
9: Возвратить x

10: Конец функции
Полная сложность: O(DRN) арифметических операций

При использовании аппроксимации ядра C(D) TT-разложением вида (7) имеем соотношения

−(D − 1)! · q
(D)
k ≈

∑

ρ1

N∑

i1=1

ĥ
(1)
ρ0,i1,ρ1

· . . . ·
∑

ρD−2

N∑

iD−2=1

ĥ
(D−2)
ρD−3,iD−2,ρD−2

·
∑

ρD−1

N∑

iD−1=1

ĥ
(D−1)
ρD−2,iD−1,ρD−1

· ĥ
(D)
ρD−1,k,ρD

.

Одновременно для всех k = 1, N значения компонент q
(D)
k в последней формуле могут быть приближен-

но найдены как результат последовательного по λ вычисления пар сумм, сначала по модовому индек-
су iλ, а затем по ранговому индексу ρλ. Данная схема вычислений лежит в основе алгоритма 4 сложно-
сти O

(
DR2N

)
арифметических операций.

В сводной табл. 2 указаны оценки алгоритмической сложности основных операций при работе с тен-
зорными разложениями: получения тензорных представлений для ядер и приближенного вычисления

операторов P
(D)
N и Q

(D)
N . Ясно, что объемы вычислений на каждом шаге разностной схемы определяются

сложностью сверточного оператора P
(D)
N и составляют O(DRN logN), O

(
DRDN logN

)
и O

(
DR2N logN

)

операций при использовании для ядра C(D) соответствующих аппроксимаций СP-разложением, разложе-
нием Таккера и тензорным поездом.

Таким образом, при учете табл. 1 становится ясно, что для ускорения вычислений лучше использовать
точные CP-разложения, если таковые известны. В противном случае для аппроксимаций ядер предпочти-
тельно применение ТT-разложений, так как известны надежные методы их построения. Однако поскольку
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Алгоритм 4. Вычисление оператора Q
(D)
N в точке nN

Вход: Факторы H(λ) =
[
H(λ)

ρλ

]
∈ R

Rλ−1×N×Rλ приближенного TT-разложения тензора C(D),

где H(λ)
ρλ

=
[
h
(λ)
ρλ−1,iλ,ρλ

]
∈ R

Rλ−1×N ; вектор концентраций nN ∈ R
N

Выход: Приближенное значение Q
(D)
N (nN ) ∈ R

N

1: Функция Умножение на вектор в ТТ-формате
(
H(1), H(2), . . . , H(D), nN

)

2: yD ← 1
3: Для каждого λ← D − 1, . . . , 2 выполнить
4: Для каждого ρλ ← 1, 2, . . . , Rλ выполнить
5: z

(λ)
ρλ
←H(λ)

ρλ
nN ⊲Умножение матрицы на вектор, O(RN) операций

6: Конец цикла

7: yλ−1 ←
[
z
(λ)
1 , z

(λ)
2 , . . . , z

(λ)
Rλ

]
yλ ⊲Умножение матрицы на вектор, O

(
R2

)
операций

8: Конец цикла

9: x← −
1

(D − 1)!
H(1)y1 ⊲Умножение матрицы на вектор, O(RN) операций

10: x← x ◦ nN ⊲Поэлементное умножение, O(N) операций
11: Возвратить x

12: Конец функции
Полная сложность: O

(
DR2N

)
арифметических операций

Таблица 2
Алгоритмические сложности операций для различных тензорных

представлений D-мерного массива размера N ×N × . . .×N ранга R

Сложность Сложность Сложность
Разложение аппроксимации вычисления вычисления

оператора P
(D)
N оператора Q

(D)
N

Каноническое (CP) Сложность итерации: O(DRN logN) O(DRN)

O
(
R3 +R2N

)

Таккера O
(
RD +N

)
O
(
DRDN logN

)
O
(
DRD−1 +RD +DRN)

Тензорный поезд (TT) O
(
DR3N

)
O
(
DR2N logN

)
O
(
DR2N

)

число физически релевантных классов ядер невелико, то построение их хороших приближений в виде сум-
мы одноранговых тензоров является отдельной важной задачей. Эта задача не решается в рамках данной
работы и может рассматриваться как перспективное направление будущих исследований.

4. Численные эксперименты для модельных задач. В этом разделе приводятся результаты чис-
ленных экспериментов для реализаций разностной схемы предиктор–корректор (4) на основе тензорных
разложений для задачи Коши системы кинетических уравнений (3) типа Смолуховского, допускающей
столкновения только D частиц при D = 2, 3, 4, 5. Кроме того, рассматриваются реализации для общей
схемы, допускающей столкновения любого числа d = 2, D частиц. В качестве начальных условий были
выбраны монодисперсные nk,0 = δ1,k. Следующие три типа тестовых массивов кинетических коэффици-
ентов (ядер) C(d) использовались для расчетов:

C
(d)
i1,i2,...,id

≡ 1; (12)

C
(d)
i1,i2,...,id

=
∑

σ

iµ1

σ(1) · i
µ2

σ(2) · . . . · i
µd

σ(d), µλ = 0.45− 0.1λ, λ = 2, d; (13)

C
(d)
i1,i2,...,id

= (i1 + i2 + . . .+ id)
α, α = 0.5. (14)

Сумма в формуле (13) предполагается по всем перестановкам σ : {1, 2, . . . , d} → {1, 2, . . . , d}. Необходимо
отметить, что CP- и ТТ-реализации разностной схемы при D = 2 эквивалентны в силу совпадения ис-
пользуемых разложений. Данный случай уже был рассмотрен в работе [11]. Однако здесь для полноты
описания рассматриваемых явлений приводятся результаты в том числе и для D = 2.
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Для численных экспериментов применялись вычисления на основе TT-разложения. С целью про-
верки точности ТТ-аппроксимаций был также проведен ряд экспериментов с использованием точных
CP-разложений ядер вида (12) и (13). Для каждого из двух типов ядер приводятся времена расчета
для реализаций разностной схемы предиктор–корректор на основе рассматриваемых разложений. Кро-
ме того, указывается время построения приближенного ТТ-разложения. При известном аналитическом
решении в случае ядер (12), монодисперсных начальных условий и допустимых столкновений D-частиц
оценивается относительная погрешность полной концентрации агрегатов. Для ядер типа (13) оценивает-
ся относительная разность полной концентрации |nCP − nTT| /nCP двух реализаций схемы. Кроме того,
приводятся измерения ранга полученных ТТ-аппроксимаций для ядер вида (13) и (14). В данной рабо-
те отсутствуют эксперименты с разложением Таккера, неэффективность которого для рассматриваемой
задачи уже была показана в разделе 3. Все расчеты были выполнены на персональном компьютере (4-
ядерный процессор Intel Core i5-330s CPU@2.70 ГГц).

Таблица 3
Сравнение времен расчета (в секундах) для реализаций схемы предиктор–корректор в

зависимости от допустимого количества D частиц, участвующих в одном взаимодействии5

D Тип ядра (I) Постоянное (II) Обобщенного умножения

Число уравнений N 214 215 216 217 214 215 216 217

CP-схема 0.25 0.47 0.93 2.43 0.39 0.70 1.72 4.07

2 TT-схема 0.75 1.61 3.62 8.27 0.89 2.18 4.85 12.65

TT-аппроксимация 0.13 0.25 0.48 0.98 0.38 0.73 1.44 2.77

CP-схема 0.24 0.45 0.98 2.61 0.55 0.95 2.50 5.21

3 TT-схема 1.43 3.08 7.11 15.54 4.53 11.30 29.46 77.59

TT-аппроксимация 0.21 0.41 0.80 1.38 3.50 7.16 13.05 27.72

CP-схема 0.28 0.54 1.13 2.86 0.68 1.27 3.31 6.32

4 TT-схема 2.12 4.58 10.06 23.00 16.24 47.28 128.4 331.6

TT-аппроксимация 0.30 0.59 1.15 1.81 50.53 108.4 217.0 445.7

CP-схема 0.31 0.58 1.24 3.10 0.72 1.61 3.98 8.41

5 TT-схема 2.80 5.91 13.04 29.99 55.17 166.4 451.6 1286.0

TT-аппроксимация 0.37 0.74 1.38 2.26 976.1 2060.1 4082.0 8425.4

В табл. 3 приведены измерения времен расчета для CP и ТТ-реализаций схемы предиктор–корректор,
допускающей только D-частичные столкновения агрегатов. Схема построена для постоянных ядер ви-
да (12) и ядер обобщенного умножения вида (13) при монодисперсных начальных условиях nk,0 = δ1,k.
В данном случае каждое из ядер (12) задается точным каноническим разложением ранга R = 1, при этом
максимальный ТТ-ранг для указанного ядра тоже равен 1. В формулах (13) ядра C(d) формально пред-
ставлены точными каноническими разложениями ранга d!, однако в силу вида фактор-матриц U (λ) нет

необходимости использовать в вычислениях операторов P
(d)
N и Q

(d)
N более одного слагаемого для каждого

из указанных разложений.

5 Схемы построены на основе точного СP-разложения и приближенного TT-разложения ядра C(D)

вида (I) C
(D)
i1,i2,...,iD

≡ 1 и (II) C
(D)
i1,i2,...,iD

=
∑

σ

iµ1

σ(1) · i
µ2

σ(2) · . . . · i
µD

σ(D) (сумма по всем перестановкам σ),

а также µλ = 0.45− 0.1λ, λ = 2, D. Для ТТ-реализаций приводятся измерения времен аппроксимации.
В вычислениях CP-схемы для ядра типа (II) учитывалось только одно слагаемое разложения (в силу
вида ядра). Начальные условия nk,0 = δ1,k, шаг ∆t = 0.01 и число итераций T = 100.
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Таблица 4
Сравнение рангов ТТ-аппроксимаций для массивов кинетических коэффициентов

C
(D)
i1,i2,...,iD

=
∑

σ

iµ1

σ(1) · i
µ2

σ(2) · . . . · i
µD

σ(D), µλ = 0.45− 0.1λ, λ = 2, D в зависимости от

точности ε приближения массива по норме и количества задействованных уравнений N

N ε при D = 2 ε при D = 3 ε при D = 4 ε при D = 5

10−5 10−6 10−7 10−5 10−6 10−7 10−5 10−6 10−7 10−5 10−6 10−7

214 2 2 2 3 3 3 6 6 6 8 9 10

215 2 2 2 3 3 3 6 6 6 9 9 10

216 2 2 2 3 3 3 6 6 6 9 10 10

217 2 2 2 3 3 3 6 6 6 9 10 10
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Рис. 1. Измерение времен расчета (без учета времени
аппроксимации) для реализации схемы предиктор–корректор

на основе приближенного TT-разложения в зависимости
от допустимого количества D частиц, участвующих

в одном взаимодействии6

На рис. 1 представлены изме-
рения времен расчета для схемы
на основе приближенного ТТ-раз-
ложения ядер вида (13), допускаю-
щей только D-частичные столкно-
вения агрегатов. В табл. 4 для ядер
вида (13) приводятся измерения
рангов ТТ-аппроксимаций в за-
висимости от точности приближе-
ния ε ядер по фробениусовой нор-
ме и числа задействованных урав-
нений N .

Все вместе указанные выше из-
мерения подтверждают алгоритми-
ческие сложности O(DRN logN)
времен расчета для CP-реализации,
O
(
DR2N logN

)
для ТТ-реализа-

ции и O
(
DR3N

)
для построения

ТТ-аппроксимации.
Известно, что в случае началь-

ных условий nk,0 = δ1,k (называ-
емых монодисперсными; через δij
обозначен символ Кронекера) и ко-

эффициентов C
(D)
i1,i2,...,iD

≡ 1 реше-
ние D-частичной задачи Коши (2), (3) определяется соотношениями

nk=1+s(D−1)(t) =
Γ
(
k · (D − 1)−1

)

Γ
(
(D − 1)−1

)
Γ(s+ 1)

·
(
n(t)

)D·(D−1)−1

·
(
1− n(t)

)s
, s = 0,∞;

nk 6=1+s(D−1)(t) ≡ 0, s = 0,∞; n(t) =
(
1 + (D − 1)2 · (D!)−1 · t

)−(D−1)−1

.

(15)

Здесь Γ(·) обозначает гамма-функцию. Тривиальность всех концентраций nk 6=1+s(D−1) естественным об-
разом следует из выбора начального условия, отсутствия процесса фрагментации и наличия только D-
частичных столкновений.

В табл. 5 приведены измерения относительной погрешности аппроксимации полной концентрации n(t)
агрегатов в различные моменты времени t для задачи Коши с постоянными кинетическими коэффици-

6 Кинетические коэффициенты C
(D)
i1,i2,...,iD

=
∑

σ

iµ1

σ(1) · i
µ2

σ(2) · . . . · i
µD

σ(D), µλ = 0.45 − 0.1λ, λ = 2, D;

начальные условия nk,0 = δ1,k, шаг ∆t = 0.01, число итераций T = 100.
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ентами C
(D)
i1,i2,...,iD

≡ 1 и монодисперсными начальными условиями nk,0 = δ1,k. Расчеты показали согла-
сованность кластерной плотности численного решения и аналитического решения (15). При этом полные
концентрации численных решений для реализаций на основе обоих разложений совпадают с машинной
точностью.

Таблица 5
Измерения относительной погрешности |n− nCP|/n
аппроксимации полной концентрации агрегатов n в

зависимости от времени для CP-реализации D-частичной
схемы предиктор–корректор при известном

аналитическом решении7

Время t D = 2 D = 3 D = 4 D = 5

1 4.20× 10−6 2.35× 10−6 3.28× 10−7 1.44× 10−8

10 2.62× 10−6 1.11× 10−6 2.75× 10−7 3.40× 10−8

100 3.62× 10−7 1.42× 10−7 4.18× 10−8 9.02× 10−9

В случае ядер типа (13) неизвестно аналитическое решение задачи Коши. В табл. 6 для указанных
ядер оценивается относительная разность полной концентрации |nCP − nTT|/nCP агрегатов для двух ре-
ализаций схемы. В данной схеме учитываются столкновения любого числа частиц d = 2, D. Расчеты
подтверждают совпадение кластерных плотностей численных решений.

Таблица 6
Измерения относительной разности |nCP − nTT|/nCP

аппроксимаций полной концентрации агрегатов в
зависимости от времени для задачи Коши8

Время t D = 2 D = 3 D = 4 D = 5

1 0.0 0.0 1.0× 10−14 1.17× 10−11

10 0.0 0.0 0.0 1.54× 10−10

100 0.0 1.90× 10−11 2.37× 10−11 4.58× 10−11

Прежде чем перейти к рассмотрению численных экспериментов для ядер типа (14), необходимо при-
вести формулировку теоремы, доказательство которой можно найти в работе [22].

Теорема 1. Для величин ε > 0, β > 0 и K > 1 найдутся веса wµ и показатели sµ для µ = 1,M ,

где M = O
(
log ε−1 · logK

)
, при которых

∣∣∣∣∣k
−β −

M∑

µ=1

wµe
−sµk

∣∣∣∣∣ 6 ε · k−β для любых k ∈ [1,K].

Следствием данной теоремы является следующая

Теорема 2. Массив C(D) кинетических коэффициентов C
(D)
i1,i2,...,iD

= (i1 + i2 + . . . + iD)α для вели-

чин ε > 0 и α ∈ (0, 1) может быть приближен c относительной погрешностью ε по фробениусовой

норме каноническим разложением ранга DM , где M = O
(
log ε−1 · logDN

)
.

Доказательство. Имеет место тождество IαD ≡ Iα−1
D ·ID , где ID = i1+i2+. . .+iD. Для аппроксимации

7 Кинетические коэффициенты C
(D)
i1,i2,...,iD

≡ 1, начальные условия nk,0 = δ1,k, число уравнений N = 217,
шаг ∆t = 0.01. Полные концентрации nCP и nTT численных решений СP и ТТ-реализаций совпадают
с машинной точностью.

8 C кинетическими коэффициентами C
(d)
i1,i2,...,id

=
∑

σ

iµ1

σ(1) · i
µ2

σ(2) · . . . · i
µd

σ(d), µλ = 0.45 − 0.1λ, λ = 2, d

для всех d = 2, D и начальными условиями nk,0 = δ1,k. Число уравнений N = 217, шаг ∆t = 0.01.
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величины Iα−1
D можно применить теорему 1 при k = ID и β = 1− α. Поэтому

(i1 + i2 + . . .+ iD)α ≡ Iα−1
D · ID ≈

M∑

µ=1

wµe
−sµID · ID ≡

D∑

λ=1

M∑

µ=1

iλwµ · e
−sµi1 · e−sµi2 · . . . · e−sµiD .

Что и требовалось доказать. �

Таблица 7
Сравнение рангов ТТ-аппроксимаций для массивов кинетических коэффициентов

C
(D)
i1,i2,...,iD

= (i1 + i2 + . . .+ iD)
α

при α = 0.5 в зависимости от точности ε

приближения по норме и количества задействованных уравнений N

N ε при D = 2 ε при D = 3 ε при D = 4 ε при D = 5

10−5 10−6 10−7 10−5 10−6 10−7 10−5 10−6 10−7 10−5 10−6 10−7

214 13 13 18 13 16 18 13 14 18 13 16 18

215 13 16 18 14 17 19 13 16 19 13 16 19

216 14 13 17 13 16 19 13 16 20 14 16 20

217 14 16 18 14 17 20 13 16 20 13 16 20
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Рис. 2. Сравнение рангов ТТ-аппроксимаций для массивов

кинетических коэффициентов C
(D)
i1,i2,...,iD

= (i1 + i2 + . . .+ iD)α

при α = 0.5 в зависимости от точности ε приближения
по норме. Количество уравнений N = 217

Из последней теоремы немед-
ленно следуют оценки на ТТ-ранги
ядер типа (14). Данный факт име-
ет место, поскольку максимальный
ТТ-ранг ядра C(D) ограничен свер-
ху значением его канонического
ранга R, что уже было отмечено
в разделе 2. В табл. 7 для ядер ука-
занного вида представлены измере-
ния рангов ТТ-аппроксимаций, со-
ответствующие приведенным выше
оценкам.

Измерения для числа уравне-
ний N = 217 иллюстрируются
на рис. 2. Из проведенных экспери-
ментов следует, что алгоритмы ТТ-
аппроксимации позволяют с при-
емлемой точностью получать при-
ближенные разложения малых ТТ-
рангов для ядер общего вида. По-
следнее означает универсальность
предлагаемого эффективного ме-
тода решения задачи Коши для си-
стемы кинетических уравнений многочастичной агрегации.

Необходимо отметить, что в представленной ТТ-реализации разностной схемы предиктор–корректор
не использовалось дожатие разложения, которое позволяет снизить его ТТ-ранги, а следовательно, и ал-
горитмическую сложность шага схемы. Кроме того, рассматриваемый разностный метод обладает огра-
ниченным ресурсом параллелизма, что также не учитывалось в реализациях.

5. Заключение. В настоящей статье рассмотрена задача агрегационной кинетики, сформулирован-
ная в классе обобщенных уравнений Смолуховского, допускающих множественные взаимодействия агре-
гатов. При использовании быстрых алгоритмов вычисления дискретных сверток массивов и алгоритмов
тензорных аппроксимаций построен численный метод, снижающий асимптотику сложности шага раз-
ностной схемы Рунге–Кутты второго порядка с O

(
ND

)
до O

(
DR2N logN

)
арифметических операций,

где D определяет максимальное число частиц, участвующих в одном взаимодействии, N задает число
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уравнений в конечной системе, аппроксимирующей исходную бесконечную систему обыкновенных диф-
ференциальных уравнений, R является максимальным рангом используемых приближений для массивов
кинетических коэффициентов. Предложенный численный метод задействует только O

(
DR2N

)
ячеек па-

мяти вместо O
(
ND

)
для исходной разностной схемы. Более того, если для используемого массива ки-

нетических коэффициентов может быть найдено каноническое разложение ранга R, то алгоритмическая
сложность шага может быть уменьшена до O(DRN logN) при задействовании O(DRN) ячеек памяти.

Разработанный метод может быть использован для численного решения широкого класса задач, до-
пускающих множественные столкновения. Метод может быть адаптирован на случай наличия процесса
фрагментации, источников и стоков частиц.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект № 14–11–00806).
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Abstract: Efficient methods for the numerical solving of a Cauchy problem for systems of Smoluchowski-
type kinetic equations of aggregation with multiple collisions of particles are proposed. The developed methods
are based on the tensor representations of kinetic coefficient arrays. The canonical, Tucker, and tensor train
(TT) decompositions are compared. The computational complexity of these tensor representations is estimated
for a second-order Runge–Kutta. The efficiency of the proposed methods for the systems with collisions of up
to five particles is shown in a series of numerical experiments for the canonical and TT-decompositions.

Keywords: multiple collision Smoluchowski equation, kinetics of aggregation processes, predictor–corrector
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