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УДК 519.6

О РЕШЕНИИ ЛИНЕЙНОЙ ЗАДАЧИ ФИЛЬТРАЦИИ ДЛЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ

СИСТЕМ

И.В. Колос1, М.В. Колос2

Рассмотрена задача восстановления сигналов в системах, описываемых дифференциальными
уравнениями гиперболического типа при наличии цветных шумов в измерениях. Как известно,
задача линейной фильтрации в этом случае, вообще говоря, некорректна. Предложен метод
нахождения приближенного решения задачи, основанный на идее регуляризации А. Н. Тихо-
нова и сведении задачи линейной фильтрации в системах с операторными коэффициентами к
задаче линейной фильтрации в системах, описываемых обыкновенными дифференциальными
уравнениями. Доказана сходимость алгоритма решения задачи.

Ключевые слова: восстановление сигналов, уравнения гиперболического типа, метод регуляриза-
ции, линейная фильтрация.

Пусть в n-мерном евклидовом пространстве En задана замкнутая ограниченная область P с границей
∂P = Γ, в каждой точке которой существует единственная нормаль n0; C

2(P ) — множество дважды диф-
ференцируемых в классическом смысле функций u(x) на P ; C2

1 (P ) — множество функций u(x) ∈ C2(P ),
для которых выполняется условие

u(x)|x∈Γ = 0. (1)

Введем обозначения: L2(P ) — гильбертово пространство интегрируемых с квадратом функций в смысле
Лебега на P ; (., .)0P , ‖ . ‖0P — скалярное произведение и норма в L2(P ); W

1
2 (P ) — позитивное соболевское

пространство;

(u, v)1P =

∫

P

( n∑

i=1

∂u

∂xi

∂v

∂xi
+ u(x)v(x)

)
dP

— скалярное произведение в W 1
2 (P ); ‖u‖1P =

√
(u, u)1P — норма в W 1

2 (P ).
Справедливо неравенство ‖u‖0P 6 k‖u‖1P ∀u ∈ W 1

2 (P ), k = const > 0. Рассмотрим на P линейное
дифференциальное уравнение второго порядка

Nu = −

n∑

i,j=1

∂

∂xi

(
aij(x)

∂u(x)

∂xj

)
+ a0(x)u(x), (2)

где aij(x) = aji(x) ∈ C2(P ), i, j = 1, . . . , n, a0(x) ∈ C(P ); C(P ) — пространство непрерывных функций
на P ; a0(x) > c0 для всех x ∈ P ; c0 = inf

x

{
a0(x) | x ∈ P

}
> 0.

Предполагаем, что справедливо также неравенство

n∑

i,j=1

aij(x)ξiξj > λ

n∑

i=1

ξ2i , x ∈ P, (3)

где λ — положительная константа, ξi — произвольные вещественные числа (i = 1, . . . , n).
Соотношения (1) – (3) задают в пространстве L2(P ) замкнутый линейный оператор B, такой, что

Bu = Nu для всех u ∈ C2
1 (P ). Оператор B имеет плотную в L2(P ) область определения D(B), является

симметрическим и положительно-определенным, т.е. справедливы соотношения

(Bu, v)0P = (u,Bv)0P ∀u, v ∈ D(B), (Bu, u)0P > c ‖ u ‖20P ∀u ∈ D(B), c = const > 0. (4)
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Введем обозначение (u, v)B = (Bu, v)0P для всех u, v ∈ D(B). Пополним D(B) по этому скалярному
произведению. Полученное пространство обозначим через HB. Примем это пространство за позитивное
HB = H+

B
и построим по H+

B
и L2(P ) негативное пространство H−

B
. Пусть f(x) ∈ L2(P ). Тогда выражение

(f, u)0P , u ∈ H+
B

определяет непрерывный функционал lf (u) на H+
B

(непрерывность следует из (4)) и

∣∣(f, u)0P
∣∣ =

∣∣lf (u)
∣∣ 6 ‖f‖0P ‖u‖0P 6 c ‖f‖0P ‖u‖+, f ∈ L2(P ), u ∈ H+

B

(
H+

B
⊂ L2(P )

)
,

где ‖ . ‖+ — норма в H+
B

. Пополним L2(P ) по норме

‖f‖− = sup
u

( ∣∣(f, u)0P
∣∣

‖u‖+
, f ∈ L2(P ), u ∈ H+

B
, ‖u‖+ 6= 0

)
.

Полученное пополнение задает пространство H−

B
. Оператор B непрерывно действует из H+

B
в H−

B
.

Пусть [0, t] — некоторый отрезок и переменная τ ∈ [0, t]. Определим область Q = P × [0, t]. Пусть
L2(Q) — пространство функций u(τ, x) на Q, отображающих сегмент [0, t] в пространство En и таких, что
t∫

0

∥∥u(τ)
∥∥2
0P
dτ = ‖ u ‖20Q <∞, где ‖ . ‖0Q — норма в L2(Q).

Рассмотрим на пространстве L2(Q) дифференциальный оператор L1u ≡
∂2u

∂τ2
+ Bu, u ∈ D(L1), где

D(L1) — множество функций u(τ, x), заданных в области Q, дважды непрерывно дифференцируемых по
τ ∈ [0, t]. По переменной x ∈ P функции u(τ, x) ∈ H+

B
и удовлетворяют условиям

u(τ, x)|τ=0 = 0,
∂u(τ, x)

∂τ

∣∣∣
τ=0

= 0, u(τ, x)|x∈Γ = 0. (5)

Введем обозначения: W 1
20(Q) — пополнение множества D(L1) по норме

‖u‖10Q =

( ∫

Q

[(∂u
∂τ

)2
+ uBu

]
dQ

)1/2

; (6)

‖ . ‖10Q, (., .)10Q — норма и скалярное произведение в позитивном пространстве W 1
20(Q); W−1

20 (Q) — нега-
тивное пространство, полученное пополнением L2(Q) по норме

‖v‖−10Q = sup
u

[ ∣∣(u, v)0Q
∣∣

‖u‖10Q
, v ∈ L2(Q), u ∈W 1

20(Q), ‖u‖10Q 6= 0

]
.

Обозначим через D(L∗
1) множество функций u(τ, x), имеющих хотя бы две производных в классическом

смысле по τ, а по x функции u(τ, x) ∈ H+
B

и удовлетворяют условиям

u(τ, x)|τ=t = 0,
∂u(τ, x)

∂τ

∣∣∣
τ=t

= 0, u(τ, x)|x∈Γ = 0. (7)

Пусть W 1
2t(Q) — пополнение множества D(L∗

1) по норме (6), а W−1
2t (Q) — негативное пространство для

W 1
2t(Q); L∗

1 — сопряженный оператор к L1; L
∗
1u ≡

∂2u

∂τ2
+ Bu, u ∈ D(L∗

1).

Расширим операторы L1 и L∗
1 на все пространство W 1

20(Q) и W 1
2t(Q) соответственно. Расширенные

операторы будем обозначать L и L∗.

Через (Ω,F , P ) обозначим вероятностное пространство, на котором определены все встречающиеся
в дальнейшем случайные величины и функции, а M — оператор математического ожидания; T — знак
транспонирования.

Постановка задачи. Пусть полезный q-мерный векторный сигнал u(τ, x) формируется системой

Lu ≡
∂2u

∂τ2
+ Bu(τ, x) = v(τ, x); (8)

u(0, x) = u0(x),
∂u(τ, x)

∂τ

∣∣∣
τ=0

= u1(x), u(τ, x)|x∈Γ = 0, (9)
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где v(τ, x) — белый гауссовский шум с известными статистиками, реализации v(τ, x) ∈ W−1
2t (Q); u0(x) и

u1(x) — гауссовские случайные функции с нулевым математическим средним и известными ковариаци-
онными операторами.

Измерения проводятся на интервале [0, t] и связаны с u(τ, x) соотношением

r(τ, x1) = Su + ξ(τ), r(τ, x1) ∈W−1
2t (G),

где S — линейный непрерывный оператор, действующий из пространства состояний L2(Q) в пространство
измерений L2(G); G = Λ×[0, t]; Λ — множество, в которое оператор S переводит область P (Λ ⊂ En); ξ(τ) —
шум измерений (например, вырожденный белый гауссовский шум). Равенства в уравнении наблюдений и
(8) понимаются в смысле негативного пространства, решение (8), (9) — в обобщенном смысле [3, 5].

Требуется по измерениям
{
r(τ, x1), 0 6 τ 6 t

}
определить последовательность оценок ûα(τ, x) про-

цесса u(τ, x) в точке τ = t, для которой выполняется соотношение

lim
α→0

M
[
(z,Aαr − u)2q

]
= m(t), Aαr = ûα(τ, x), (10)

где Aα — линейный непрерывный оператор, действующий из пространства наблюдений W−1
2t (G) в про-

странство состояний L2(Q); z — произвольный вектор из Eq;

m(t) = inf
A
M
[
(z,Ar − u)2q

]
; (11)

нижняя грань берется по всем линейным непрерывным операторам A, действующим из W−1
2t (G) в L2(Q).

Пространство таких операторов обозначим через F (G,Q).
Решение линейной задачи фильтрации для систем с распределенными параметрами эквивалентно

решению операторного уравнения Винера–Хопфа

A0Rr = Rur , (12)

где A0 — линейный оператор, удовлетворяющий критерию (11); Rr — корреляционный оператор случай-
ного процесса r(τ, x1); Rur — взаимнокорреляционный оператор случайных процессов u(τ, x) и r(τ, x1).

Справедливо следующее утверждение.
Теорема 1. Последовательность операторов {Aα}α>0, Aα ∈ F (G,Q), которая удовлетворяет кри-

терию (10), находится из операторного уравнения

AαRr + αAα = Rur , (13)

где α — параметр регуляризации, α > 0.
Доказательство. Рассмотрим выражение ϕ(A) = M

[
(z,Ar − u)2q

]
, где A ∈ F (G,Q), z ∈ Eq. Этот

функционал можно записать несколько иначе, а именно

ϕ(A) = (z,ARrA
∗z)q − 2(z,ARruz)q + (z,Ruz)q , (14)

где A∗ — оператор, связанный с оператором A соотношением A∗r = (Ar)T; Ru — корреляционный опера-
тор случайного процесса u(τ, x); Rur = R∗

ru.

Из последнего выражения для ϕ(A) видно, что минимизировать следует первые два слагаемых.
Введем обозначения ρ(A) = (z,ARrA

∗z)q − 2(z,ARruz)q. Отметим, что

inf
A

{
ρ(A), A ∈ F (G,Q)

}
= −(z,A0Rruz)q, (15)

где A0 удовлетворяет соотношение ARr = Rur. Решение этого уравнения в общем случае некорректно [1 –
3].

Уравнение (13) имеет единственное решение и доставляет минимум функционалу

ϕα(A) = (z,Ruz)q + ρ(A) + α(z,AA∗z)q .

Выражение, которое необходимо минимизировать, имеет вид

ρα(A) = ρ(A) + α(z,AA∗z)q . (16)
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Обозначим ∆ = A−Aα, Aα — решение (13), и запишем выражение (16), используя это обозначение.
После несложных преобразований находим ρα(A) − ρα(Aα) = α(z,∆∆∗z)q + (z,∆Rr∆

∗z)q. Поскольку
(z,∆Rr∆

∗z)q > 0, то справедливо неравенство

ρα(A) > ρα(Aα) + α(z,AA∗z)q > ρα(Aα). (17)

Нижняя грань ρα(A) равна

inf
A

{
ρα(A), A ∈ F (G,Q)

}
= −(z,AαRruz)q . (18)

Пусть теперь α1 > α2 > 0. Тогда справедливо неравенство

−(z,Ruz)q 6 −(z,Aα2
Rruz)q 6 −(z,Aα1

Rruz)q,

которое следует из (18) и неравенства (z,Ruz)q >
∣∣(z,A0Rruz)q

∣∣, так как

inf
A

{
ϕ(A), A ∈ F (G,Q)

}
= (z,Ruz)q − (z,A0Rruz)q > 0.

Таким образом, последовательность операторов {Aα}α>0 задает ограниченную снизу последовательность{
(z,AαRruz)q

}
α>0

при α → 0. Эта последовательность монотонно убывает, а значит, существует предел

lim
α→0

(z,AαRruz)q.

Так как ρ(A) 6 ρα(A) для α > 0 и всех A ∈ F (G,Q), то

inf
A

{
ρ(A), A ∈ F (G,Q)

}
6 inf

A

{
ρα(A), A ∈ F (G,Q)

}
,

а следовательно

inf
A

{
ρ(A), A ∈ F (G,Q)

}
6 − lim

α→0
(z,AαRruz)q. (19)

Справедливо также неравенство

inf
A

{
ρ(A), A ∈ F (G,Q)

}
> − lim

α→0
(z,AαRruz)q , (20)

которое вытекает из соотношения ρ(A) = lim
α→0

ρα(A) > − lim
α→0

(z,AαRruz)q , так как

ρα(A) > ρα(Aα) = inf
A

{
ρα(A), A ∈ F (G,Q)

}
.

Из неравенств (18) и (20) следует, что inf
A

{
ρ(A), A ∈ F (G,Q)

}
= − lim

α→0
(z,AαRruz)q . В свою очередь,

справедливо соотношение

ρα(Aα)− α(z,AαA
∗
αz)q = ρ(Aα) 6 inf

A

{
ρα(Aα), Aα ∈ F (G,Q)

}
= − lim

α→0
(z,AαRruz)q ,

но ρ(Aα) > inf
A

{
ρ(A), A ∈ F (G,Q)

}
= − lim

α→0
(z,AαRruz)q . Таким образом, находим, что

inf
A

{
ρ(A), A ∈ F (G,Q)

}
= − lim

α→0
(z,AαRruz)q 6 ρ(Aα) 6 inf

A

{
ρα(Aα), Aα ∈ F (G,Q)

}
= −(z,AαRruz)q .

Переходя к пределу в правой части неравенства по α при α→ 0, получаем, что

inf
A

{
ρ(A), A ∈ F (G,Q)

}
= − lim

α→0
ρ(Aα). (21)

Следовательно, последовательность решений {Aα}α>0 операторного уравнения (13) является решением
задачи фильтрации [8 – 11].

Приближенное решение задачи линейной фильтрации. Пусть
{
ρi(x)

}∞
i=1

— ортогональная

система гладких функций в пространстве L2(P ), такая, что ρi(x)|x∈Γ = 0, и пусть
{
λi(x)

}∞
i=1

— ортого-
нальная система в L2(Λ).

Прежде чем приступить к изложению приближенного метода решения задачи, отметим некоторые
свойства рассматриваемых функций и операторов.
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Если вектор-функция u(τ, x) ∈W−1
2t (Q), то u(τ, x) можно представить в виде u(τ, x) =

∞∑

i=1

ϑi(τ)ρi(x),

ϑi(τ) ∈ W−1
2t [0, t]. Действительно, применим к функции u(τ, x) изометрический оператор j∗t , который

переводит пространство W−1
2t [0, t] в L2[0, t] (подробней об операторе j∗t и обратном к нему D∗

t см. в [3 – 5]),

и получим j∗t u(τ, x) = ψ(τ, x) ∈ L2(Q) и ψ(τ, x) =

∞∑

i=1

βi(τ)ρi(x), βi(τ) ∈ L2[0, t]. Используя оператор D∗
t ,

обратный к j∗t , находим

u(τ, x) =
∞∑

i=1

D∗
t βi(τ)ρi(x) =

∞∑

i=1

ϑi(τ)ρi(x), (22)

где ϑi(τ) = D∗
t β(τ).

Пусть ϑ(τ) =
{
ϑ1(τ), ϑ2(τ), . . . , ϑk(τ), . . .

}
и ρ(x) =

{
ρ1(x), ρ2(x), . . . , ρk(x), . . .

}
— бесконечные векто-

ры. Тогда функцию u(τ, x) ∈W−1
2t (Q) можно представить в виде u(τ, x) = ϑT(τ)ρ(x).

Аналогично, функцию g(τ, x) ∈ W−1
2t (G) можно записать в виде g(τ, x) =

∞∑

i=1

γi(τ)λi(x) = γT(τ)λ(x),

где λ(x) =
{
λ1(x), λ2(x), . . .

}
и γ(τ) =

{
γ1(τ), γ2(τ), . . .

}
являются бесконечными векторами с координата-

ми из L2(Λ) и W−1
2 [0, t] соответственно, a

{
λi(x)

}∞
i=1

— ортогональная система функций в L2(Λ).

Лемма 1. Для того чтобы оператор A, действующий из W−1
2t (G) в L2(Q) и определяемый выраже-

нием

Ag ≡
∞∑

i=1

ϑi(τ)ρi(x), (23)

был непрерывным, необходимо и достаточно, чтобы вектор ϑ(τ) имел вид

ϑ(τ) =

τ∫

0

H(τ, s)γ(s) ds, (24)

где H(τ, s) — бесконечная матрица с элементами hij(τ, s), принадлежащими по аргументу s позитив-

ному пространству W 1
2 [0, t].

Доказательство. Сначала остановимся на необходимости. Пусть оператор A — непрерывный. Тогда
для каждого i = 1, 2, . . . выражение ϑi(τ) = (Ag, ρi)0P является линейным непрерывным функционалом
над W−1

2t (Q) (в силу непрерывности оператора A и скалярного произведения в L2(P ) ).
Согласно обобщенной теореме Рисса о виде линейного непрерывного функционала в оснащенном

гильбертовом пространстве [3], всякий линейный функционал в W−1
2 имеет вид Φ(u) = 〈u, v〉, где v —

некоторый элемент из W 1
2 , однозначно определяемый элементом u; при этом ‖Φ‖ = ‖v‖1. Тогда

ϑi(τ) = (Ag, ρi)0P = 〈g, hi〉, (25)

где hi(τ, x) ∈ W 1
2t(G) и определяется единственным образом.

Элемент hi(τ, x) можно представить в виде hi(τ, x) =

∞∑

j=1

hij(τ)λj(x), hij(τ) ∈ W 1
2 [0, t],

{
λj(x)

}∞
j=1

—

ортогональная система функций в L2(Λ). Выражение (25), с учетом полученного выше соотношения и (22),

запишется следующим образом: hi(τ, x) =
〈 ∞∑

j=1

γj(τ)λj(x),

∞∑

k=1

hik(τ)λk(x)
〉
=

∞∑

j=1

〈
γj(τ), hij(τ)

〉
.

Достаточность очевидна.
Как известно, если оператор в сепарабельном гильбертовом пространстве имеет матричное представ-

ление, то он ограничен [3, 4], т.е. выполняется неравенство

∞∑

i=1

∣∣∣∣
∞∑

k=1

hikxk

∣∣∣∣
2

6 N2

∞∑

i=1

|xi|
2 (26)

для любых xi (i = 1, 2, 3, . . .), удовлетворяющих неравенству
∞∑

i=1

|xi|
2 < ∞; N — постоянная, зависящая

от оператора A.
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Это представление понадобится при доказательстве теоремы сходимости. Перейдем к решению задачи
фильтрации. Приближенное значение состояния системы (8), (9) будем искать в виде конечной суммы

uk(τ, x) =

k∑

i=1

ϑi(τ)ρi(x), (27)

где
{
ρi(x)

}∞
i=1

— ортогональный базис в L2(P ), ρi(x)|x∈Γ = 0, а ϑi(τ) находятся из соотношений





(
∂2uk(τ, x)

∂τ2
, ρj

)

0P

+ (Bu, ρj)0P = (v, ρj)0P ,

uk(0, x) =
k∑

i=1

ϑi(0)ρi(x) = u0(x),

∂uk(τ, x)

∂τ

∣∣∣∣
τ=0

=

k∑

i=1

dϑi(τ)

dτ

∣∣∣∣
τ=0

ρi(x) = u1(x).

(28)

Подставляя соотношение (27) в (28), получаем уравнения для определения ϑj(τ)





d2ϑj(τ)

dτ2
+

k∑

i=1

ϑi(τ)(Bρi, ρj)0P = (v, ρj)0P ,

ϑj(0) =
(
u0(x), ρj

)
0P
,

dϑi(τ)

dτ

∣∣∣∣
τ=0

=
(
u1(x), ρj

)
0P
,

j = 1, 2, . . . , k.

(29)

Задача (29) является обобщенной задачей Коши для системы линейных обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений порядка k.

Наблюдения для приближенной задачи построим следующим образом:

(
r(τ), λi

)
0Λ

= (Su, λi)0Λ + (ξ, λi)0Λ, (30)

где (., .)0Λ — скалярное произведение в гильбертовом пространстве L2(Λ).
Будем считать, что наблюдается процесс

{
rm(τ), 0 6 τ 6 t

}
, связанный с ϑ(τ) соотношением

rim(τ) =
(
r(τ), λi

)
0Λ

=

k∑

j=1

ϑj(τ)(Sρj , λi)0Λ + (ξ, λi)0Λ, i = 1, 2, 3, . . . ,m <∞. (31)

Введем обозначения. Пусть ϑ(τ) — k-мерный вектор с элементами
{
ϑi(τ)

}k
i=1

, Fk — матрица размер-

ности k × k, F
ij
k = (Bρi, ρj)0P , Gv — матрица размера 1 × k, (Gv)i = (v, ρi)0P , ϑ0 — случайный вектор

с координатами ϑ0j =
(
u0(x), ρj

)
0P
, ϑ10 — вектор с координатами ϑ10j =

(
u1(x), ρj

)
0P
, Ck — матри-

ца k ×m, Cljk = (Sρj , λl)0Λ, rm(τ) — вектор наблюдений, rlm(τ) =
(
r(τ), λl

)
0Λ
, w(τ) — шум, wl = (ξ, λl)0Λ,

i = 1, 2, . . . , k, j = 1, 2, . . . , k, l = 1, 2, . . . ,m.
С учетом введенных обозначений приближенную задачу линейной оптимальной фильтрации можно

сформулировать в следующем виде: векторный случайный процесс ϑ(τ) моделируется системой

d2ϑ(τ)

dτ2
= Fkϑ(τ) +Gv(τ), ϑ(0) = ϑ0,

dϑ(τ)

dτ

∣∣∣∣
τ=0

= ϑ10, (32)

где Gv — белый шум.
Наблюдается процесс

{
rm(τ), 0 6 τ 6 t

}
, связанный с ϑ(τ) соотношением

rm(τ) = Ckϑ(τ) + w(τ). (33)
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Требуется найти последовательность оценок
{
ϑ̂α(τ)

}
α>0

процесса ϑ(τ) в момент τ = t, такую, что

lim
α→0

M
[(
z, ϑ(t)− ϑ̂α

)2
k

]
= m(t), m(t) = inf

H

{
M
[(
z, ϑ(t)−Hrm(t)

)2
k

]}
, (34)

где нижняя грань берется по всем линейным операторам H, действующим из пространства наблюдений

в пространство состояний, H — определяется соотношением Hrm =

t∫

0

h(t, τ)rm(τ) dτ , z — произвольный

вектор из Ek.
Имеют место следующие статистики:

M [ϑ0] = 0, M [ϑ0ϑ
T

0 ] = P0, P
ij
0 = (U0ρi, ρj)0P , i, j = 1, 2, . . . , k,

M [ϑ10] = 0, M [ϑ10ϑ
T

10 ] = P10, P
ij
10 = (U1ρi, ρj)0P , i, j = 1, 2, . . . , k,

M
[
Gv(τ)

]
= 0, M

[
Gv(τ)

(
Gv(σ)

)
T

]
= Q(τ)δ(τ − σ), Qij(τ) = (Vρi, ρj)0P ,

M
[
w(τ)

]
= 0, M

[
w(τ)wT(σ)

]
= R(τ)δ(τ − σ), Rsl(τ) = (Wλs, λl)0Λ,

s, l = 1, 2, . . . ,m, R(τ) — матрица порядка m, R(τ) > 0, U0 — ковариационный оператор процесса u0(x),
U1 — ковариационный оператор процесса u1(x), V — ковариационный оператор процесса v(τ, x), W —
ковариационный оператор процесса ξ(τ, x).

Матрица R(τ) может быть вырожденной. Поэтому для решения задачи фильтрации (32) – (34) необ-
ходимо использовать алгоритм, аналогичный полученному в [3, 5].

Покажем, что построенное по задаче (32) – (34) при k → ∞ приближенное решение задачи линей-

ной оптимальной фильтрации (8) – (11) ûαk (τ, x) =

k∑

i=1

ϑ̂αi (τ)ρi(x) сходится в соответствующей норме к

точному решению. Для этого докажем ряд вспомогательных утверждений.

Лемма 2. Для почти всех t справедливо равенство lim
k→∞

M
[∥∥uk(t, x) − u(t, x)

∥∥2
0P

]
= 0, где uk(t, x)

имеет вид (27), а u(τ, x) — решение уравнения (8), (9) в точке τ = t.

Доказательство. Согласно теореме 5 [6], имеет место соотношение

sk(t, ω) =

t∫

0

∣∣uk(τ) − u(τ)
∣∣2 dτ → 0, k → ∞, (35)

для почти всех ω ∈ Ω, откуда M
[
sk(t, ω)

]
=M

[ t∫

0

∣∣uk(τ) − u(τ)
∣∣2 dτ

]
→ 0, k → ∞. Лемма доказана.

Запишем уравнение Винера–Хопфа для задачи (32) – (34):

M
[
ϑ(t)rT

m(σ)
]
=

t∫

0

hmk(t, τ)M
[
rm(τ)rT

m(σ)
]
dτ. (36)

Регуляризованное уравнение имеет вид

M
[
ϑ(t)rT

m(σ)
]
=

t∫

0

hαmk(t, τ)M
[
rm(τ)rT

m(σ)
]
dτ + αhαmk(t, σ). (37)

Уравнение (37) можно записать с помощью бесконечных матриц; такое представление понадобится
при доказательстве сходимости.

Используя ковариационную матрицу M
[
ϑ(t)rT

m(σ)
]
, построим бесконечную матрицу Kkm(t, σ) следу-

ющим образом:

Kkm(t, σ) =



M
[
ϑ(t)rT

m(σ)
]

0 · · ·

0 0 · · ·

· · · · · · · · ·


 .
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Эта матрица задает над W−1
2t (G) линейный оператор, действующий из W−1

2t (G) в L2(Q). Действительно,

для любого g ∈ W−1
2t (G) справедливо соотношение g =

∞∑

j=1

yj(τ)λj(x). Пусть ĥ(t) =

t∫

0

Kkm(t, τ)ŷ(τ) dτ,

где ŷ(τ) — вектор с координатами yi(τ). Тогда, согласно лемме 1, функция h(t, x) = h(g) =

∞∑

j=1

hj(t)ρj(x)

(hj(t) — координаты вектора ĥ(t)) задает линейный непрерывный оператор, действующий из W−1
2t (G)

в L2(Q). Таким образом, матрица Kkm(t, τ) определяет оператор над W−1
2t (G). Обозначим этот оператор

через Rkm.

Аналогично, бесконечная матрица Kmm(τ, σ), построенная по M
[
rm(τ)rT

m(σ)
]
, задает оператор Rmm,

действующий из W−1
2t (G) в L2(Q).

Пусть

Hmk(t, σ) =



hαmk(t, σ) 0 · · ·

0 0 · · ·

· · · · · · · · ·


 .

Тогда, используя бесконечные матрицы, уравнение (37) запишется в виде

Kkm(t, σ) =

t∫

0

Hα
mk(t, τ)Kmm(τ, σ) dτ + αHα

mk(t, σ),

а в операторной форме — в виде
Aα
kmRmm + αAα

km = Rkm. (38)

Покажем, что решение уравнения (38) задает приближенное решение (13). Докажем вначале ряд допол-
нительных фактов.

Лемма 3. Справедливо соотношение lim
k,m→∞

‖Rur −Rkm‖ = 0.

Доказательство. Для каждого фиксированного t по определению операторной нормы имеем

‖Rur −Rkm‖ = sup
ϕ,ψ





∣∣∣
(
[Rur −Rkm]ϕ, ψ

)
0Q

∣∣∣
‖ϕ‖−1tG ‖ψ‖0Q

; ϕ ∈ W−1
2t (G), ψ ∈ L2(Q), ‖ϕ‖−1tG 6= 0, ‖ψ‖0Q 6= 0



 .

Оценим числитель в правой части этого равенства:
∣∣∣
(
[Rur −Rkm]ϕ, ψ

)
0Q

∣∣∣ =
∣∣∣M
[
(u, ψ)0Q (r, ϕ)−1tG − (uk, ψ)0Q (rm, ϕ)−1tG

]∣∣∣.

Применяя обобщенное неравенство Коши–Буняковского, находим

∣∣∣
(
[Rur −Rkm]ϕ, ψ

)
0Q

∣∣∣6
∣∣∣∣
(
M
[
‖u− uk‖

2
0Q

]
M
[
‖r‖2−1tG

])1/2
+

+
(
M
[
‖uk‖

2
0Q

]
M
[
‖r − rm‖2−1tG

])1/2∣∣∣∣ ‖ϕ‖−1tG ‖ψ‖0Q.

Из леммы 2 следует, что первое слагаемое в правой части при k → ∞ стремится к 0. Покажем, что
M
[
‖r − rm‖2−1tG

]
→ 0 при m→ ∞.

Рассмотрим норму ‖r − rm‖−1tG. Отметим, что здесь r и rm понимаются как бесконечные векторы.
Координаты вектора r имеют вид ri = (r, λi)0Λ, координаты вектора rm − rim имеют вид

rm − rim =

{
(r, λi)0Λ, i 6 m,

0, i > m.

Кроме того, справедливо равенство ‖r − rm‖−1tG = ‖r − rm‖−1tG, где r и rm представлены обобщенными

рядами Фурье j∗t r =

∞∑

i=1

(j∗t r, λi)0Λ λi, j
∗rm =

∞∑

i=1

(j∗t rm, λi)0Λ λi. Тогда при m→ ∞

‖r − rm‖2−1tG =

∥∥∥∥
∞∑

i=m+1

(j∗t r, λi)0Λ λi

∥∥∥∥
0G

6 2

∞∑

i=m+1

∥∥(j∗t r, λi)0Λ λi
∥∥2
0G

= 2

∞∑

i=m+1

∥∥(r, λi)0Λλi
∥∥2
−1tG

→ 0,
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как остаточный член разложения функции в ряд Фурье.
Таким образом, M

[
‖r − rm‖2−1tG

]
→ 0, m→ ∞. Лемма доказана.

Лемма 4. Для каждого фиксированного t и α > 0 имеет место соотношение lim
m→∞

‖Rα
r −Rα

mm‖ = 0,

где Rα
r = Rr + αIδ(τ − σ) и Rα

mm = Rmm + αIδ(τ − σ).
Доказательство. Операторы Rα

r и Rα
mm для всех α > 0 определены на всем W 1

2 (G). По определению
операторной нормы имеем

‖Rα
r −Rα

mm‖ = sup
g





∣∣∣
〈
[Rα

r −Rα
mm]g, g

〉∣∣∣
‖g‖1tG

; g ∈W 1
2t(G), ‖g‖1tG 6= 0



 .

Оценим числитель. После несложных преобразований находим
∣∣∣
〈
[Rα

r −Rα
mm]g, g

〉∣∣∣ =
∣∣∣M
[
〈rα, g〉

2 − 〈rmα, g〉
2
]∣∣∣ =

∣∣∣M
[
〈rα − rmα, g〉〈rα + rmα, g〉

]∣∣∣, (39)

где rα(τ) — наблюдения, связанные с u(τ, x) соотношением rα(τ) = Su+wα(τ); wα(τ) — белый невырож-
денный шум с нулевым средним и ковариационным оператором M

[
wα(τ); wα(σ)

]
= (W + αI)δ(τ − σ).

Наблюдения rmα(τ) строятся аналогично. Эти процессы нужны лишь для доказательства, конечный ал-
горитм решения задачи их не будет содержать.

Применяя обобщенное неравенство Коши–Буняковского к правой части (39), получаем аналогично
доказательству леммы 3, что

∣∣∣
〈
[Rα

r −Rα
mm]g, g

〉∣∣∣ 6M
[
‖rα − rmα‖

2
−1tG

](
M
[
‖rα + rmα‖

2
−1tG

])1/2
‖g‖21tG → 0

при m→ ∞, поскольку поведение rα и rmα такое же, как r и rm.
Теорема 2. Для фиксированных α > 0 и t выполняется равенство

lim
k,m→∞

M
[
(z, ûαkm − ûα)

2
q

]
= 0, z ∈ Eq, (40)

где ûα = Aαr, Aα — решение уравнения (13), ûαkm = Aα
kmr, Aα

km — решение уравнения (38).
Доказательство. Из уравнения (38) находим, что Aα

km = Rkm(Rmm + αI)−1; этот оператор задает
оптимальную линейную оценку ûαkm(t, x) = Aα

kmr = Rkm(Rmm + αI)−1r = Rkm(Rα
mm)−1r.

Аналогично, из уравнения (13) имеем ûα(t, x) = Aαr = Rur(Rr + αI)−1r = Rur(R
α
r )

−1r. Согласно
этим формулам, математическое ожидание в (40) можно записать в виде

M
[(
z, ûαkm − ûα(t, x)

)2
q

]
=M

[(
z,
{
Rkm(Rα

mm)−1(rm − r)
}
+Rkm(Rα

mm)−1 −Rur(R
α
r )

−1r
)2
q

]
6

6 2

(
M
[
z,Rkm(Rα

mm)−1(rm − r)2q
]
+M

[(
z,
{
Rkm(Rα

mm)−1 −Rur(R
α
r )

−1
}
r
)2
q

])
.

(41)

Применяя неравенство Коши–Буняковского к первому слагаемому в правой части, получаем

M
[
(z,Rkm(Rα

mm)−1(rm − r)2q
]
6 ‖z‖2q

∥∥Rkm(Rα
mm)−1

∥∥2M
[
‖rm − r‖2−1tG

]
→ 0

при k, m→ ∞ по лемме 3.
Оценим второе слагаемое. Прибавим и вычтем Rkm(Rα

r )
−1; после преобразований применим неравен-

ство Коши–Буняковского. Имеем при k, m→ ∞

M

[(
z,
{
Rkm(Rα

mm)−1 −Rur(R
α
r )

−1
}
r
)2
q

]
6

6 2
(
‖z‖2q ‖Rkm‖2

∥∥(Rα
mm)−1 − (Rα

r )
−1
∥∥2 +

∥∥(Rα
r )

−1
∥∥2 ‖Rkm −Rur‖

2 ‖r‖2−1tG

)
→ 0

согласно леммам 3 и 4.
Подставим эти соотношения в (41) и получим утверждение теоремы.
Теорема 3. Для каждого фиксированного t справедливо соотношение

lim
α→0

lim
k,m→∞

M
[(
z, ûαkm(t, x)− u(t, x)

)2
q

]
= m(t),
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где ûαkm(t, x) — решение приближенной задачи фильтрации (23), (24).
Доказательство. Прибавим и вычтем под знаком скалярного произведения ûα(t, x); после неслож-

ных преобразований получим

lim
α→0

lim
k,m→∞

M
[(
z, ûαkm(t, x)− u(t, x)

)2
q

]
=

= lim
α→0

lim
k,m→∞

M

[{(
z, ûαkm(t, x)− ûα(t, x))q +

(
z, ûα(t, x)− u(t, x)

)
q

}2
]
6 m(t)

согласно теореме 2.
Таким образом, доказана сходимость решения приближенной регуляризованной задачи линейной

фильтрации к решению исходной задачи.
Приведем алгоритм решения приближенной задачи линейной оптимальной фильтрации (32) – (34), ос-

нованный на построении последовательности регуляризованных оценок, полученных с помощью фильтра
Калмана–Бьюки.

Введем обозначения. Через χ(τ) обозначим вектор с координатами

χi(τ) =





ϑi(τ), при i 6 k;

dϑi−k(τ)

dτ
, при k < i 6 2k,

матрица F =

[
0 I

Fk 0

]
, где I — единичная матрица порядка k, Fk — матрица размерности k×k, координаты

которой F ijk = (Bρi, ρj)0P ; ζ(τ) — вектор с координатами ζi(τ) = 0 при i = 1, 2, . . . , k и ζi(τ) = (v, ρi−k)0P
при i = k + 1, k + 2, . . . , 2k; C — матрица m × 2k, C = [Ck 0 ], где 0 — нулевая матрица размера m × k, а

координаты матрицы Ck вычисляются по формуле Cljk = (Sρj , λl)0Λ; rm(τ) — вектор наблюдений, rlm(τ) =(
r(τ), λl

)
0Λ
, w(τ) — шум, wl = (ξ, λl)0Λ, i = 1, 2, . . . , k, j = 1, 2, . . . , k, l = 1, 2, . . . ,m.

С учетом введенных обозначений задачу линейной оптимальной фильтрации можно сформулировать
следующим образом.

Векторный случайный процесс χ(τ) моделируется системой

dχ(τ)

dτ
= Fχ(τ) + ζ(τ), χ(0) =

[
ϑ0
ϑ10

]
, (42)

где ζ(τ) — белый вырожденный шум. Наблюдается процесс
{
rm(τ), 0 6 τ 6 t

}
, связанный с χ(τ) соотно-

шением
rm(τ) = Cχ(τ) + w(τ). (43)

Требуется найти последовательность оценок
{
χ̂α(τ)

}
α>0

процесса χ(τ) в момент τ = t, удовлетворя-
ющую критерию

lim
α→0

{
M
[(
z, χ(t)−Hαrm(t)

)2
k

]
− inf

H
M
[(
z, χ(t)−Hrm(t)

)2
k

]}
= 0, (44)

где нижняя грань берется по всем линейным операторам H, действующим из пространства наблюдений
в пространство состояний; H — определяется соотношением

Hrm =

t∫

0

h(t, τ)rm(τ) dτ , χ̂α(t) = Hαrm =

t∫

0

ĥα(t, τ)rm(τ) dτ ;

матрица ĥα(t, τ) удовлетворяет уравнению

M
[
χ(t)rT

m(σ)
]
=

t∫

0

ĥα(t, τ)C(τ)M
[
χ(τ)χT(σ)CT(σ) dτ + ĥα(t, σ)Sα(σ), (45)

а Sα(σ) = R(σ) +αIm, где Im — единичная матрица порядка m и R(σ) — матрица интенсивности вырож-
денного белого шума w(σ); z — произвольный вектор из E2k.
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Имеют место следующие статистики:

M [ϑ0] = 0, M [ϑ0ϑ
T

0 ] = P0, P
ij
0 = (U0ρi, ρj)0P , i, j = 1, 2, . . . , k,

M [ϑ10] = 0, M [ϑ10ϑ
T

10 ] = P10, P
ij
10 = (U1ρi, ρj)0P , i, j = 1, 2, . . . , k,

M
[
ζ(τ)

]
= 0, M

[
ζ(τ)

(
ζ(σ)

)
T

]
= Q(τ)δ(τ − σ), Qij(τ) = (Vρi, ρj)0P i, j = 1, 2, . . . , k, ,

M
[
w(τ)

]
= 0, M

[
w(τ)wT(σ)

]
= R(τ)δ(τ − σ), Rql(τ) = (Wλq , λl)0Λ, q, l = 1, 2, . . . ,m,

M
[
χ(0)

]
= 0, M

[
χ(0)χT(0)

]
=

[
P0 0
0 P10

]
, M

[
χ(0)ζT(τ)

]
=M

[
χ(0)wT(τ)

]
=M

[
w(τ)ζT(σ)

]
= 0,

R(τ) — матрица порядка m, R(τ) > 0, U0 — ковариационный оператор процесса u0(x), U1 — ковариаци-
онный оператор процесса u1(x), V — ковариационный оператор процесса v(τ, x), W — ковариационный
оператор процесса ξ(τ, x).

Запишем матрицу ĥα(t, τ) в виде ĥα(t, τ) =

[
hα1mk(t, τ)

hα2mk(t, τ)

]
, где h1mk(t, τ) и h2mk(t, τ) — матрицы раз-

мера k ×m. Тогда уравнение Винера–Хопфа (45) можно представить следующим образом:





M
[
ϑ(t)rT

m(σ)
]
=

t∫

0

hα1mk(t, τ)Ck(τ)M
[
ϑ(t)(τ)ϑ(t)T(σ)CT

k (σ) dτ + hα1mk(t, σ)Sα(σ),

M
[
ϑ(t)rT

m(σ)
]
=

t∫

0

hα2mk(t, τ)Ck(τ)M
[
ϑ(t)(τ)ϑ(t)T(σ)CT

k (σ) dτ + hα2mk(t, σ)Sα(σ).

(46)

Интегральные уравнения в (46) независимы и первое уравнение совпадает с уравнением Винера–
Хопфа (37) для задачи (32) – (34), т.е. решение hα1mk совпадает с hαmk. Следовательно, оценка состояния

ϑ̂α(t) системы (32) – (34) равна первым k координатам вектора χ̂α(t) — решению задачи (42) – (44), которое
удовлетворяет уравнению

dχ̂α(τ)

dτ
= F (τ)χ̂α(τ) + P (τ)CT(τ)S−1

α (τ)
[
rm(τ) − C(τ)χ̂α(τ)

]
, χ̂α(0) = 0, 0 6 τ 6 t <∞, (47)

где P (τ) — решение уравнения Риккати

dP (τ)

dτ
= F (τ)P (τ) + P (τ)FT(τ) +G(τ)Q(τ)GT(τ) − P (τ)CT(τ)S−1

α (τ)C(τ)P (τ), P (0) =
[
P10 0
0 P0

]
. (48)

Обоснование алгоритма решения задачи (42) – (44) дано в [3, 5]. Параметр регуляризации выбирается
согласно одному из методов, приведенных в [1 – 5].

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследований
(проект № 01–01–00398).
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